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非线性 Klein_Gordon方程的微扰理论
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(张鸿庆推荐)

摘要 : 求得了一阶近似下微扰对非线性 Klein_Gordon 孤子的影响, 即求得了孤子参数随时间的缓

慢变化及一阶修正的具体表达式
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引 言

非线性Klein_Gordon方程为非线性物理的一个重要方程,在物理学中许多领域内有重要应

用
[ 1, 2]

它的一般形式为:

UTT - UXX + m
2
U + U

3
= 0, ( 1)

式中,下标分别代表对时、空变量 T、X 求导, m 和 为已知常数且 < 0 文献[ 3] 求出了它的

单孤子解,但我们一直未见关于该方程的孤子微扰理论的报道 本文运用一孤子微扰理论直

接方法[ 4~ 6] 来研究此问题 引进如下变量替换:

U = -
m

2

6 u, T =
1
m

t, X =
1
m

x , ( 2)

可将方程( 1)简化为:

utt - uxx + u -
1
6

u
3

= 0, ( 3)

方程( 3)即文献[ 3]中所谓的 sin_Gordon方程的一近似方程, 可见[ 3]中 sin_Gordon 这一近似方

程仅仅只是非线性Klein_Gordon 方程的一个特例 本文研究含微扰的非线性 Klein_Gordon方

程:

utt - uxx + u -
1
6

u
3

= R [ u] , ( 4)

式中, 为表征微扰强弱的小参数( 0 < 1) ; R [ u] 为 u的已知泛函,即 u , ux , uxx , 的已知

函数
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1 线 性化

当无微扰时 ( = 0) , 方程( 4) 有如下单孤子解

u( x , t ) = 6tanh
1

2(
2
- 1)

( x + t + c) , ( 5)

方程( 4)满足如下初始条件:

u( x , 0) = 6tanh
1

2(
2
- 1)

( x + c) ,

ut ( x , 0) =
3
2

- 1
sech2 1

2(
2

- 1)
( x + c) ( 6)

为将方程( 4)线性化, 按文献[ 4]、[ 5]的做法, 首先引进多重尺度时间慢变量 tn =
n
t , n = 1, 2,

,则对 t的偏导数必须换成

t = t + t
1
+ , ( 7)

同时,将 u和R [ u] 做渐近展开

u = u
(0)

+ u
( 1)

+ , ( 8)

R[ u] = R[ u
(0)

] + R
( 1)

[ u
(0)

, u
(0)

] +  ( 9)

将( 7) ~ ( 9)代入方程( 4)后,比较 各次幂系数,即得各级近似方程:

u
(0)
tt - u

(0)
xx + u

(0)
-

1
6

( u
( 0)

)
3

= 0, ( 10)

u
(1)
tt - u

(1)
xx + u

(1)
-

1
2

( u
( 0)

)
2
u

(1)
= R [ u

(0)
] - 2u

(0)
tt

1
,  ( 11)

本文只研究零级和一级近似, 所以初条件( 6)相应地变为

u
(0)

( x , 0) = 6tanh 1

2(
2
- 1)

( x + c) ,

u
(0)
t ( x , 0) =

3
2
- 1

sech2 1

2(
2
- 1)

( x + c) ,

u
(1)

( x , 0) = 0, u
(1)
t ( x , 0) = 0

( 12)

零级近似方程( 10)是标准的非线性Klein_Gordon方程,它有如( 5)式的单孤子解

u
(0)

( x , t ) = 6tanhz , z = ( x - ) , =
1

2(
2
- 1)

, t = - ( 13)

由于微扰, ( 13)式中孤子参数 和 将随时间慢变量缓慢变化 与t无关,而 对t的依赖关

系由( 13) 式中最后一式决定 由方程( 13) 可得

u
(0)
tt

1
= 6 t

1
[ sech

2
z - 2z sech

2
z tanhz ] + 2 6

2
t
1
sech

2
z tanhz ( 14)

引进 z 为新的空间变量(与孤子一起运动的坐标参照系) ,方程( 11) 可重写为:

u
(1)
tt + 2 u

(1)
tz +

1
2 L̂u

( 1)
= F ( z , t ) , ( 15)

式中:

L̂ =
d

2

dz
2 + 6sech2

z - 4, F ( z , t ) = R [ u
(0)

] - 2u
( 0)
tt

1
, ( 16)

初条件变为:

u
(1)

( z , 0) = u
(1)
t ( z , 0) = 0 ( 17)
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对方程( 15)作拉氏变换可得

p
2
u + 2 puz +

1
2 L̂u = F ( z , p ) , ( 18)

式中 p 为一复变量, u ( z , p ) 和 F ( z , p ) 分别为 u
(1)

( z , t ) 和 F( z , t ) 的像

作一函数变换

u = e- 2 pz
v , ( 19)

我们可得

- 2
2
p

2
v +

1
2 L̂v = F ( z , p ) e

2 p z
( 20)

2 本征值问题

为了求解方程( 20) ,我们需求解如下的本征值问题:

L̂ = ( 21)

利用文献[ 4]附录 A的方法可以求得 L̂ 的本征函数系如下:

( z , k ) =
eikz

2 ( k
4
+ 5k

2
+ 4)

[ k
2
+ 1 + 3iktanhz - 3tanh2

z ] ,

= - ( k
2
+ 4) - < k < , ( 22)

1( z ) =
3
2

sech2
z = 0, ( 23)

2( z ) =
6
2

sechz tanhz = - 3, ( 24)

它们构成一个正交完备化的基矢 = ( z , k) , j ( z ) ; j = 1, 2

( ) 正交性

-
( z , k )

*
( z , k ) dz = ( k - k ) , ( 25)

-
( z , k ) j ( z ) dz = 0 j = 1, 2, ( 26)

-
j ( z ) l ( z ) dz = jl j , l = 1, 2 ( 27)

( ) 完备性

p
-

( z , k )
*

( z , k ) dk +

2

j = 1
j ( z ) j ( z ) = ( z - z ) ( 28)

3 微扰对孤子的影响

现在求解方程( 20) ,将 v 按基矢 展开

v ( z , p ) =
-

dk ( k , p ) ( z , k ) + 1( p ) 1( z ) + 2( p ) 2( z ) ( 29)

将( 29)代入方程( 20) , 并利用正交性得

( k , p ) = -
2

4 2
p

2
+ ( k

2
+ 4) -

dz F ( z , p ) e2 pz *
( z , k ) , ( 30)

1( p ) = -
1

2 2
p

2
-

dz F( z , p ) e2 pz
1( z ) , ( 31)

2( p ) = -
2

4
2
p

2
+ 3 -

dz F ( z , p ) e
2 p z

2( z ) , ( 32)
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将( 30) ~ ( 32)代入( 29) ,利用( 19)得:

u ( z , p ) = -
-

2dk

4 2
p

2
+ ( k

2
+ 4) -

dz F ( z , p ) e- 2 p ( z- z ) *
( z , k ) ( z , k ) -

1

2
2
p

2

+

-
dz F ( z , p ) e

- 2 p ( z- z )
1( z ) 1( z ) -

2

4
2
p

2
+ 3

+

-
dz F ( z , p ) e

- 2 p ( z- z )
2( z ) 2( z ) ( 33)

对( 33)作拉氏逆变换得

u
( 1)

( z , t ) = -
-

dk

k
2
+ 4 -

dz
t

0
d H( ) sin

k
2
+ 4

2 F ( z , )
*

( z , k) ( z , k) -

1

2 2

+

-
dz

t

0
d H( ) F ( z , ) 1( z ) 1( z ) -

1

3

+

-
dz

t

0
d H( ) sin

3
2

F ( z , ) 2( z ) 2( z ) , ( 34)

其中

= t - - 2 ( z - z ) , ( 35)

H( ) 是一个阶跃函数

H( ) =
1 当 > 0,

0 当 < 0
( 36)

特例, 如果在随孤子运动的坐标系中微扰不含时微扰,即 F( z , t ) = F ( z ) , 那么( 34) 可重写

为:

u
( 1)

( z , t ) = -
-

2dk
k

2
+ 4 -

dz F ( z ) 1 - cos
k

2
+ 4

2
[ t - 2 ( z - z ) ]

*
( z , k ) ( z , k) -

1

2
2

-
dz F( z )

[ t - 2 ( z - z ) ]
2

2 1( z ) ( z ) -

2
3 -

dz F ( z ) 1- cos 3
2

[ t - 2 ( z - z ) ] 2( z ) 2( z ) ( 37)

显然, ( 37)式右边第二项是久期项,消去此项的条件为:

-
dzF ( z ) 1( z ) = 0,

-
dzF( z ) z 1( z ) = 0 ( 38)

将( 18)代入方程( 38) , 运用( 14)和( 23)式,我们可以获得如下的孤子参数变化

t
1

=
6

8 -
dzR [ u

(0)
] sech2

z , ( 39)

t
1

=
6

8 2
-

dzR[ u
( 0)

] z sech2
z ( 40)

利用方程( 38) ,我们可获得一级修正为

u
( 1)

( z , t ) = -
-

2dk

k
2
+ 4 -

dz F ( z ) 1 - cos
k

2
+ 4

2
[ t - 2 ( z - z ) ]

*
( z , k ) ( z , k) -

2
+

-
dz F( z ) ( z )

2
1( z ) 1( z ) -

2
3

+

-
dz F ( z ) 1- cos

3
2

[ t - 2 ( z - z ) ] 2( z ) 2( z ) ( 41)

( 41)式的格林函数形式如下:
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u
(1)

( z , t ) =
-

dz F( z ) G ( z , t ; z ) , ( 42)

式中

G( z , t ; z ) = -
-

2dk

k
2

+ 4 1- cos
k

2
+ 4

2
[ t - 2 ( z - z ) ]

*
( z , k ) ( z , k ) -

2
( z )

2
1( z ) 1( z ) -

2
3 1 - cos

3
2

[ t - 2 ( z - z ) ] 2( z ) <2( z )# ( 42)c
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Abst ra ct : The effe cts o f perturbations on a nonlinear Klein_Gordon the soliton to the first_order ap-

prox imation ar e obtained, namely , the soliton par ameter s changing slow ly with time , and the con-

crete expr ession of the first_order correction ar e got.

Key w ords: soliton perturbation; solito n parameter ; nonlinear Klein_Gordon soliton
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