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输液管道流固耦合非线性动力稳定分析
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摘要:  将弱约束输流管道非定常流液固耦合运动按波_流_振动系统建模成由 4 个非线性微分方

程组成的分析模型,按模态进行分解研究系统在多种耦合状态下具有的运动稳定特性# 以悬臂梁

管道为例分析了耦合系统奇点的属性, 得到了前四阶模态运动的相图# 结果说明, 多种耦合条件

下输流管道的稳定性变得更为复杂,各阶模态运动具有不同的稳定特性# 
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1  引言及预备知识

有压输流管道由于控制操作引起的流动状态突变会在管道中形成非定常流动, 严重时形

成沿管道运动的所谓水击或水锤波,并通过流固间的耦合作用诱发(弱约束)管道非线性振动,

这一问题不仅是有压非定常流研究的重要课题,也是现代非线性动力学研究的重要内容# 

约束条件和流动状态的不同, 输流管道具有不同的失稳分岔形式, 按大类可分为屈曲失

稳和颤振失稳, 相应的分岔形式为叉形分岔、倍频分岔及Hopf分岔等# 研究管道稳定特性一

般以流速为参数, 随着流速的增加, 哥氏力使系统有效刚度降低, 自振频率减小, 当流速增

加到一定值时, 有效刚度/趋于零0, 系统失稳出现分岔, 对应的流速称为临界流速# 已有研

究表明, 一般情况下两端支承约束管道的失稳形式为屈曲叉形分岔
[ 1, 2]

, 而悬臂梁管道则为

Hopf分岔[ 3]# 

111  简支管道
Thurman和 Mote[ 4]是较早研究输流管道非线性动力稳定性的研究者,他们导出考虑管道

横向和轴向运动耦合,但未包含流固耦合的控制方程, 并使用Lindstedt法和Krylov_Bogoliulov法

联合求解,以此研究系统的稳定特性# 

Paidoussis[ 5, 6]研究了非保守系统的稳定性, 发现系统除具有一般的叉形分岔外, 还具有与

模态耦合颤振( flutter)有关的其它分岔形式,称为 Paidoussis后失稳( post_divergence)# 
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Holmes[ 1, 2]研究了两端支承的管道失稳形式, 认为/两端支承的管道不会发生颤振失稳0# 

在奇点的附近有可能存在局部分岔现象,但极限环不存在, 运动总是随时间的延续趋于某种非

平凡平衡状态# 并采用中心流形理论研究了由 Paidoussis[ 7]方程得到的四维系统,发现在临界

点邻域内的分岔特性,证明 4维系统不存在极限环# 

1. 2  悬臂梁管道

Bajaj[ 3]改进了 Paidoussis[ 7]和 Lundgren[ 8]模型, 研究了轴向、横向耦合运动的二维系统在一

端固定,另一端自由条件下的分岔现象# 研究表明,系统的稳定特性取决于三个参数,即:定常

流速 �v 0; 质量比 B;流动能量损失系数 R# 当流速较小时(小于分岔临界流速) , 稳定是渐近的;

随流速增加到某一值(临界流速) , 系统出现失稳分岔; 证明在临界流速处分岔满足 Hopf分岔

条件,并用中心流形法研究了分岔后周期解的特性# 

Bajaj 和 Sethna[ 9, 10]将几何二维问题扩展到几何三维问题, 研究发现,在任何情况下系统

均有两个超临界分岔存在,且当流速超过临界值后,运动在平面内分为两支# 随质量比 B的不

同,运动由驻波通过叉形分岔成为行波,也可能通过鞍结分岔后驻波和行波共存# 

Rousselet 和 Herrmann [ 11]采用Krylov_Bogoliubov 平均法求解, 研究了垂直悬臂管道在临界流

速邻域内运动的极限环, 发现在 S_型临界线邻域内极限环的幅值是质量比B的函数# Li和

Paidoussis[ 12]发现,存在亚临界的叉形分岔和超临界的 Hopf分岔# 

1. 3  分岔_混沌特性

Paidoussis和 Moon[ 13]研究了线性自治系统由于约束非线性引起的分岔- 混沌关系# 发现

当非线性作用力达到一定值时,系统出现倍频分岔而导致运动混沌# Paidoussis和 Li[ 14]发现管

道从逐级分岔到混沌的过程, 即随流速的增加,系统依次出现Hopf分岔、叉形分岔、倍频分岔,

最后进入混沌状态# 

Heinsbroek 和 Tijsseling[ 15]通过从大到小改变系统的约束刚度,考察其运动特性的变化,发

现随约束刚度变小, 系统从倍频分岔发展成混沌的过程# 

Paidoussis和 Cusumano[ 16]研究了分形( fractal dimension)与分岔、混沌的关系# 对于同一管

道,分形数 dc = 1. 03的运动对应第一次倍频分岔; dc = 1. 53对应第二次倍频分岔;而当分形

数 dc = 3. 20时, 运动进入混沌状态# 

1. 4  本文的研究内容

以往,输流管道非线性动力稳定性研究, 以考虑流体作用下管道轴向、横向运动耦合非线

性为主,即考虑流体运动对系统稳定性的影响,但未考虑管道振动对流动状态的影响, 耦合是

不完全的;本文以非线性全耦合方程为对象, 采用模态分解的方式研究由非定常流诱发的输流

管道系统非线性运动的稳定性问题# 

2  管道运动方程

利用Hamilton变分原理和变形体内流体的连续方程和动量方程建立了可描述输流管全固

耦合( Poisson、Junction及 Friction耦合等[ 1] )条件下波振动系统的非线性方程为[ 18] :

  m&u + mf Ûvf + mf [ Ûv f uc+ 2vf Ûuc+ v
2
f ud+ &uuc] + ÛP ( vf + Ûu) / c2F -

      [ (1- 2M) P (1+ uc) ]c- g (1- 2M) udw - gmf (1- 2M) (1 + uc) wc-
      EI (7wdwÊ + wcwdd) - EAp( ud+ 3ucud + wcwd) = 0, (1)

  m&w + mf ( Ûvf wc+ 2vf Ûwc+ Ûwvc+ v
2
fwd) - mf (1 - 2M) ÛucÛw + ÛPÛw / c2F -
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      [ P (1- 2M) wc]c- gmf (1- 2M) ( wdw + wc2) - EI ( uddwc+ 6uÊwd+

      9udwÊ + 4ucwdd) + EIwdd- EAp ( udwc+ ucwd) - mg = 0, (2)

  1

c
2
F
ÛP + mf [ (1 - 2M) ( Ûu + vf ) ud - ( Ûuc+ v

c
f ) ] -

      mf (1- 2M) ( Ûuc+ ucÛuc+ wcÛwc) = 0, (3)

  Pc+ mf ( &u + Ûv f ) + mf &wwc+ gmf wc+ 1
2
DfQf | vf | vf = 0, (4)

式中, u 为管道轴向位移; w 为横向位移; m 为单位管长流体质量+ 管道质量; mf 为单位管长

流体质量; vf 为管内流速; P 为流体压力; M为管材 Poisson比; K 为流体体积模量; Qf 为流体质

量密度; f 为流体粘性摩擦系数; D 为管道内直径; E 为管材弹性模量; I 为管道截面惯性矩; g

为重力加速度; Ap 为管道截面积; cF为水击压力波运动的Korteweg波速# 上述方程除哥氏力

项外,仅保留二次非线性项,并含有文献[ 19] 和文献[ 20] 所具有的主要项# 引入无量纲数:

  �u = u
L
, �w =

w
L
, �D =

D
L
, N=

z
L
, �D=

D
L
,

  �vf = mL
2

EI
vf , �cF =

mL
2

EI
cF, S =

EI
mL

4 t , �P =
L

2

EI
P ,

  �g =
mL

3

EI
, �X=

mL
4

EI
X, B=

mf

m
# 

式中, X为固有角频率; L 为管长; t 为时间# 注意所研究的管道通常为薄壁管, 即壁厚 D n

D,可近似取 EAp = 64DEI / D
3# 方程(1) ~ (4) 的无量纲形式为:

轴向运动:

  &u + BÛvf + B[ Ûv fuc+ 2vfÛuc+ v
2
fud+ &uuc] + ÛP ( vf + Ûu ) /�c2F -

      [ (1- 2M) P (1+ uc) ]c- �gB(1 - 2M) udw - �gB(1 - 2M) (1+ uc) wc-

      ( 7wdw Ê + wcwdd) - 64�D
�D 3 ( ud + 3ucud+ wcwd) = 0# (5)

横向运动:

  &w + B(Ûvfwc+ 2Ûwcvf + Ûwvc
f + v

2
fwd) - B(1 - 2M) ÛucÛw + ÛPÛw /�c2F -

      ( 1- 2M) ( Pwc)c- �gB(1- 2M) ( wwd+ wc2) + wdd- ( uddwc+ 6uÊwd+

      9udwÊ + 4ucwdd) - 64�D
�D3 ( udwc+ ucwd) - �g = 0# (6)

连续方程:

  ÛP - B�c2F[ (1 - 2M) ( Ûu + vf ) ud- ( Ûuc+ v
c
f ) ] -

      B�c2F(1 - 2M) ( Ûuc+ ucÛuc+ wcÛwc) = 0# (7)

动量方程:

  Pc+ B( &u + Ûv f ) + B&wwc+ �gBwc+ 2Bf
P�D
v
2
f = 0# (8)

对式( 8)在区间 [ 0, N] 积分,得:

  P = - BQ
N

0
( &u + Ûvf ) + &wwc+ 2f

P�D
v
2
f dN- B�gw + P0+ B�gw0, (9)

式中, P0和 w 0分别为管道进口处的压力和横向位移# 将式(7) 和式( 9) 分别代入式(5) 和式

(6) ,并略去速度迁移项后得管道非线性运动方程为:

  [ 1 + LB] &u + LBÛvf + B[ Ûv fuc+ 2vfÛuc+ v
2
fud+ &uuc] + LB( vf + Ûu ) ( Ûuud+ vfud+
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      Ûuc+ ucÛuc+ wcÛwc) + LB&wwc+ LBAv2f - �gLB( udw + ucwc) -

      ( 7wdw Ê + wcwdd) - �D( ud+ 3ucud+ wcwd) = 0, (10)

  &w + B[Ûvfwc+ 2Ûwcvf + v
2
fwd- ÛwÛuc] + LB( vf + Ûu) Ûwud+ LBÛw [ Ûucuc+ Ûwcwc] -

      LP 0wd - LB�gw0wd+ LBwc[ &u + Ûvf + &wwc+ Av2f ] -

      ( uddwc+ 6uÊwd + 9udwÊ + 4ucwdd) + wdd - �D( udwc+ ucwd) -

      �g + LBwdQ
N

0
[ ( &u + Ûvf ) + &wwc+ Av2f ] dN= 0, (11)

式中, L= (1- 2M) , A= 2f / D, �D= 64D/ D3# 设系统由于流动突然受扰诱发出的非定常流的

流速可表示为:

  vf = v 0+ v, (12)

式中, v0表示未受扰运动的稳态流速; v 为由于扰动引起的脉动流速# 将式(12) 代入式(10)

和式(11) ,并设管道进口端为全约束,即取 w 0 = 0,整理得:

  [ 1 + LB] &u + B(2+ L) v0Ûuc+ B(1+ L) v20ud- �Dud+ B(1 + L) Ûv +

      B[Ûvuc+ 2vÛuc+ (2v 0v + v
2
) ud + &uuc] + LB&wwc+ LBv0( Ûuud+ vud +

      ucÛuc+ wcÛwc) + LB( v + Ûu) [ Ûuud + ( v0+ v) ud+ Ûuc+ ucÛuc+ wcÛwc] +

      ALB( v20+ 2v0v + v
2
) - �gLB( udw + ucwc) - (7wdwÊ + wcwdd) -

      �D(3ucud + wcwd) = 0, (13)

  &w + 2Bv0 Ûwc+ LBAv20wc+ ( Bv 2
0- LP0+ LP0+ LBAv20N) wd+ wdd +

      LBv0Ûwud+ B[ Ûvwc+ 2Ûwcv + (2v0v + v
2
) wd- ÛwÛuc] +

      LB( v + Ûu ) Ûwud + LBÛw ( Ûucuc+ Ûwcwc) + LBwc[ &u + Ûv + &wwc+

      A(2v0v + v
2
) ] - ( uddwc+ 6uÊwd+ 9udwÊ + 4ucwdd) - �D( udwc+ ucwd) +

      LBwdQ
N

0
[ ( &u + Ûv ) + &wwc+ A(2v0 v + v

2
) ] dN- �g = 0# (14)

3  运动稳定分析

引入小参数 E> 0将变量在扰动方程零解对应的平衡位置,即原点 u = 0、w = 0及 v = 0

的邻域内展开,即在上述方程中将 u、w及v 分别换成Eu、Ew 及Ev (仍用原变量表示) ,可得零解

系统方程为:

  [ 1 + LB] &u + B(2+ L) v0Ûuc+ B(1+ L) v20ud- �Dud =

      - B(1+ L)Ûv - 2ALBv0v - EB( Ûvuc+ 2vÛuc+ 2v 0vud+ &uuc) -

      ELB( vÛuc+ &wwc) - ELBv0(2Ûuud + 2vud+ ucÛuc+ wcÛwc) + EALBv2+

      E�gLB( udw + ucwc) + E(7wdwÊ + wcwdd) + E�D(3ucud+ wcwd) + O( E2) , (15)

  &w + 2Bv0 Ûwc+ LBAv
2
0wc+ ( Bv

2
0- LP0+ LBAv

2
0N) wd+ wdd =

      - EB[ Ûvwc+ 2Ûwcv + 2v 0vwd- ÛwÛuc] - ELBv 0Ûwud- ELBwc( &u + Ûv + 2Av0v ) +

      E( uddwc+ 6uÊwd+ 9udwÊ + 4ucwdd) + E�D( udwc+ ucwd) -

      ELBwdQ
N

0
[ ( &u + Ûv ) + 2Av0 v] dN+ O( E

2
)# (16)

相应的线性化系统为:

  [ 1 + LB] &u + B(2+ L) v0Ûuc+ B(1+ L) v20ud- �Dud = 0, (17)

  &w + 2Bv0 Ûwc+ LBAv20wc+ ( Bv 2
0- BP 0+ LBAv20N) wd+ wdd = 0, (18)
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  (1 + L)Ûv + 2ALv0v = 0# (19)

从方程( 19)很容易得到脉动流速为:

  v = v0$exp -
2ALv0
1+ L

S # (20)

式中, v0$为 S= 0时诱发的扰动流速,即管道中流速的突变量# 利用式(17) 和式(18) 表示的

线性化系统,可分别研究系统轴向、横向运动的在不同条件及不同流动状态下的稳定性, 确定

系统的临界流速 v c# 很显然,在线性化系统中管道轴向和横向运动无耦合作用, 这就为分析

带来了方便# 

对于悬臂梁管道,当无量纲流速 v0为一小数值时(一般情况下是这样) ,利用文献[ 3] 的可

解性条件,可求得式(17) 表示的系统的一阶摄动特征值为:

  Kn = K0, n - [ v0B(2 + L) G20, n(1) ] 4Q
1

0
G
2
0, n( N)dN , (21)

式中, K0, n = iXn 为管道中流体不流动时管道轴向振动的特征值, Xn = (2n - 1)Pcp / 2为轴向

振动无量纲角频率, i为虚数单位; G0, n( N) = sin[ (2n - 1)PN/ 2] 为相应于 Xn的轴向振动模态

函数# 为分析轴向运动的稳定性,引入状态变量:

  u2 = u, u1 = Ûu2 +
B(2+ L)
1+ LB

v0uc# (22)

可得系统状态方程为:

  
Ûu1+

( B+ L) v20- �D
1 + L

u
d
2 = 0,

Ûu2+
2B+ L
1+ Lv0u

c
2 - u1 = 0# 

(23)

则在状态空间中相应的模态函数满足如下方程:

  G
d
u2( N) +

B(2+ L) v0Ku
B(1 + L) v

2
0- �D

G
c
u2( N) +

(1+ LB) K2u
B(1 + L) v

2
0- �D

Gu2( N) = 0, (24a)

  Gu1( N) =
B(2+ L) v0Ku

1+ LB
Gcu2( N) - K2uGu2( N)# ( 24b)

对于水库_管道_阀门系统( RPV) , 其第 n 阶模态对应的解为:

  Gu2n( N) =
�EP w

�Xun exp[- �c�Xun] ( cos�Xun - �csin�Xun )
sin�XunN, (25a)

  Gu1n( N) =
Kun�EPw

exp[- �c�Xun] ( cos�Xun- �csin�Xun )
B(2 + L) v0
1+ LB

cos�XunN-
Kun
�Xun

sin�XunN # 

( 25b)

其中:

  �Xn = Kn
(1+ LB)

(1 + L) Bv
2
0- �D

,  �c = 1
2

B(2+ L) v0

[ B( 1+ L) v20- �D] (1+ LB)
,

  Pw = B�cFv 0$ exp -
2ALv0
1+ L

S

式中, �E为水击压力对管道轴向约束力的作用系数# 对于横向运动,同理可以得到其状态方

程为:

  
Ûw 1 = - LAv20w

c
2- ( Bv20- �LP0+ LAv20N) w

d
2- w

dd
2 ,

Ûw 2 = - 2Bv0w
c
2+ w1# 

(26a, b)
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相应的模态函数方程为:

  Gdd
w2( N) + ( Bv20- LP0 + LBAv20N) G

d
w2( N) +

      ( 2Bv 0Kw + LBAv20) G
c
w2( N) + K2wGw2( N) = 0, (27a)

  Gw1( N) = KwGw2( N) + 2Bv0G
c
w2( N) , ( 27b)

边界条件为:

  Gw2(0) = Gcw2(0) = Gdw2(1) = GÊw2(1) = 0, (28)

特征值为

  Kwn = Kw0, n - [ v0BG
2
w0, n (1) ] 4Q

1

0
G2w0, n( N)dN , (29)

式中, Kw0, n = i Xwn 为管道中流体不流动时的横向振动特征值,而 Xwn 为超越方程

  1+ cos Xwn cosh Xwn = 0

的根# 方程( 27a)的特征方程为:

  b
4
- LP 0b

2
+ K2w = - ( Bv20+ LABv 2

0N) b
2
- (2Bv 0Kw + LABv20) b# (30)

考虑到无量纲流速 v 0为小参数,按一阶摄动, b = b0+ v0 b
(1)
,展开可得:

  b
4
0- LP 0b

2
0 + K

2
w0 = 0,  b

(1)
=

Kw0Kw1+ BKw0 b0
LP 0b0 - 2b

2
0

# (31a, b)

由方程( 31a)可确定出 b0 的 4个根, 同时注意到 Kw0 = i�Xw0为:

  b01 =
1

2
L2P2

0 + 4X2w0+ LP 0,  b02 = i
1

2
L2P2

0+ 4X2w0 - LP0,

  b03 = -
1

2
L2P2

0+ 4X2w0+ LP0 ,  b04 = - i
1

2
L2P2

0+ 4X2w0- LP0# 

则利用边界条件( 28) , 可得对应于形状指数 bi = b0i + v0 b
(1)
i ( i = 1, 2, 3, 4) 的横向运动模态函

数为:

  Gw( N) = C1exp[ b 1N] + C2exp[ b2N] + C3exp[ b3N] + C4exp[ b4N] , (32)

其中:

  C1 = 1, C2 = -
b3- b1

b2- b3
-

b4- b2

b2- b3
C4, C3 =

b1- b2

b2- b3
+

b4- b2

b2- b3
C4,

  C4 = -
( b2- b3) b

2
1exp[ b 1] + ( b3- b1) b

2
2exp[ b 2] + ( b1- b2) b

2
3exp[ b 3]

( b4- b2) b
2
3exp[ b 3] - ( b4- b2) b

2
2exp[ b 2] + ( b2- b3) b

2
4exp[ b 4]

# 

利用模态函数式( 25a)或式( 32)则可分别考察轴向或横向运动所对应的各阶模态运动的

稳定性,并求出相应的临界流速# 

4  分 析算 例

为了具体说明上述方法的应用以及在多种耦合条件下输流管道的稳定特性,以一端固定,

另一端自由的 RPV 悬臂梁管道为例,分析其稳定状态及奇点的属性, 管道特性如表 1# 1~ 4

阶模态函数随流速变化的运动曲线及相应相轨迹如图 1~ 图4所示# 
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   表 1  RPV管道系统特性参数

管   道 水

管  长 L = 110 m 体弹模量 K = 211 GPa

内  径 R = 01026 m 质量密度 Qf = 1 000 kg/m3

壁  厚 D= 01003 m 动力粘性系数 Ld = 01001 Pas

弹性模量 E = 210 GPa 静水头 H 0 = 10 m

质量密度 Qp = 7 900 kg/m3

泊松比 M= 013

阻尼比 F= 01002

情况 1  第一阶模态运动

图 1(a)  模态函数实部随无量纲流速变化曲线         图 1( b)  运动相轨迹

情况 2  第二阶模态运动

图 2(a)  模态函数随无量纲流速变化曲线           图 2( b)  运动相轨迹
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图 2(c)  运动相轨迹,向不稳定状态过渡          图 2(d)  运动相轨迹

  情况 3  第三阶模态运动

图 3(a)  模态函数随无量纲流速变化曲线         图 3( b)  运动相轨迹

情况 4  第四阶模态运动

图 4( a)  模态函数随无量纲流速变化曲线          图 4( b)  运动相轨迹
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5  结   论

输流管道在多种耦合条件下的稳定特性十分复杂,除边界条件及初始条件外, 流动状态、

压力波动特性等也是影响系统稳定性的重要因素# 系统各阶模态运动具有不同的奇点类型,

稳定特性不同# 算例中的悬臂梁管在考察的流速范围内,第一阶模态运动无奇点;第三阶以上

模态运动具有相同的稳定特性(但临界流速不同) ,奇点为焦点; 第二阶模态运动具有较复杂的

运动特性,随流速增加相继出现稳定和不稳定的极限环# 
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Analysis of Nonlinear Dynamic Stability of

Liquid_Conveying Pipes

ZHANG Li_xiang1,  HUANG Wen_hu2

( 11Depar tm ent of Engineer in g Mechanics , Kunm ing Univ er sity of

Scien ce an d Technology , Kunm in g 650051, P R China ;

21School of Aeronautics , Harbin In stitut e of Technology , Harbin 150001, P R Chin a )

Abstract: Nonlinearly dynamic stability of flexible liquid_conveying pipe in fluid structure interaction

was analyzed by using modal disassembling technique. The effect of Poisson, Junction and Friction

couplings in the wave_flowing_vibration system on the pipe dynamic stability were included in the ana-

lytical model constituted by 4 nonlinear differential equations. An analyzing example of cantilevered

pipe was done to illustrate the dynamic stability characteristics of the pipe in the full coupling mecha-

nisms, and the phase curves related to the first four modal motions were drawn. The results show

that the dynamic stable characteristics of the pipe are very complicated in the complete coupling

mechanisms, and the kinds of the singularity points corresponding to the various modal motions are

different.

Key words: piping flow; fluid structure interaction; nonlinear vibration; bifurcation
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