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摘要 :  根据模糊数的区间形式表达和区间运算的性质, 给出了模糊数和模糊变量的运算规则# 

据此并依据区间有限元理论,提出了结构模糊有限元静力控制方程的几种求解方法# 方法可根据

输入模糊数的隶属函数,给出结构响应量的可能性分布# 且计算量小,易于实施# 算例分析说明

了方法是实用和可行的# 
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引   言

在机械和结构系统中,由于各种因素的影响, 常存在一些不可避免的不确定性# 如作用载

荷、物理和几何参数、边界条件和系统的失效条件等# 根据不确定性的来源、性质及描述方法

的不同,目前可有三种处理方法[ 1] : ¹概率论和随机过程; º 模糊集合和模糊逻辑; » 凸集模型

和区间分析(反优化方法)等# 自从 Zadeh于 1965年提出模糊集合论以来,模糊理论在信息处

理、人工智能、决策论、控制论、经济学和医学等领域都得到广泛应用,目前已成为机械和结构

工程中处理不确定性的重要工具# 结构的模糊有限元计算是人们关注的工程问题之一[ 2~ 5]# 

本文基于模糊变量的区间表达和区间运算,导出了模糊变量的运算规则# 据此并利用区间有

限元理论[ 6, 7] , 提出了结构模糊有限元静力控制方程的求解方法# 所提方法可根据输入模糊

数的隶属函数, 给出结构响应量的可能性分布,且易于实施# 

1  模糊数及其运算

根据 Zadeh的模糊集合理论,论域 U上的一个模糊子集�A 是指,对 Px I U,由映射

  LA ( x ) : U y [ 0, 1]

     x y LA ( x ) (1)

所确定的集合# LA ( x ) 表达了元素 x 隶属于�A 的程度,称为模糊集合�A 的隶属函数# 一个模

糊集合可完全由其隶属函数来表征# 它和普遍集合间的关系可由截集的概念及分解定理和
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扩展原理[ 8] 等描述# 模糊集合 �A 的 A水平截集可由下式定义

  AA = x | LA ( x ) \ A, x I U ,  A I [ 0, 1] (2)

若存在 x 0 I R, 使 LA ( x 0) = 1,且对 PA I [ 0, 1] , AA为闭区间,则 �A 称为模糊数
[ 7]# 

设模糊数 �A 的隶属函数定义为

  LA ( x ) =

F
l
A ( x )   ( a1 [ x [ am) ,

1    ( am [ x [ an) ,

F
r
A ( x )   ( an [ x [ a2) ,

(3)

且不妨设 LA ( x ) 的左分枝 F
l
A ( x ) 为 x 的单调递增函数,其右分枝 F

r
A ( x ) 为 x 的单调递减函

数# 则 �A 的A水平截集AA为一具有明确边界的闭区间# 其上、下界分别为

  
a
l
( A) = min a | a I AA

a
u
( A) = max a | a I AA

 A I [ 0, 1]# (4)

若已知一模糊数 �A 的任意A水平截集[ al ( A) , au ( A) ] ,则此模糊数可表为

  A ( A) = [ a
l
( A) , au( A) ] , A I [ 0, 1] , (5)

其端点应满足( 3)式# 

当模糊数表为区间形式时,模糊运算可由每一 A水平截集的区间运算导出# 设�A 和�B 为

两个任意模糊数,将其表为

  
�A = [ a

l
( A) , au( A) ] , A I [ 0, 1] ,

�B = [ b
l
( A) , bu( A) ] , A I [ 0, 1] # 

(6)

若/ * 0表示实数间的/ + 、- 、@、/ 0运算符之一# F( R) 表示实数域上的全体模糊集合# 

对 P�A , �B I F (R) , 将其表为

  �A * �B = a* b | a I �A , b I �BB =

a* b | a I [ a
l
( A) , au ( A) ] , b I [ b

l
( A) , bu ( A) ] , A I [ 0, 1] , (7)

则下列运算规则成立

  �A + �B = [ ( a
l
( A) + b

l
( A) ) , ( A

u
( A) + b

u
( A) ) ] , A I [ 0, 1] , (8a)

  �A - �B = [ ( a
l
( A) - b

u
( A) ) , ( Au ( A) - b

l
( A) ) ] , A I [ 0, 1] , (8b)

  �A @ �B = [min( a l ( A) bl ( A) , al ( A) bu( A) , au( A) bl ( A) , au( A) bu( A) ) ,

max( al ( A) bl ( A) , a l ( A) bu ( A) , au ( A) bl ( A) , au ( A) bu ( A) ) ] , A I [ 0, 1] ,

(8c)

  �A /�B = [ a
l
( A) , au( A) ] @ 1

b
u
( A)

,
1

b
l
( A)

, A I [ 0, 1] , 0 I/ �B# (8d)

若 f (#) 为定义在 R上的实值连续函数,则对其定义域内的任意模糊数, 由扩展原理,有

  f (�A ) = f ( a) | a I �A # (9)

从而,当 ai I �A i , ( i = 1, ,, n ) 时,有

  f ( a1, a2, ,, an) I f (�A 1, �A 2, ,, �A n)# (10)

2  模糊变量的运算规则

设 F 为论域 U上的一个模糊数, x 为在论域 U上取值的变量,则命题/ x 是F0所定义的变

量 x ,也即取值受到模糊限制的变量,称为模糊变量# 其可能性分布函数 Px 在数值上等于F

的隶属函数# 即
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  Px = LF# (11)

由于任意模糊数均可表为( 5)式的形式,因而,由模糊数所限定的任意模糊变量�p I P ( A)

= [ p
l
( A) , p u( A) ] , A I [ 0, 1] 均可表为如下形式

  �p = p ( A, D) = p
c
( A) + p

r
( A) D# (12)

其中

  p
c
( A) =

p
u
( A) + p

l
( A)

2
,  pr ( A) = p

u
( A) - p

l
( A)

2
# (13)

且这里, A I [ 0, 1] , D I [- 1, 1] 分别为单位区间变量和标准化区间变量# 任意模糊变量可

表为此双区间变量的函数# 对确定的 A= A*
, �p 退化为区间变量# 因而,区间变量的运算性

质[ 6, 7] 可直接推广用于模糊变量 p ( A, D) 的运算# 有

性质 1  设 �x i I F (R) , a i I R( i = 1, 2, ,, n)# 且 �x i ( i = 1, 2, ,, n ) 互不相关# 令

  �y = E
n

i= 1
ai�x i , (14)

则有

  �y = y ( A, D) = y
c
( A) + y

r
( A) D, (15)

其中

  

y
c
( A) = E

n

i = 1
aix

c
i ( A) ,

y
r
( A) = E

n

i= 1
| ai | x

r
i ( A)# 

(16)

性质 2  设 �x i I F (R
+
) (或 �x i I F (R

-
) ) 为任意无关的非负(或非正) 模糊变量# 令

  �y n = F
n

i= 1
�x i , (17)

则有

  �y n = y
c
n( A) + y

r
n( A) D, (18)

其中, ycn ( A)、y
r
n( A) 满足如下递推关系

  
y
c
i ( A) = y

c
i- 1( A) x

c
i ( A) ? y

r
i- 1( A) x

r
i ( A)

y
r
i ( A) = | y

c
i- 1( A) | # x ri ( A) + y

r
i- 1( A) #| x ci ( A) |  ( i = 1, 2, ,, n) ,

(19)

这里 , y
c
1( A) = x

c
1( A) , y

r
1( A) = x

r
1( A)# 且当 y

c
i- 1( A) x

c
i ( A) \ 0时, / ? 0中取/ + 0号# 否则,

取/ - 0号# 

性质 3  设 �x 1 I F (R
+
) 或�x 1 I F( R

-
) 为任意非负或非正模糊变量# �x 2 I F (R) 为任

意模糊变量# 令

  �y = �x 1�x 2, (20)

则

  �y = y ( A, D) = y
c
( A) + y

r
( A) D, (21)

其中

  
y
c
( A) = x

c
1( A) x

c
2( A) ? x

r
1( A) # min( | x c2( A) | , x

r
2( A) ) ,

y
r
( A) = | x

c
1( A) |# xr2( A) + x

r
1( A) # max( | x

c
2( A) | , x

r
2( A) ) ,

(22)

且当 x
c
1( A) x

c
2( A) \ 0时, / ? 0 中取/ + 0 号# 否则,取/- 0号# 
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3  模糊有限元静力控制方程的求解

当结构系统的不确定参量 �p 为模糊变量时,结构的模糊有限元静力控制方程可表为

  K(�p ) u = F(�p ) , (23)

其中, K为结构的总体刚度矩阵, F 为外载荷列向量, u为位移列向量# �p = p( A, D) 为模糊

参数向量# 根据(12) 式, (23) 式可写为

  K( A, D) u = F( A, D) , (24)

这里, A, D分别为单位区间变量和标准化区间变量向量# 对确定的截集水平 A*
,上式为一区

间方程组# 可用区间有限元的求解方法解之# 这里,给出几种可能的解法# 

311  一种准确解法

当模糊参数仅影响载荷时,结构的模糊有限元静力控制方程可写为

  Ku = F(�p ) , (25)

令

  H = K
- 1
, (26)

可得

  u = HF(�p ) , (27)

其中,刚度矩阵 K的逆矩阵H 为确定性的# 由性质1可得

  
u
c
( A) = HK

c
( A) ,

u
r
( A) = | H |# F

r
( A) ,

(28)

其中, F
c
( A) , Fr ( A) 和 F(�p ) 满足(12) 式所有关系# | H | = ( | H ij | ) 表示矩阵 H的所有元

素取其绝对值# 从而可得模糊位移

  �u I [ u
l
( A) , uu( A) ] , A I [ 0, 1] , (29)

其中

  
u
l
( A) = u

c
( A) - u

r
( A) ,

u
u
( A) = u

c
( A) + u

r
( A) ,

(30)

当 �p 中元素不相关时,这里所得 u
l
( A) , u

u
( A) 是准确的# 

312  迭代法
将( 24)式写为如下形式

  [ K
c
( A) + K

r
( A) D]�u = F

c
( A) + F

r
( A) D, (31)

对确定的截集水平 A
*
,令

  G( A*
) = [ K

c
( A*

) ]
- 1
, (32)

( 31)式两边同时左乘以 G( A*
) ,有

  ( I + G( A*
)K

r
( A*

) D)�u = G( A*
) F

r
( A*

) + G( A*
) F

r
( A*

) D, (33)

其中, I 为单位矩阵# 从而,由模糊变量的运算性质,可建立如下迭代算式

  

u
c
(k+ 1)( A

*
) = G( A*

) F
c
( A*

) ? | G( A*
) |# K

r
( A*

) #

      min | u
c
( k ) ( A

*
) | , u

r
( k ) ( A

*
) ,

u
r
(k+ 1)( A

*
) = | G( A

*
) | F

r
( A

*
) + | G( A

*
) | # K

r
( A

*
) #

      max | u
c
( k ) ( A

*
) | , u

r
( k ) ( A

*
) ,

(34)

其中, | G( A
*
) | = ( | G ij ( A

*
) | ) 表示对确定的 A

*
, G的所有元素取其绝对值# 其它类同# 

939郭  书  祥    吕  震  宙    冯  立  富



当 u
c
i ( k ) \0时,算式中的/ ? 0号取/ + 0号# 否则, 取/ - 0号# 角标( k ) 表示第 k次迭代# 迭

代过程的初值取为

  

u
c
0( A

*
) = G( A*

) F
c
( A*

) / (1- | + | G( A*
) | # K

r
( A) +) ,

u
r
0( A

*
) = max | G( A

*
) |# F

r
( A

*
) / (1- | + | G( A

*
) | # K

r
( A

*
) +) ,

     | G( A*
) | # F

r
( A*

) + | G( A*
) |# K

r
( A*

) #| u
c
0( A

*
) | ,

(35)

其中, + # +表示矩阵范数# 从而可得

  
u
l
( A) = u

c
( A) - u

r
( A) ,

u
u
( A) = u

c
( A) + u

r
( A)# 

(36)

( 34)式迭代过程收敛的充分条件为

  + | G( A) |# K
r
( A) + < 1# (37)

通常, ( 34)式可给出偏于保守的结果# 当( 37)式不满足, 或当模糊变量的不确定范围较大

时,可用如下组合迭代法进行改进# 

313  组合迭代法
考虑到有限元方法的力学背景,控制方程( 23)式的解 �u的可能性分布函数的左、右分枝可

由下式给出

  
u
l
( A) = min u( A) | K(�p ) �u = F(�p ) , �p I p( A, D)

u
u
( A) = max u( A) | K(�p) �u = F( �p ) , �p I p ( A, D)

 A I [ 0, 1] # (38)

在线性FEM中,很多情况下,结点位移为结构基本参数的单调函数# 假设在 �p 的m 个参

数中可选 k个元素�p j+ 1, ,, �p j+ k ,结构结点位移的绝对值和它们有确定的增减函数关系# 对确

定的 A*
,考虑此 k 个参数上、下边界的组合, (24) 式可写为

  K( p 1( A
*
, D) , ,, pj ( A*

, D) , pu( l )j+ 1 ( A
*
) , ,, p u( l )j+ k ( A

*
) ,

      pj+ k+ 1( A
*
, D) , ,, pm( A*

, D) ) u( A*
, D) = F( A*

, D) , (39)

其中,角标 u( l ) 表示上(下) 界# 由于(39) 式中的 p
u( l)
j+ 1 ( A

*
) , ,, pu( l )j+ k ( A

*
) 为确定性量,迭代

矩阵的范数 + | G ( A) |#Kr ( A) +将随 k 的增大而减小# 从而,不仅可使(37) 式成立,且可提

高求解精度# 即这里是通过某些模糊变量可能性分布函数的左右分枝的组合改进迭代法的

求解# 通常, 组合迭代法的计算工作量随 k 的增大而增大, 但其解随 k 的增大而趋于真解# 

图 1 15杆桁架结构
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图 2  模糊变量的隶属函数

   Ñ1 仅考虑载荷 p 的不确定性;

   Ò1 同时考虑载荷 q 及截面积A 4、A 11 的模糊性

图 3  结构的模糊位移

4  算 例分 析

图 1所示为一15杆桁架结构# 材料的弹性模量为: E = 619 @ 107 kN/m2# 杆件尺寸如图

1所示# 作用载荷4、11号杆的横截面积为模糊变量# 其隶属函数如图2( a) , ( b) 所示# 其余

杆件的横截面积为 114 @ 10- 3m2# 用文中迭代法求得的结点 2、4的纵向位移的可能性分布如

图3( a)、( b) 所示# 

5  结 束语

在实际工程中, 由于问题的复杂性, 可得到的数据信息常存在一定的模糊性# 将传统的

FEM和模糊理论相结合,是计算模糊结构响应的有效途径# 其关键在于模糊 FEM 控制方程的

求解# 本文用模糊变量表达结构参量的不确定性,基于区间运算和区间有限元理论,给出了模

糊数和模糊变量的运算规则, 提出了模糊有限元线性静力控制方程的求解方法# 利用文中方

法可根据输入模糊数的隶属函数, 给出结构响应量的可能性分布# 从而为进一步的结构模糊

可靠性评估奠定了基础# 算例分析表明文中方法计算量小,易于实施# 是实用和有效的# 
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Fuzzy Arithmetric and Solving of the Static

Governing Equations of Fuzzy Finite

Element Method
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Abstract: The key component of finite element analysis of structures with fuzzy parameters, which is

associated with handling of some fuzzy information and arithmetic relation of fuzzy variables, was the

solving of the governing equations of fuzzy finite element method. Based on a given interval represen-

tation of fuzzy numbers, some arithmetic rules of fuzzy numbers and fuzzy variables were developed in

terms of the properties of interval arithmetic. According to the rules and by the theory of interval f-i

nite element method, procedures for solving the static governing equations of fuzzy finite element

method of structures were presented. By the proposed procedure, the possibility distributions of re-

sponses of fuzzy structures can be generated in terms of the membership functions of the input fuzzy

numbers. It is shown by a numerical example that the computational burden of the presented proce-

dures in low and easy to implement. The effectiveness and usefulness of the presented procedures are

also illustrated.

Key words: fuzzy variable; fuzzy arithmetic; fuzzy finite elemnt method; interval finite element

method

942 模糊运算和模糊有限元静力控制方程的求解


