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正交各向异性板的非对称大变形问题
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摘要:  从各向异性板的基本理论出发, 推导出正交各向异性圆板的非对称大变形基本方程, 利用

Fourier 级数把问题的偏微分方程转化为一组可积分求解的非线性常微分方程, 并给出利用迭代法

求解该问题的基本方法# 
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引   言

正交各向异性复合材料由于其独特的优异性能,作为航空、航天工程中的结构材料正得到

重视和应用# 正交各向异性板的理论是进一步研究复合板材料、层合板、加筋板、多层板壳的

基础# 有关这方面的研究不少学者已涉及到[ 1~ 5] ,但对于正交各向异性圆薄板的非对称大变

形问题尚未查到有人问津# 本文是我们对各向同性板壳非对称大变形问题[ 6~ 8]
的延拓, 这对

正交各向异性复合材料结构性能的研究和广泛应用具有重要意义# 

1  正交各向异性板的基本方程

考虑一半径为 a,厚度为 h的正交各向异性圆薄板,受外载荷 q的作用# 则考虑大变形情

况时,我们有

111  中面变形几何方程
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112  物理方程
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  M r = D r( Vr + LHVH) , (10)

  MH = DH( VH+ Lr Vr ) , (11)

  M rH = 2D kVrH, (12)

其中 , u, v 分别表示圆板径向和环向上的位移, w 表示圆板的挠度, Lr , LH分别表示径向和环

向上的波松比, Er, EH分别表示径向和环向上的弹性模量, D r, DH分别表示径向和环向上的抗

弯刚度, G 为剪切弹性模量# 且有 D r =
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E

2(1+ L)
, D rH = DrLH+ 2D k# 对于正交各向异性板有 ErLH= EHLr# 

113  平衡方程
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把( 1) ~ ( 12)代入( 13) ~ ( 15) ,可得本问题的基本方程# 

115  基本方程
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115  边界条件
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1) 周边固支情况
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116  无量纲基本方程
为了求解方便, 引入下列无量纲量
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(1- E1- LH) (1+ L)
1- LrLH

Er ,可得圆板大挠度的无量纲基本方程为
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无量纲边界条件
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2  问题的求解

我们利用 Fourier级数求解此非线性方程组,设
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将( 28) ~ ( 31)代入无量纲基本方程及边界条件,利用 eiky 的正交性质和复函数的性质, 可将非

线性偏微分方程组化为如下非线性常微分方程组
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C12

x
3 W

c
ik-

C12

x
2 W

d
ik +

12
x
3 E
+ ]

n= - ]
[ C9( k - n)

2
- C10( k - n ) n] ( UrnWi, k- n +

    UinWr , k- n ) + 12

x
2 E
+ ]

n= - ]
[- C9+ C10( k - n) n ] ( UrnW

c
i, k- n+ UinW

c
r , k- n) +

12LrC9

x
2 @

    E
+ ]

n= - ]
[ ( k - n)

2
( U

c
rnWi , k- n + U

c
inWr , k- n) ] -

12LrC 9

x E
+ ]

n= - ]
( UrnW

d
i, k- n + UinW

d
r , k- n) -

    
12LrC9

x E
+ ]

n= - ]
( U

c
rnW

c
i , k- n+ U

c
inW

c
r , k- n) + 12 E

+ ]

n= - ]
( U

c
rnW

d
i , k- n + U

c
inW

d
r , k- n ) +

12

x
3 @

    E
+ ]

n= - ]

[ C9( k - n )
2
n - C10( k - n) ] ( VrnWri , k- n - VinWi , k- n) +

12

x
2 E
+ ]

n = - ]

[- C9n +

    C10( k - n) ] ( VrnW
c
r , k- n- VinW

c
i , k- n) +

12C10

x
2 E

+ ]

n = - ]
[ ( k - n) ( V

c
rnWr , k- n- V

c
inWi, k- n ) ] -

    
12LrC9

x E
+ ]

n= - ]
[ n( VrnW

d
r , k- n - VinW

d
i, k- n) ] -

12C10

x E
+ ]

n = - ]
[ ( k - n) ( V

c
rnW

c
r , k- n -

    V c
inW

c
i, k- n) ] -

6C9

x
4 E

+ ]

n = - ]
E
+ ]

m= - ]
[ ( k - m - n) mn

2
( WrnWrmWi, k- m- n + WrnWimWr , k- m- n +

    WinWrmWr , k- m- n- WinWimWi , k- m- n ) ] -
6C13

x
3 E

+ ]

n= - ]
E
+ ]

m= - ]
[ mn( WrnWrmW

c
i, k- m- n +

    WrnWimWc
r , k- m- n+ WinWrmW

c
r , k- m- n - WinWimW

c
i, k- m- n) ] +

6

x
2 E

+ ]

n= - ]
E
+ ]

m= - ]
[ ( 2C10mm +
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    LrC 9n
2
) ( WrnW

c
rmW

c
i , k- m- n + WrnW

c
imW

c
r , k- m- n+ WinW

c
rmW

c
r , k- m- n- WinW

c
imW

c
i , k- m- n) ] +

    
6LrC9

x
2 E

+ ]

n= - ]
E
+ ]

m= - ]
[ mn( WrnWrmW

d
i, k- m- n + WrnWimW

d
r . k- m- n + WinWrmW

d
r , k- m- n -

    WinWimWd
i, k- m- n) ] -

6LrC9

x E
+ ]

n= - ]
E
+ ]

m= - ]
( W

c
rnW

c
rmW

c
i , k- m- n + W

c
rnW

c
imW

c
r , k- m- n+

    W c
inW

c
rmW

c
r , k- m- n- W

c
inW

c
imW

c
i , k- m- n ) + 6 E

+ ]

n = - ]
E
+ ]

m= - ]
( W

c
rnW

c
rmW

d
i, k- m- n +

    W c
rnW

c
imW

d
r , k- m- n+ W

c
inW

c
rmW

d
r , k- m- n - W

c
inW

c
imW

d
i, k- m- n) + qik ,

并且

C1 = (1- Lr) k
2
+ LrE2 k

2
- 2E2- E1k

2
,  C2 = LrE2- Lr- E1- 2E2+ 3,

C3 = LrE2- Lr + E1- 1,  C4 = LrE2- Lr + E2- 1,

C5 = LrE2- Lr + E1+ 1,  C6 = LrE2- Lr + 1,

C7 = LrE2+ 2k2 - 2E2k
2
- E1,  C8 = LrE2- E1,

C9 = E2- 1,  C 10 = LrE2- Lr - E1+ 1,

C11 = E2 k
2
- 2E1- 2E2,  C12 = E2+ 2E1k

2
,

C13 = 2LrE2- 2Lr - E2- 2E1+ 3# 

对此非线性常微分方程组可采用迭代法求解,求解步骤如下:

1) 先将无量纲载荷 Q写成Fourier展式, 求得 qrk , qik( k = 0, ? 1, ? 2, ,) ,并令

  U
(0)
= V

( 0)
= W

(0)
= 0,

则

  U
(0)
rk = U

( 0)
ik = V

(0)
rk = V

(0)
ik = W

(0)
rk = W

( 0)
ik = 0;

2) 求得 F
(0)
1rk = F

(0)
1ik = F

( 0)
2rk = F

(0)
2ik = 0,  F( 0)3rk = qrk , F

( 0)
3ik = qik ,代入非线性常微分方程

组并考虑边界条件, 可求解得 U
(1)
rk , U

(1)
ik , V

(1)
rk , V

( 1)
ik , W

(1)
rk , W

(1)
ik ;

3) 求得本文问题的一次近似解析解,即小挠度解

U
(1)
= E

+ ]

k= - ]
[ U

(1)
rk + iU(1)ik ] e

iky
,

V
(1)
= E

+ ]

k= - ]
[ V

(1)
rk + iV

(1)
ik ] e

i ky
,

W
(1)
= E

+ ]

k= - ]
[ W

( 1)
rk + iW (1)

ik ] e
iky# 

4) 由 U
(1)
rk , U

(1)
ik , V

(1)
rk , V

( 1)
ik , W

(1)
rk , W

(1)
ik , qrk , qik( k = 0, ? 1, ? 2, ,) 求得 F

(1)
1rk , F

( 1)
1ik , F

( 1)
2rk ,

F
(1)
2ik , F

( 1)
3rk , F

(1)
3ik ,代入非线性常微分方程组,得本文问题的二次近似解析解;

5) 重复步骤4)可求得本问题更高次近似的解析解# 

3  讨   论

本文采用的修正迭代法是基于叶开沅、刘人怀两位教授早年提出的修正迭代法[ 9] ) ) ) 它

相当于以最大挠度为小参数的摄动法, 后又在多参数摄动法问题中提出的多参数修正迭代

法[ 10]# 它的程序简明、计算量小# 关于本文问题的挠度小参数只要选择板内挠度不为零的点

就可# 
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我们采用的求解方法推广到正交各向异性多层板壳非线性大变形问题中,求其解析解都

是可行的# 
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Unsymmetrical Large Deformation Problem of

Orthotropic Plates

WANG Xin_zhi1,  ZHAO Yong_gang1,  YEH Kai_yuan2,  HUANG Da_wen1

( 11Depar tm ent of Ba sic Science , Gansu Univer sity of Techn ology , Lan zhou 730050, P R Chin a ;

21 Physics College , Lan zhou Un iv er sity , Lan zhou 730050, P R China )

Abstract: Based upon the theory of anisotropic plates, the unsymmetrical large deformation equations

of orthotropic circular plates were derived. By using Fourier series, the partial differential equations

of this problem can be transformed into sets of non_linear differential equations. And the procedure to

solve the problem using the iterative method is given.

Key words: orthotropic; circular thin plates; unsymmetrical; large deformation; iterative method
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