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摘要:  运用 Liapunov 函数方法,对一类两自由度非线性振动系统周期运动及其稳定性进行了研

究,得到了存在唯一渐近稳定的周期解的充分条件# 
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引   言

在非线性振动系统中,周期运动具有头等的重要性,但周期解的存在性是一个很困难的问

题,好在实际物理系统中往往存在着某种形式的周期解,因此,通常都是在周期解存在的前提

下,对特殊模型进行近似计算分析和应用, 但计算工作量大、精度又不高# 如文献[ 1]提出的

Lindsted_Poincar�法、平均法、多尺度法等, 这些方法对分析单自由度系统弱非线性问题一般行

之有效,对多自由度系统问题,一般求助于数值方法,但这样处理存在一个缺陷:对非线性问题

误差较大# 因此,对非线性系统周期解的存在唯一性进行研究具有重要的意义# 

本文研究一类两自由度非线性振动系统的周期运动及其稳定性,这一模型是由两个互耦

的二阶非线性微分方程组表达,此模型的一般形式是:

  
&x + P ( t , x , Ûx , y , Ûy ) Ûx + Q( t , x , y ) x = f ( x , y ) cosXt ,

&y + 5 ( t , x , Ûx , y , Ûy ) Ûy + H ( t , x , y ) y = g( x , y ) cosXt ,
(1)

其中, P ( t , x , Ûx , y , Ûy ) Ûx , 5( t , x , Ûx , y , Ûy ) Ûy 是阻力; Q( t , x , y ) x , H ( t , x , y ) y 是势; f ( x ,

y ) cosXt , g ( x , y ) cosXt 是周期性强迫外力; X是角频率# 

方程组( 1)能够描述许多的物理现象, 在理论与应用方面都有很重要的地位# 例如, 系统

( 1)广泛存在于动力机械、弹性结构的动力屈曲、船舶在海洋中的航行、航空航天设备(火箭或

绳系卫星)、流固耦合系统等工程实际问题中[ 2] , 研究这类系统对于解决工程实际问题具有重

要的意义# 在通常情况下,都是针对特殊系统采用数值计算求近似周期解[ 1~ 6]# 本文利用 L-i

apunov函数方法,对系统( 1)周期解的存在唯一性及其稳定性进行了研究, 得到了存在唯一渐

近稳定的周期解的充分条件# 

1093

 应用数学和力学,第 23 卷 第 10 期( 2002 年 10月)

  Applied Mathematics and Mechanics
          应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  2001_02_27; 修订日期:  2002_04_01

基金项目:  云南省教育厅应用基础研究基金资助课题( 0012226)

作者简介:  刘俊( 1963) ) ,男, 昆明人,副教授, 硕士.



1  预 备知 识

在证明结果之前,有必要介绍一下定理证明过程中引用的结论# 为叙述方便,考虑微分方

程系统

  dx
dt

= F( t , x ) , (2)

其中: F( t , x ) I C
1
(R @ R

n
) y R

n
, F ( t + X, x ) = F ( t , x ) ( X > 0是周期)# 

引理 1[ 7]  如果存在一个Liapunov函数 V( t , x ) 在乘积空间

  8: I (0 [ t < + ] ) @ ER( +x + \ R, R > 0)

上连续可微 ( R 可以足够大) ,且满足:

( � ) a( +x +) [ V( t , x ) [ b( +x +) ,其中 a( r )、b( r ) 是连续的,且 lim
r y + ]

a( r ) = + ] ;

( � ) d V
dt (2)

= lim
h y0+

1
h

V( t + h, x + hF( t , x ) ) - V( t , x ) [

        - [ c - K1( t ) ] V ( t , x ) + K2( t ) V( t , x )# 

其中 c > 0是常数, Ki ( t ) \ 0 ( i = 1, 2) 是连续函数,且满足:

  lim
( t, v ) y ( ] , ] )

1
vQ

t+ v

t
K1( s )ds < c 和 sup

t \0Q
t+ 1

t
K2( s )ds < + ] # 

那么方程( 2)的解是一致最终有界的# 

引理 2[ 8]  如果系统( 2)的解是最终有界的,且界是 M ,则系统(2) 存在以 X为周期的周期

解,且 +x ( t ) + [ M , ( P t I [ t0, + ] ) , t 0 \ 0)# 

引理 3[ 9]  如果系统( 2)是非常稳定的, 且有一个有界解,则系统( 2)存在唯一的以 X为周

期的周期解,且(2) 的所有其它解当 t y ] 时都逼近于它# 

2  主 要结 果

先对非线性项作特殊处理,设

  P( t , x , Ûx , y , Ûy ) Ûx = a( t ) Ûx + p ( t , x , Ûx , y , Ûy ) ,

  Q( t , x , y ) x = b ( t ) x + q ( t , x , y ) ,

  5( t , x , Ûx , y , Ûy ) Ûy = c( t ) Ûy + U( t , x , Ûx , y , Ûy ) ,

  H ( t , x , y ) y = d( t ) y + h( t , x , y ) ,

而 a( t )、b ( t )、c( t )、d ( t ) 在[ 0, + ] ) 均为正的连续可微函数,且均以 X为周期# p ( t , x , Ûx ,

y , Ûy )、U( t , x , Ûx , y , Ûy )、q( t , x , y )、h ( t , x , y ) 均为各自变量的连续可微函数, 且对变量 t 而

言,均是以 X ( X> 0) 为周期的周期函数# 

于是,可将系统( 1)化成如下等价方程组:

  

Ûx 1 = x 2,

Ûx 2 = - b( t ) x 1- a ( t ) x 2- p ( t , x 1, x 2, x 3, x 4) -

  q ( t , x 1, x 3) + f ( x 1, x 3) cosXt ,

Ûx 3 = x 4,

Ûx 4 = - d ( t ) x 3- c( t ) x 4 - U( t , x 1, x2, x 3, x 4) -

  h( t , x 1, x 3) + g ( x 1, x3) cosXt# 

(3)

系统( 3)的系数矩阵为:
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  A( t ) =

0 1 0 0

- b ( t ) - a( t ) 0 0

0 0 0 1

0 0 - d( t ) - c( t )

# (4)

定理 1  设系统( 3)满足下列条件:

( � ) 系数矩阵( 4)的广义特征方程的广义特征根 Ki ( t ) 均有负实部, 即

  ReKi ( t ) [ - D< 0   ( i = 1, 2, 3, 4) ,

其中 D是一个正常数;

( � ) a( t )、b( t )、c( t )、d( t ) 在[ 0, + ] ) 均为正有界函数, 设公共上界为 M (不妨假定 M

> 1) ;

( � ) | Ûa( t ) | [ G, | Ûb ( t ) | [ G, | Ûc( t ) | [ G, | Ûd ( t ) | [ G, t I [ 0, + ] ) , 0 < G [

D
10

/ 2M
6
;

( � ) lim
Qy ]

| p ( t , x 1, x 2, x 3, x 4) |

Q = L1, lim
Qy ]

| q( t , x 1, x 3) |

Q = L2,

  lim
Qy ]

| U( t , x 1, x 2, x 3, x 4) |

Q = L3, lim
Qy ]

| h( t , x1, x 3) |

Q = L4,

  lim
Qy ]

| f ( x 1, x 3) |

Q
= L5, lim

Qy ]

| g ( x 1, x3) |

Q
= L6,

其中 Q= ( x
2
1+ x

2
2+ x

2
3+ x

2
4)

1/ 2
, L= max L1, L2, L3, L4, L5, L6 , 0 < L < 7 2D10/ 96M

6# 

则系统(3) 至少存在一个以 X为周期的周期解# 

证明  为方便, 把 a( t )、b ( t )、c( t )、d ( t ) 分别记作 a、b、c、d , 系数矩阵(4) 的特征

方程 | KE - A | = 0可化为

  K4 + ( a + c) K3+ ( ac + b + d ) K2+ ( ad + bc) K+ bd = 0# 

由条件( � )知满足 Routh_Hurwitz条件,故有

  $ =
$

( a + c) ( ac + b+ d) ( ad + bc) - bd( a + c)
2
- ( ad + bc)

2
> 0# 

由根与系数之间的关系, 可推得

  a + c = - ( K1+ K2 + K3+ K4) \ 4D;

  ac + b + d = K1K2+ K1K3+ K1K4 + K2K3+ K2K4+ K3K4 \ 6D2;

  ad + bc = - ( K1K2K3+ K1K2K4 + K1K3K4+ K2K3K4) \ 4D3;

  bd = K1K2K3K4 \ D4;

  $ \ 64D6# 

构造 Liapunov函数如下:

  V = V 1+ V 2+ V 3+ V 4, (5)

其中

  V1 =
1
2

ad +
bd
a

$x
2
1+ d$x 1x 2+

d
2a
$x

2
2,

  V2 =
b
2
d

2a
$x

2
1+

bd
2a
$x

2
2,

  V3 =
1
2

bc +
bd
c

$x
2
3+ b$x3x 4+

b
2c
$x

2
4,

  V4 =
bd

2

2c
$x

2
3 +

bd
2c
$x

2
4# 
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由于 V 1 \ 2$ | x 1x 2 | 015( ad + bd / a) d/ 2a + d$x 1x 2 \0, 同理 V3 \0, 故 V 是正定的,因

此

  V \ V 2+ V 4 \

      $ b
2
d

2M x
2
1+

bd
2M x

2
2+

bd
2

2M x
2
3+

bd
2M

x
2
4 \

      64D6 # D4

2M
[ 6D2( x

2
1 + x

2
3) + ( x

2
2+ x

2
4) ] \

      32BD10

M
( x

2
1+ x

2
2+ x

2
3+ x

2
4) ,

其中   B = min(6D2, 1)# 

同样地,经过大量计算,又可估计出

  V [ 16M7
( x

2
1+ x

2
2+ x

2
3+ x

2
4)# (6)

故 V 有无穷小上界# 

沿着系统( 3)的轨线,对 V 求全导数,得

  d V
dt (3)

=
5 V
5 t

+
5 V
5x 1

x 2+
5 V
5x 2

[- bx 1- ax 2- p ( t , x 1, x 2, x 3, x 4) -

      q ( t , x 1, x3) + f ( x 1, x 3) cosXt ] +
5 V
5x 3

x 4+
5 V
5x 4

[- dx 3- cx 4-

      U( t , x1, x 2, x 3, x 4) - h( t , x1, x 3) + g ( x 1, x 3) cosXt ] [

      5 V
5t

- bd$( x
2
1 + x

2
2 + x

2
3 + x

2
4) +

      5V
5 x2

[- p ( t , x 1, x 2, x3, x 4) - q ( t , x 1, x 3) + f ( x 1, x 3) cosXt ] +

      5V
5 x4

[- U( t , x 1, x2, x 3, x 4) - h( t , x 1, x3) + g ( x 1, x 3) cosXt ] # 

由条件( � )、( � ) ,可得

  
5 V1

5 t
[ GM

6
(70x

2
1+ 40x

2
2) ,

5 V2

5 t
[ GM

6
(26x

2
1+ 22x

2
2) ,

  
5 V3

5 t
[ GM6

(70x 2
3+ 40x

2
4) ,

5 V4

5 t
[ GM6

(26x 2
3+ 22x

2
4) ,

  5 V
5 t

[ 5 V1

5 t
+

5 V2

5 t
+

5 V3

5 t
+

5 V4

5t
[ 96GM6

( x
2
1 + x

2
2 + x

2
3 + x

2
4) ,

又有

  
5 V
5x 2

[ 16M 6
( | x 1 | + | x 2 | ) [ 16 2M 6

( x
2
1+ x

2
2+ x

2
3+ x

2
4)

1/ 2
,

  5 V
5x 4

[ 16M 6
( | x 3 | + | x 4 | ) [ 16 2M 6

( x
2
1+ x

2
2+ x

2
3+ x

2
4)

1/ 2
,

  bd$ \ D6 # 64D6 = 64D10# 

由条件( � )知,对任意给定的 E0(0 < E0 < 2D
10

/ 192M
6
) ,存在充分大的 R > 0, 使得 x

2
1+ x

2
2+

x
2
3+ x

2
4 \ R

2
,有

  | p ( t , x 1, x 2, x 3, x 4) | [ ( L+ E0) Q, | q ( t , x 1, x3) | [ ( L+ E0) Q,

  | U( t , x 1, x 2, x 3, x 4) | [ ( L+ E0) Q, | h ( t , x 1, x 3) | [ ( L+ E0) Q,

  | f ( x 1, x 3) | [ ( L+ E0) Q, | g ( x 1, x 3) | [ ( L+ E0) Q# 
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由( 6) , 在乘积空间

  8* : I (0 [ t < + ] ) @ ( x 1, x 2, x 3, x 4) | x
2
1+ x

2
2+ x

2
3+ x

2
4 \ R

2
,

我们有

  d V
dt (3)

[ [ 96GM6
- 64D10+ 96 2M

6
( L+ E0) ] ( x

2
1 + x

2
2 + x

2
3 + x

2
4) =

      - [ (48D10- 96GM6
) + (14D10- 96 2M

6 L) +

      ( D10- 96 2M
6E0) + D10] ( x

2
1+ x

2
2+ x

2
3+ x

2
4) [

      - D
10

( x
2
1+ x

2
2+ x

2
3+ x

2
4) [ -

D
10

16M7V# 

由引理1知,系统( 3)的解是一致最终有界的,它的有界域是

  8: I (0 [ t < + ] ) @ ( x 1, x 2, x 3, x 4) | x
2
1+ x

2
2+ x

2
3+ x

2
4 < R

2 # 

再由引理 2知,系统( 3)至少存在一个以 X为周期的周期解# 

定理 2  如果系统( 3)满足

1) 定理 1中的条件( � ) , ( � ) , ( � ) ;

2) 系统( 3)中的所有函数 p、q、h、U、f、g 关于各自变元有连续偏导数,且存在一个正常数

B< 7 2D10/ 192M6
, 使得

  lim
x
2

i
( s) y ] Q

1

0
p

c
x

i
( t , x 1, x 2, x 3, x4)ds < B, lim

x
2

i
( s) y ] Q

1

0
U

c
x

i
( t , x 1, x 2, x 3, x 4)ds < B

( i = 1, 2, 3, 4) ,

  lim
x
2
n
( s) y ]

Q
1

0
q

c
x

n
( t , x 1, x 3)ds < B, lim

x
2
n
( s) y ]

Q
1

0
h

c
x

n
( t , x 1, x 3)ds < B,

  lim
x
2

n
( s) y ] Q

1

0
f

c
x

n
( t , x 1, x 3) ds < B, lim

x
2

n
( s) y ] Q

1

0
g

c
x

n
( t , x 1, x 3)ds < B

( n = 1, 3) # 

则系统( 3)存在唯一渐近稳定的周期解# 

证明  设 ( x1, x 2, x 3, x 4) 和( z 1, z 2, z3, z4) 是系统(3) 的任意两个解, 则

  
d( x 1- z 1)

dt
= x 2- z 2,

  
d( x 2- z 2)

dt
= - b( x 1- z 1) - a( x 2- z 2) -

      [ p ( t , x 1, x 2, x 3, x 4) - p ( t , z 1, z 2, z 3, z 4) ] -

      [ q ( t , x 1, x 3) - q( t , z 1, z 3) ] + [ f ( x1, x 3) - f ( z 1, z 3) ] cosXt ,

  
d( x 3- z 3)

dt
= x 4- z 4,

  
d( x 4- z 4)

dt
= - d ( x 3- z 3) - c( x 4- z4) -

      [ U( t , x 1, x 2, x 3, x 4) - U( t , z 1, z 2, z 3, z4) ] -

      [ h ( t , x 1, x 3) - h( t , z 1, z 3) ] + [ g( x 1, x 3) - g( z 1, z3) ] cosXt# 

由积分中值定理,有

  q ( t , x 1, x 3) - q ( t , z 1, z 3) =

      [ q ( t , x 1, x 3) - q( t , z 1, x 3) ] + [ q ( t , z 1, x 3) - q ( t , z 1, z 3) ] =
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      ( x 1- z 1)Q
1

0
qc( t , sx 1+ (1 - s ) z 1, x 3)ds +

      ( x 3- z 3)Q
1

0
qc( t , z 1, sx 3 + (1 - s ) z 3)ds =

$

      ( x 1- z 1)Q
1

0
q

c
1ds + ( x 3- z 3)Q

1

0
q

c
3ds,

类似地有

  p ( t , x 1, x 2, x 3, x 4) - p ( t , z 1, z2, z3, z 4) =

      ( x 1- z 1)Q
1

0
pc( t , sx 1+ (1 - s ) z 1, x 2, x 3, x4)ds +

      ( x 2- z 2)Q
1

0
pc( t , z 1, sx 2 + (1 - s ) z 2, x 3, x 4)ds +

      ( x 3- z 3)Q
1

0
pc( t , z 1, z 2, sx3 + (1 - s ) z 3, x 4)ds +

      ( x 4- z 4)Q
1

0
pc( t , z 1, z 2, z 3, sx 4+ (1 - s) z 4)ds =

$

      ( x 1- z 1)Q
1

0
p

c
1ds + ( x 2- z 2)Q

1

0
p

c
2ds +

      ( x 3- z 3)Q
1

0
p

c
3ds + ( x 4- z 4)Q

1

0
p

c
4ds,

  f ( x 1, x3) - f ( z 1, z 3) = ( x 1- z 1)Q
1

0
f

c
1d s + ( x3 - z3)Q

1

0
f

c
3ds ,

  g( x1, x 3) - g ( z 1, z 3) = ( x 1- z 1)Q
1

0
g

c
1ds + ( x 3- z 3)Q

1

0
g

c
3ds ,

  h( t , x 1, x 3) - h( t , z 1, z 3) = ( x 1- z 1)Q
1

0
h

c
1d s + ( x3 - z3)Q

1

0
h

c
3ds,

  U( t , x 1, x 2, x3, x 4) - U( t , z 1, z 2, z 3, z 4) =

      ( x 1- z 1)Q
1

0
Uc
1d s + ( x 2- z2)Q

1

0
Uc
2ds +

      ( x 3- z 3)Q
1

0
Uc
3d s + ( x 4- z4)Q

1

0
Uc
4ds# 

令 u i = xi - zi ( i = 1, 2, 3, 4) , 于是得到:

  

du1

dt
= u2,

du2

dt
= - bu1 - au2- u1Q

1

0
p

c
1ds - u2Q

1

0
p

c
2ds - u3Q

1

0
p

c
3ds - u4Q

1

0
p

c
4ds -

  u1Q
1

0
q

c
1ds - u3Q

1

0
q

c
3ds + u1Q

1

0
f

c
1ds + u3Q

1

0
f

c
3ds cosXt ,

du3

dt
= u4,

du4

dt
= - du3- cu4- u1Q

1

0
Uc
1ds - u2Q

1

0
Uc
2d s - u3Q

1

0
Uc
3ds - u4Q

1

0
Uc
4ds -

  u1Q
1

0
h

c
1ds - u3Q

1

0
h

c
3ds + u1Q

1

0
g

c
1ds + u3Q

1

0
h

c
3ds cosXt# 

(7)

由条件 2) ,对任意给定 E1(0 < E1< D10/ 192 2M6
) , 存在充分大的 R1( R1> R ) ,使 x

2
1+ x

2
2+ x

2
3
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+ x
2
4 \ R

2
1,就有

  Q
1

0
q

c
nds < B+ E1; Q

1

0
h

c
nds < B+ E1;

  Q
1

0
f

c
nds < B+ E1; Q

1

0
g

c
nds < B+ E1   ( n = 1, 3) ;

  Q
1

0
p

c
ids < B+ E1; Q

1

0
Uc

i ds < B+ E1   ( i = 1, 2, 3, 4)# 

仿定理1的证明,仍然取( 5)作为( 7)的Liapunov 函数,只需把( 5)中的 x i改为u i ( i = 1, 2, 3, 4) ,

对(5) 沿着(7) 的轨线求全导数, 得到:

dV
dt (7)

=
5 V
5 t

+
5 V
5u1

u2+
5 V
5u2

- bu1 - au2- u1Q
1

0
p

c
1ds - u2Q

1

0
p

c
2ds - u3Q

1

0
p

c
3d s -

    u4Q
1

0
p

c
4ds - u1Q

1

0
q

c
1ds - u3Q

1

0
q

c
3ds + u1Q

1

0
f

c
1ds + u3Q

1

0
f

c
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0
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c
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1
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1

0
g

c
3ds cosXt [

    5 V
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1 + u

2
2+ u

2
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3
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5 V
5 u2
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5 V
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@
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2
1+ u

2
2+ u

2
3+ u

2
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    [ 96GM
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- 64D
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+ 192 2( B+ E1) M

6
] ( u

2
1+ u

2
2+ u

2
3+ u

2
4) =

    - [ (48D10- 96GM6
) + (14D10- 192 2M

6B) + ( D10- 192 2M6E1) +

    D10] ( u
2
1+ u

2
2 + u

2
3+ u

2
4) [ - D10( u

2
1+ u

2
2+ u

2
3+ u

2
4) [ -

D10

16M7V# 

因此,在乘积空间

  8* : I (0 [ t < + ] ) @ ( u1, u2, u3, u4) | u
2
1+ u

2
2+ u

2
3+ u

2
4 \ R

2
1 ,

d V/ dt | ( 7) 是定负的,则系统(7) 的零解渐近稳定,从而系统(7) 是非常稳定的,根据引理3知,

系统(3) 存在唯一的以 X为周期的渐近稳定的周期解# 
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R esearch of the P eri odi c Moti on a nd S ta bil ity

of Two_Degree_of_Freedom Nonl in ear

Oscill ati ng Sys tems
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( Depar tment of Mathema tics , Qujing Normal College , Qujin g , Yunnan 655000, P R China )

A bst ra ct : The periodic motion and stability for a class of two_degree_of_freedom nonlinear oscilating

systems are studied by using the method of Liapunov function. The sufficient conditions which guar-

antee the existence, uniqueness and asymptotic stability of the periodic solutions are obtained.

K ey w ords: nonlinear oscillation; periodic motion; Liapunov function; periodic system

1100 刘    俊


