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一类高阶时滞差分方程的有界持久性
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摘要:  获得一类高阶时滞差分方程解的有界持久性和全局渐近稳定性的充分条件; 所得结果部

分地解决了 G. Ladas的 2 个公开问题, 推广了一些已知结果# 
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引   言

考虑下列高阶时滞差分方程

  x n+ 1 =
A 0

x
p
0n
+

A 1

x
p
1n- 1

+ ,+
A k

x
p
kn- k

  ( n = 0, 1, 2, ,) , (1)

其中

  A i , p i I [ 0, ] ) ,   ( i = 0, 1, 2, ,k ; k I 1, 2, , ) , (2)

初值 x - k , x- k+ 1, ,, x - 1, x 0为任意正数# 

方程( 1) k = 1时的特殊情况已被文献广泛地研究过# 例如,文[ 1, 2] 得到了当 A 0, A 1 I

(0, ] ) , p 0, p 1 I (0, 1)时,方程(1) 的正平衡点是其一切正解的全局吸引子;文[ 2] 还证明了 p 0

= p 1 = 1时方程(1) 的正平衡点是全局渐近稳定的# 对A 0, A 1 I (0, ] ) , p 0 = 2, p 1 = 1/ 2时

的一些结果及公开问题, 可见文[ 3, 4] ; 当 p 1 = 0时的一些结果,见文[ 5, 6]# 

研究方程( 1) k = 1时的情况相对来说是容易的# 但是,正如 G. Ladas在文[ 7]所说,我们

的最终目标是彻底弄懂方程( 1)中参数取各种值时解的有界性、稳定性及周期性的情况# 

对方程( 1) , G. Ladas在文[ 7]中提出了如下三个公开问题:

公开问题 A  假定( 2)成立,得到方程( 1)的每个正解有界持久的必要充分条件# 

公开问题 B  假定( 2)成立,并且 k \ 3, 得到方程( 1) 具有无界正解的充分条件# 

公开问题 C  假定( 2)成立,得到方程( 1)的正平衡点是其所有正解的全局吸引子的必要

充分条件# 
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公开问题 B已被本文作者在[ 8]中彻底解决# 然而对公开问题 A和 C,据我们所知, 目前

未见任何结果,尤其 k \3时的结果# 本文的目标是对任意的正整数 k研究过方(1) 解的有界

持久性和全局渐近稳定性# 我们的结果部分地解决了公开问题 A 和公开问题 C, 推广了文

[ 2, 9]中相应的结果# 

在条件( 2)下,不失一般性, 可设 A k > 0,那么进一步可假设 A k = 1# 故后文中仅考虑 A k

S 1# 

方程( 1)存在唯一的正平衡点 �x ,满足

  �x =
A 0

�x p
0
+

A 1

�xp 1
+ ,+

A k- 1

�xp k- 1
+

A k

�xp k
# (3)

显然,

  1 < �x < A 0+ A 1+ ,+ Ak# 

由方程( 1)的一个解,我们可以定义一实值序列 x n :对所有的 n I - k , - k + 1, , ,

xn 有定义, 而当 n I 1, 2, , 时 x n满足方程( 1) ,这里 x- k , x- k+ 1, ,, x- 1, x 0是初值# 由于方

程(1) 是一个递归关系, 自然满足解的存在唯一性 # 并且在条件(2) 下,方程( 1) 的任一解为

正数,除了 A 0 = A 1 = ,= A k = 0的特殊情况# 

为了后文叙述的方便,我们给出下列假设:

C) Ai , pi I (0, + ] ) ,   ( i = 0, 1, 2, ,, k , k I 1, 2, , )# 

称方程( 1)的一个解 x n 是有界持久的,如果存在正常数 P , Q: 0 < P < Q < ] ,使得

  P [ x n [ Q, n = - k, - k + 1, ,
对本文中的其它概念,看文[ 2, 3, 4, 9, 10]# 

1  有界持久性

在阐述方程( 1)的有界持久性之前,我们需要下列两个引理;这两个引理总结了方程( 1)半

环的一些重要性质, 对证明方程( 1)的有界持久性是非常有用的# 

引理 1  假定条件( C)成立# 那么下列结论成立:

a) 方程( 1)的非平凡正解的每个半环至多包含 k + 1项;

b) 如果对某个 N \ 0, xN [ min ( A i / ( A 0+ A 1+ ,+ A k) )
1/ p

i , i = 0, 1, ,, k , 那么

xN+ i+ 1 I (�x , ] ) , i = 0, 1, ,, k ;

c) 如果对某个 N \ 0, xN [ �x , 那么 xN+ i+ 1 > A i / ( A 0+ A 1 + ,+ Ak )
p
i , i = 0, 1, ,, k ;

d) 如果对某个 N \1, xN [ min ( Ai / ( A 0+ A 1+ ,+ Ak ) )
1/ p

i , A i / ( A 0+ A 1+ ,+ A k)
p
i ,

i = 0, 1, ,, k ,那么 xN- i- 1, xN+ i+ 1 I (�x , ] ) , i = 0, 1, ,, k# 

证明  a) 设 x n 是方程(1) 的一个非平凡正解, 若对某个N \- k , xN , xN+ 1,, xN+ k \�x

但不全为 �x ,那么

  xN+ k+ 1 =
A 0

x
p
0
N+ k

+
A 1

x
p
1
N+ k- 1

+ ,+
A k

x
p
k
N

<
A 0

�x
p
0
+

A 1

�x
p
1
+ ,+

A k

�x
p
k
= �x# 

类似地,可以证明 xN , xN+ 1, ,, xN+ k [ �x 但不全为�x 的情形# 

b) 如果对某个 N \ 0, xN [ min ( Ai / ( A 0+ A 1+ ,+ Ak) )
1/ p

i , i = 0, 1, ,, k ,那么

  xN+ i+ 1 =
A 0

x
p
0
N+ i

+
A 1

x
p
1
N+ i- 1

+ ,+
A i

x
p
iN
+ ,+

A k

x
p
k

N+ i- k

>
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A i

�x
p
iN

\
A i

A i / ( A 0 + A 1 + ,+ A k)
> �x  ( i = 0, 1, ,, k )# 

c) 如果对某个 N \ 0, xN [ �x ,那么 xN+ i+ 1> Ai / x
p
iN \A i /�x

p
i > A i / ( A 0+ A 1+ ,+ A k)

p
i ,

i = 0, 1, ,, k# 

d) 如果对某个 N \ 0,

  xN [ min
A i

A 0 + A 1+ ,+ A k)

1/ p
i

,
A i

( A 0+ A 1+ ,+ A k)
p
i
, i = 0, 1, ,, k ,

那么 xN+ i+ 1 > Ai / x
p
iN \ A i / ( A i / ( A 0+ A 1+ ,+ A k) ) = A 0 + A 1+ ,+ Ak > �x  ( i = 0, 1,

,, k )# 

由于 A i / x
p
iN- i- 1 < xN [ Ai / ( A 0+ A 1+ ,+ Ak )

p
i , i = 0, 1, ,, k ,因此

  xN- i- 1 > A 0+ A 1+ ,+ A k > �x  ( i = 0, 1, ,, k )# 

现在条件( C)下考虑函数

f ( x ) =

  
A 0x

p
k
p
0
- 1

( x
p
k( A 0 + A 1 + ,+ A k- 1) + A k)

p
0
+

A 1x
p
k- 1

p
1
- 1

( x
p
k- 1( A 0+ A 1+ ,+ A k- 2+ Ak) + Ak- 1)

p
1
+

    ,+
Akx

p
0
p
k
- 1

( x
p
0( A 1+ A 2+ ,+ A k) + A 0)

p
k
= E

k

i= 0

A ix
p
k- i

p
i
- 1
/ ( x

p
k- i( E

k

j= 0, j X k- i

Aj ) + A k- i )
p
i ,

  x > 0 (4)

显然,当 pk- ip i I (0, 1] , i = 0, 1, ,, k 时, f ( x ) 在(0, ] ) 内严格递减# 又当 pk- ip i = 1,

i = 0, 1, ,, k 时,

  lim
x y0+

f ( x ) =
A 0

A
p
0k
+

A 1

A
p
1k- 1

+ ,+
A k

A
p
k0
> 1;

易见,当 p k- ip i I (0, 1] , i = 0, 1, ,, k ,但 pk- ip i , i = 0, 1, ,, k 不全为1时, lim
x y 0

+
f ( x ) = ] # 

故当 p k- ip i I (0, 1] , i = 0, 1, ,, k 时, 总有 lim
x y 0+

f ( x ) > 1# 而 lim
x y ]

f ( x ) = 0,因此,存在唯一的

s I (0, ] ) ,使得

  f ( s ) = 1# (5)

而且

  ( x - s) ( f ( x ) - f ( s ) ) < 0, x I (0, s ) G ( s, ] )# (6)

引理 2  假定( C)成立,且 p k- ip i I (0, 1] , i = 0, 1, ,, k ;设

m = min s,
A i

A 0+ A 1 + ,+ A k

1/ p
i

,
Ai

( A 0+ A 1+ ,+ Ak )
p
i
, i = 0, 1, ,, k , (7)

这里 s 由(5) 所定义# 假设 x n 是方程(1) 的一个解,使得对某个 N \ 1, xN [ m,那么

  xN- i- 1, xN+ i+ 1 I (�x , ] ) , i = 0, 1, ,, k ; xN < xN+ k+ 2 < �x# (8)

证明  由于 xN [ m, 故根据引理 1d) 知: xN- i- 1, xN+ i+ 1 I (�x , ] ) , i = 0, 1, ,, k ;从而

  xN+ k+ 1 =
A 0

x
p
0
N+ k

+
A 1

x
p
1
N+ k- 1

+ ,+
A k

x
p
k
N

< A 0 + A 1+ ,+ A k- 1 +
Ak

x
p
k

N

,

  xN+ k =
A 0

x
p
0
N+ k- 1

+
A 1

x
p
1
N+ k- 2

+ ,+
A k- 1

x
p
k- 1
N

+
Ak

x
p
kN- 1

< A 0+ A 1 + ,+
A k- 1

x
p
k- 1
N

+ A k , ,,

  xN+ 2 =
A 0

x
p
0
N+ 1

+
A 1

x
p
1
N

+ ,+
A k

x
p
k

N- k+ 1

< A 0+
A 1

x
p
1
N

+ A 2+ ,+ A k ,
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  xN+ 1 =
A 0

x
p
0
N

+
A 1

x
p
1
N- 1

+ ,+
A k

x
p
k

N- k

<
A 0

x
p
0
N

+ A 1 + A 2+ ,+ A k ,

因此

  xN+ k+ 2 =
A 0

x
p
0N+ k+ 1

+
A 1

x
p
1N+ k

+ ,+
Ak

x
p
kN+ 1

>
A 0x

p
k
p
0

N

( x
p
kN ( A 0+ A 1 + ,+ A k- 1) + A k)

p
0
+

        ,+
A kx

p
0
p
k

N

( x
p
0N ( A 1 + A 2+ ,+ A k) + A 0)

p
k
= xNf ( xN ) ,

这里 f (#) 如(4) 所定义# 

由于 0 < xN [ m < k ,因此据(6) 有 f ( xN ) > f ( s) = 1, 故 xN+ k+ 2 > xNf ( xN ) > xN# 又

由引理1a) 知 xN+ k+ 2 < �x ,故结论成立# 

现在我们阐述本节主要结果# 

定理 1  假定条件( C)成立且 p k- ipi I (0, 1] , i = 0, 1, ,, k# 那么方程(1) 的每一个正解

是有界持久的# 

证明  设 x n 是方程(1) 的任意一个正解# 很明显, 如果 L是 x n 的一个下界,那么 K

= A 0/ ( L
p
0 ) + A 1/ ( L

p
1) + ,+ A k / ( L

p
k) 就是 xn 的一个上界# 因此,证明 x n 有下界就够

了# 设

  A=
A 0

m
p
0
+

A 1

m
p
1
+ ,+

A k

m
p
k
, B= min m,

A 0

Ap 0
+

A 1

Ap 1
+ ,+

A k

Apk
,

这里 m 由(7) 所定义# 

现在 B要么是 xn 的一个下界, 要么对某个N \ 0,

  xN < B [ x i  ( i = - k, - k + 1, ,, 0, 1, ,, N - 1)# (9)

(不失一般性, 甚至可以假定N \2k+ 2# )如果是前者,那么定理的结论成立; 如果是后者,证

明 xN 是 x n 当 n \ N 时的下界就可以了# 假定 x n
]
n= N+ 1中还存在比 xN 小的项# 设 xL ,

这里 L > N, 是小于 xN 的第一项, 即

  xL < xN# (10)

那么

  xL < xN < B [ m# (11)

由 xL =
A 0

x
p
0L- 1

+
A 1

x
p
1L- 2

+ ,+
A k

x
p
kL- k- 1

,知

  
A i

x
p
iL- i- 1

< xL [ m [
A i

( A 0+ A 1+ ,+ A k)
p
i
 ( i = 0, 1, ,, k )# 

故

  xL- i- 1 > A 0+ A 1+ ,+ A k > m  ( i = 0, 1, ,, k )# (12)

现在证明

  xL- ( k+ 1)- i- 1 > m  ( i = 0, 1, ,, k )# (13)

如果 xL- k- 2 [ m,那么从引理 2知

  xL > xL- k- 2# (14)

如果 L - k - 2 < N ,那么(14) 与(9) 和(11) 矛盾;如果 L - k - 2 = N ,那么这与 xL- k- 2 < xL

< xN 矛盾;如果 L - k- 2 > N ,那么 xL- k- 2 < xL < xN 与事实/ xL ,这里 L > N ,是小于 xN 的
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第一项0 矛盾# 

如果 xL- ( k+ 1)- i- 1 [ m, i = 1, ,, k, 那么,仍由引理 2有

  xL- ( k+ 1)- i- 1 < xL- 1 < �x  ( i = 1, ,, k)# 

又根据引理1c)有,

  xL- i+ j+ 1 >
Aj

( A 0 + A 1 + ,+ A k)
p
j
 ( j = 0, 1, ,, k; i = 1, 2, ,, k)# 

在上面不等式中取 j = i - 1 = 0,就有 xL > A 0/ ( A 0+ A 1+ ,+ Ak)
p
0 \ m,这与(11) 矛盾# 

因此

  xL- k- 1 =
A 0

x
p
0L- k- 2

+
A 1

x
p
1L- k- 3

+ ,+
Ak

x
p
kL- 2k- 2

<
A 0

m
p
0
+

A 1

m
p
1
+ ,+

Ak

m
p
k
= A,

  xL- k =
A 0

x
p
0L- k- 1

+
A 1

x
p
1L- k- 2

+ ,+
A k

x
p
kL- 2k- 1

<
A 0

m
p
0
+

A 1

m
p
1
+ ,+

A k

m
p
k
= A,

  ,,

  xL- 1 =
A 0

x
p
0L- 2

+
A 1

x
p
1L- 3

+ ,+
Ak

x
p
kL- k- 2

<
A 0

m
p
0
+

A 1

m
p
1
+ ,+

A k

m
p
k
= A,

故    xL =
A 0

x
p
0L- 1

+
A 1

x
p
1L- 2

+ ,+
A k

x
p
kL- k- 1

>
A 0

Ap 0
+

A 1

Ap 1
+ ,+

A k

Apk
\ B,

这与( 11)矛盾# 证毕# 

关于方程( 1)的有界持久性,我们还有下列结果:

定理 2  假设条件 ( 2) 成立# 如果不等式组 y < E
k

i= 0

Ai / x
p
i 和 x > E

k

i= 0

A i / y
p
i 在区域

( x , y ) : 0 < x < y 中无解, 那末方程( 1) 的每个正界是有界持久的# 

证明  设 x n 是方程(1) 的任意一个正解# 显然, 如果 x n 有上界T , 那末它也有下界

E
k

i= 0

A i / T
p
i ;而且,如果 xn 有下界P ,那末它也有上界 E

k

i= 0

A i / P
p
i# 反证# 假设

  lim sup
ny ]

x n = ] , 且lim inf
ny ]

x n = 0# 

对任意整数 n > - k, 定义 L n = min m I n, n + 1, , : xm > max
- k [ r [ n- 1

xr # 易见 Ln 是一

个递增的整数序列且满足 lim
ny ]

L n= ] , lim
ny ]

xL
n
= ] # 也可以看到, 对任意大于- k的整数n,当

- k [ k [ r [ Ln - 1 时, xr < xL
n
# 进一步, 对每个大于 - k 的整数 n, 设 ln =

max m I - k , - k + 1, ,, Ln - 1 : xm = lim
- k [ r [ L

n
- 1
xr # 显然, ln 也是一个递增的整数序

列且满足 lim
ny ]

l n = ] 并使得l im
ny ]

l n = 0# 

现在考虑一整数 n0 > - k 使得 Ln
0
> ln

0
\0# 那么从方程(1) 得到:对所有整数 n \ n0,

  xL
n
= E

k

i= 0
A i / x

p
iL
n
- i- 1 < E

k

i= 0
A i / x

p
il
n
,且 x l

n
= E

k

i= 0
Ai / x

p
il
n
- i- 1 > E

k

i= 0
A i / x

p
iL
n
# 

这与已知假定矛盾# 证毕# 

2  全局渐近稳定性

在这部分我们将证明在一定条件下方程(1)的正平衡点�x 是全局渐近稳定的# 在给出结果

之前,我们需要下面两个引理# 
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引理 3  假定条件(C)成立且 pi I (0, 1] 并且 pi , i = 0, 1, ,, k 不全为1,那么方程(1) 的正

平衡点�x 是局部渐近稳定的# 

证明  方程( 1)关于正平衡点�x 的线性化方程是

  yn+ 1 =
A 0p 0

�x
p
0
+ 1y n+

A 1p 1

�x
p
1
+ 1 yn- 1+ ,+

Akpk

�x
p
k
+ 1 yn- k  ( n = 0, 1, ,)# 

由[ 10, P12的注11311] ,知方程( 1)的正平衡点�x 是局部渐近稳定的,如果

  
A 0p 0

�xp 0+ 1
+

A 1p1

�xp 1+ 1
+ ,+

Akpk

�xp k+ 1
< 1# (15)

从( 3)我们知道 A 0/ (�x
p
0
+ 1
) + A 1/ (�x

p
1
+ 1
) + ,+ A k /�x

p
k
+ 1

= 1# 由假设 p i I (0, 1] 且 pi ( , i = 0,

1, ,, k ) 不全为 1,易见

  
A 0p 0

�xp 0+ 1
+

A 1p1

�xp 1+ 1
+ ,+

Akpk

�xp k+ 1
<

A 0

�xp 0+ 1+
A 1

�xp 1+ 1
+ ,+

A k

�xp k+ 1 = 1# 

因此( 15)成立,命题正确# 

引理 4  假定引理 3中的条件满足,那么方程( 1)的正平衡点 �x 是全局吸引的# 

证明  显然, p i I (0, 1] , i = 0 ,1, ,, k 蕴含着 pipk- i I (0, 1] , i = 0, 1, ,, k# 因此定理1

的条件满足,从而方程(1) 的每一个正解是有界持久的# 设 xn 是方程(1) 的任意一个正解# 

设

  K= lim
ny ]

infx n, L= lim
ny ]

supxn# 

那么 K, L存在且

  K [ �x [ L# (16)

从方程( 1)我们有

  K\
A 0

Lp 0
+

A 1

Lp 1
+ ,+

A k

Lp k
, L [

A 0

Kp 0
+

A 1

Kp 1
+ ,+

Ak

Kp k
# 

于是,

  A 0L
1- p

0 + A 1L
1- p

1 + ,+ A kL
1- p

k [ KL [

    A 0K
1- p

0 + A 1 UK
1- p

1 + ,+ A kK
1- p

k# (17)

记 h( x ) = A 0x
1- p

0+ A 1x
1- p

1+ ,+ Akx
1- p

k , x I (0, ] )# 显然,由(17) 有

  h( L) [ h( K)# (18)

按照 p i I (0, 1] 且 pi , i = 0, 1, ,, k 不全为1,知 h( x ) 在 x I (0, ] ) 时是严格递增的# 因此由

(16) 有 h( L) \ h ( K) ,结合(18) 就有 K= L# 所以 lim
ny ]

x n = �x ,证毕# 

合并引理 3与引理 4,就有

定理 3  假定条件(C)成立且 pi I (0, 1] , pi , i = 0,1, ,, k 不全为 1,那么方程(1) 的正平衡

点�x 是全局渐近稳定的# 
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Abstract: Some sufficient conditions for boundedness and persistence and global asymptotic stability of

solutions for a class of delay difference equations with higher order are obtained, which partly solve G.

Ladas. two open problems and extend some known results.
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