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外部非定常 Navier_Stokes方程的
非线性 Galerkin算法

X
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(西安交通大学 理学院科学计算系, 西安 710049)

(许政范推荐)

摘要:  提出了求解外部非定常 Navier_stokes 方程的有限元边界元耦合的非线性 Galerkin 算法, 证

明了相应变分问题的正则性和数值解的收敛速度# 收敛性分析表明如果选取粗网格尺度 H 是细

网格尺度h 的开平方数量级, 则该算法提供了与古典 Galerkin 算法同阶的收敛速度# 然而非线性

Galerkin 算法仅仅需要在粗网格解非线性问题, 在细网格上解线性问题# 因此, 该算法可以节省计

算工作量# 
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引   言

设 8 是 R
2中一单连通有界开集,具有充分光滑边界 #, 设 8c表示 8 G # 的补集, 坐标原

点位于 80 的内部# 在充满流体的区域 8c上, 外部非定常 Navier_Stokes问题在于求流体的速

度向量�u( x , t )和它的压力 �P ( x , t )使得

  ( S )   

5�u
5 t - ¨# R( �u, �P ) + (�u # )̈ �u = f   ( ( x , t ) I 8c @ (0, T ] ) ,

div�u = 0      ( ( x , t ) I 8c @ (0, T ] ) ,

�u ( x , 0) = u0( x )       ( x I 8c)

�u | # = 0, lim
| X| ` ]

�u ( x , t ) = 0   ( P t I [ 0, T ] ) ,

其中 M> 0是流动的动力粘性系数, f ( x , t )表示外力密度, u0( x )是初始速度向量, 在 8c中满

足无散度条件 divu0= 0, 此外, T 是一有限时间, 应力张量 R= ( Rij ( u, p ) )以及形变速度张量

E= ( Eij ( u) )满足 Rij ( u, p )= - Dijp + 2MEij ( u ) , Eij ( u) =
1
2
(
5 ui
5xj

+
5uj
5xi

) ( i , j = 1, 2)在 8c中引入

一光滑的人工边界 #2= { x I 8c; | x | = R1} , 分裂 8c为一个无界区域 82 的一个包含 f 和u0的

支集的有界区域 81 之并,以及使得 �u 在 82 中充分小# 
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由于惯性项(�u# )̈�u 在 82 中是小的以及为了计算简单, 我们将考虑问题( S)的一个 N_S

方程和Stokes耦合逼近:

( S)c   

5u
5t - ¨# R( u, p ) + X 81( u # )̈ u = f ( x , t)   ( (x , t ) I 8c@ (0, T ] ) ,

divu = 0   ( ( x , t ) I 8c @ (0, T ] )

u( x , t ) | # = 0, lim
| x| ` ]

u( x , t ) = 0  ( P t I [ 0, T ] ),

u( x ,0) = u0( x )         (x I 8c) ,

其中

  x 8
1
( x ) =

1   ( x I �8 )1

0   ( x ² �81),
以及 R1被选择使得 81包含 f ( x , t )和 u0( x )的支集以及使得

  | �u( x , t ) | [ E, | �u( x , t ) | [ E  ( P( x , t ) I ( 82 G #2) @ [0, T ] )# (1)

非线性Galerkin算法在于分裂速度的有限元空间 Wh 为 Wh= WH+ W
H
h ,其中H > > h 以及 W

H
h

是 WH 在 Wh的补集# 单就速度而论 ,人们希望在 81中寻求问题(S)c的逼近 u
h 使它位于 Wh 的一

个流形 2= graph 5 上 ,使得 u
h
呈现形式 u

h
= v

H
+ 5 ( v

H
) ,其中 v

H
位于 WH 内 , 5( v

H
)位于 W

H
h

内# 通过将所考虑的问题投影到流形 2= graph 5 上,则在 81上将问题(S)c归结为未知量为 v
H 的

发展方程# 对于古典的 Galerkin方法,我们有 5 S 0# 非线性 Galerkin有限元算法主要由 Marion_

Temam[ 1]
,Marion_Xu[ 2] ,Ait Ou Ammi_Marion[ 3]和李开泰等[4]作者研究过# 此外,求解外部区域上偏微

分方程主要有边界元方法和有限元与边界元耦合方法,例如,对于椭圆方程的边界元分析见 John-

son_Nedelec[ 5] ,祝家麟[ 6]等人工作,对于Stokes方程的有限元边界无耦合方法见于德浩[ 7]
, Sequeira[ 8] ,

何银年和李开泰[9]等人的工作,对于Navier_Stokes方程的有限元边界元耦合方法见何银年和李开

泰
[ 10, 11]

等人的工作# 本文的目的是应用非线性 Galerkin算法在混合有限元与边界元结合的框架下

来研究外部非定常Navier_Stokes方程的数值求解问题# 

在这篇文章里,通过引入一人工光滑边界并在无界区域对Stokes方程应用Green公式给出外部

非定常Navier_Stokes方程的耦合变分形式;偏微分提供了逼近问题(S)c对Navier_Stokes问题( S)的逼

近精度;提出了求解变分形式(Q)的非线性Galerkin有限元方法并给出了它的逼近精度# 文中的

讨论表明: 如果选择 H = O( h
1/ 2
) , 则非线性 Galerkin有限元逼近提供了和古典 Galerkin有限元

逼近相同阶的收敛精度# 然而非线性 Galerkin 有限元逼近仅仅在粗网格上处理非线性性,在

细网格上处理线性性,而古典 Galerkin有限元逼近需要在细网格上处理非线性性# 因此, 非线

性Galerkin有限元逼近在数值计算方面比古典Galerkin有限元逼近节约计算工作量# 

1  耦合变分形式

为了将 82 上的 Stokes问题归结为边界 #2上的积分方程,非定常 Stokes方程

  
5 Uk
5 t - ¨# R( Uk , Pk) = D( x - y ) D( t - S) ek ,

div Uk = 0

的基本解 ( Uk , Pk) ( k = 1, 2) ,将被使用# 由文献[ 9 ~ 11] 已知,

  Uk( x - y , t - S) = - ¨Ek( x - y , t - S) + (̈divEk( x - y , t - S) ) , (2)
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  Pk = div(-
5
5 t + M$) Ek( x - y , t - S) =

D( t ) ( xk - yk )

2P| x - y |
2 (3)

  Ek( x - y , t - S) =
1

2PM( t - S)QR
2 -

1
2P
ln

1
| N- x |

exp(-
| N- y |
4M( t - S)

)dNek# (4)

这里 D( x - y ) D( t - S) ek 表示沿着坐标轴 ek 的集中载荷力, D( x - y ) , D( t - S) 分别是空间

和时间变量的 Dirac函数# 

利用文献[ 8~ 11]中的方法,可由问题( S)c导出下列积分方程

  1
2
uk( x , t ) = - Q

t

0Q#
2

u( y , S) # R( Uk , Pk) ( x - y , t - S) # n ( y ) dsydS+

       Q
t

0Q#
2

Uk( x - y , t - S) # K( u , p ) ( y , S)dsy dS   x I #2, (5)

其中 K( u, p )= R( u, p )#n | #
2
, 0 [ t [ T, k= 1, , 2, n 表示 # 和 #2的单位外法向量(相对于 81

和 82 的外部)# 

设

  H = { v I L
2
( 81)

2
; divv = 0, v # n | # = 0} , W = { v I H

1
( 81)

2
; v | #= 0} ,

  V = { v I W; divv = 0} , M = { q I L
2
( 81) ;Q8

1

qdx = 0} ,

  H
1
20 ( #2)

2
= { w I H

1
2 ( #2)

2
;Q#

2

w # ndsx = 0} , + = H
1/ 2
0 ( #2)

2的对偶空间# 

此外,如果引进下列三线性形式和双线形式:

  aD ( u; v , w) = QD
( u # )̈ v # wdx , a0( u, v ) = 2ME

2

i, j= 1Q8
1

Eij ( u) Eij ( v ) dx ,

  (f , v ) D = QD
f # vdx , òv, Kó = Q#

2

v # Kdsx ,

  b ( t , K, L) = Q
t

0Q#
2
Q#

2

L# U# Kdsy dsx dS, U = ( U1, U2) ,

  Gk( t , C0u) = -Q
t

0Q#
2

u # R( Uk , Pk ) # ndsy dS, C0u = u | #
2

则( S)c和 Green 公式可给出外部非定常 Navier_Stokes问题的耦合变分形式[ 9~ 11]
: 找( u, K, P )

使得 u I L ]
( 0, T ; L2( 81)

2
) HL 2

(0, T ; W) , KI L2(0, T , +) P I Dc(0, T , M )且满足

  (Q)   

(
5 u
5 t , v) + a0( u, v) + a8

1
( u; u, v) + òv, Kóc+ ( q , divu) - ( p , divv) =

  ( f , v)   ( P( v , q) I ( W, M) ) ,

  b( t , K, L) -
1
2òu, Ló+ < G( t , C0u) , L> = 0   ( P L I +) ,

  u(0) = u0,

其中(#, #)= (#,#) 8
1
# 

通过回忆文献[ 12~ 15] ,下列的估计式:

  | a0( u, v ) | [ M| u | 1, 8
1
| v | 1, 8

1
, a0( u, u) \ A| u |

2
1, 8

1
  ( P u I W) , (6)

  | a8
1
( u; v, w) | [ c0 | u | 0, 8

1
( | u | 1, 8

1
| w | 0, 8

1
| w | 1, 8

1
)
1
2 | v | 1, 8

1

( P u, v, w I W) , (7)
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  +u +2
L
4
( 8c)

2 [ 2
1
2 | u | 0, 8c | u | 1, 8c   ( Pu I H

1
0( 8c) 2) , (8)

  | a8c( u; v , w) | [ 2
1
2 ( | u | 0, 8c | u | 1, 8c | w | 0, 8c | w | 1, 8c | )

1
2 | v | 1, 8c

  ( P u, v, w I H
1
0( 8c) 2) , (9)

  a 8c( u; v, w) = - a8c( u; w, v)

    ( Pu, v, w I H
1
0( 8c) 2 且满足 divu = 0) (10)

成立,其中 A> 0是一常数,这里 c0及以后出现的 c1, c2, ,均表示依赖于 81的常数, c表示可

以依赖于数据( M, 81, u0, f ) 的一般性常数# 此外, 记号 + # +m, D , |#| m, D 分别表示 Sobolev

空间 H
m
(D ) 或 H

m
( D)

2
的范数和半范数, m = 0, 1, 2.

2  逼近精度

在这一节,我们将给出问题( S)c解 ( u, p ) 的逼近精度,其中( u, p ) 满足下列的弱形式

  
5 u
5 t , v 8c

+ a( u, v) + a8
1
( u; u , v) = ( f , v) 8c   ( P v I H

1
0( 8c) 2 H H ( 8c) ) ,

u(0) = u0,

(11)

其中

  a( u, v) = MQ8c
¨u # v̈dx ,

  H ( 8c) = { v I L
2
( 8c) 2; v # n | # = 0, div v = 0} .

相似的,也可以得到问题( S)的弱形式:

  
5�u
5 t , v 8c

+ a(�u, v) + a8c(�u;�u, v) = ( f , v) 8c   ( P v I H
1
0( 8c) 2 H H ( 8c) ) ,

�u(0) = u0.

(12)

通过在( 12)中取 v= �u 并利用(10) , 得到

  d
dt

| �u | 20, 8c + M| �u | 21, 8 c [ M- 1
| f |

2
- 1, 8c . (13)

关于 t 积分(13)得到

  | �u( t ) | 20, 8c+ MQ
t

0
| �u | 21, 8cdS [ | u0 |

2
0, 8c+ M- 1Q

T

0
| f |

2
- 1, 8

1
dt ,

( P t I [ 0, T ] ) . (14)

再由(12) 减去(11) 并设 w = �u - u,则对一切 v I H
1
0( 8c) 2 H H ( 8c) ,

  (5w5 t , v) + a( w, v ) + a8c( w;�u, v ) + a8c( u; w, v) -

    a8
2
( u; w, v) + a 8

2
( u;�u, v) = 0, (15)

且 w(0) = 0.

通过在(15)中取 v= w且利用(10) , 得到

  1
2

d
dt
| w |

2
0, 8c+ M| w |

2
1, 8c+ a8c( w, �u, w)

    - a 8
2
( u; w, w) + a8

2
( u;�u, w) = 0. (16)
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由于(1)和(8) ~ (10) , 可由(16)得到:

  d
dt

| w |
2
0, 8c+ M| w |

2
1, 8c [ 8

M
( | �u | 21, 8c + E2) | w |

2
0, 8c + ME2. (17)

积分(17)并利用(14) , 可以给出下列的逼近性质# 

定理 2. 1  问题(S)c对于问题( S)有下列的逼近精度:

  | �u( t ) - u( t ) |
2
0, 8c+ MQ

t

0
| �u - u |

2
1, 8cdS [

    ME2exp( 8
M2
( | u0 |

2
0, 8c+ M- 1Q

T

0
| f |

2
- 1, 8cdt + ME2T ) ) . (18)

3  正  则  性

在这一节, 我们将提供问题( Q)的解 ( u, Kp ) 的正则性# 

定理 3. 1  如果 u0 I V, f I L
2
( 0, T ; L2( 81)

2
) ,则问题( Q) 有一个唯一解( u, K, p ) 使得

  +u +2
L ] ( 0, T ; W) + + u +2

L
2
( 0, T ; H

2
( 8

1
)
2
) + +p +2

L
2
( 0, T ; H

1
( 8

1
)) +

    + 5 u
5t +2

L
2
(0, T; L

2
( 8

1
)
2
) + +K+2

L
2
( 0, T ; H

1/2
( #

2
)
2
) [

      c( | u0 |
2
1, 8

1
+ +f +2

L
2
(0, T ; L

2
( 8

1
)
2
) ) . (19)

证  在H ( 8c) 中引进Stokes算子 A = - P v具有定义域 D(A ) = H
2
( 8c) 2 H V( 8c) ,并

设 P 表示由L
2
( 8c) 2到 H ( 8c) 上的正交投影算子# 此外,由文献[ 15 ~ 16] 得知

  
+u +L

]
( 8

1
)
2 [ c4 | u |

1/ 2
0, 8

1
| Au |

1/ 2
0, 8

1
[ c4 | u |

1/ 2
0, 8

1
| Au |

1/ 2
0, 8c,

  + u +2, 8
1

[ c | Au | 0, 8
1

[ | Au | 0, 8c# 
(20)

应用投影算子 P作用于问题( S)c的两边, 形式上得到

  
5 u
5t + MAu + X 8

1
P( u # )̈ u = Pf ,

u(0) = u0# 
(21)

现在,用A u 和方程(21)在 H ( 8c)作内积, 则

  1
2

d
dt
| u |

2
1, 8

1
+ M| Au |

2
0, 8c+ a8

1
( u; u, Au) = ( f , Au) [

    M
4
| Au |

2
0, 8c + M- 1

| f |
2
0, 8

1
# (22)

根据(20)得

  | a8
1
( u; u, Au) | [ + u +L ] ( 8

1
) 2 | u | 1, 8

1
| Au | 0, 8c [

    M
4
| Au |

2
0, 8c +

c5

2
| u |

2
0, 8

1
| u |

4
1, 8

1
# (23)

这样, (22)和( 23)产生

  d
dt

| u |
2
1, 8c+ M| Au | 20, 8c [ 2

M
| f | 20, 8

1
+ c5 | u |

2
0, 8

1
| u |

4
1, 8

1
# (24)

积分(24)并应用Gronwall引理,得到

  | u( t ) |
2
1, 8c+ MQ

T

0
| Au |

2
0, 8cdS [

    exp(Q
t

0
c5 | u |

2
0, 8

1
| u |

2
1, 8

1
dS) ( | u0 |

2
1, 8c +

2
MQ

t

0
| f |

2
0, 8

1
dS)# (25)

再利用(21) , ( 14)和(25) , 导出

1145外部非定常Navier_Stokes 方程的非线性 Galerkin算法



  + 5 u
5t +L

2
(0, T; H( 8c) ) [

    cexp( 12Q
T

0
( c5 | u |

2
0, 8

1
| u |

2
1, 8

1
dS) ( | u0 |

2
1, 8c + Q

T

0
| f |

2
0, 8

1
dt )

1/ 2# (26)

再应用 inf- sup条件和方程( S)c,则导出

  +p +L
2
(0, T ; H

1
( 8

1
) ) [ c(Q

T

0
( +Au +2

0, 8
1
) + |

5 u
5 t |

2
0, 8

1
+ | f |

2
0, 8

1
)dt ) 1/ 2# (27)

此外,通过应用迹定理[ 6, 16]得到

  +K+L
2
(0, T ; H

1/2
( #

2
)
2
) [ c + u +L

2
(0, T ; H

2
( 8

1
)
2
) + c +P +L

2
(0, T ; H

1
( 8

1
))# (28)

于是, (20)和( 25) ~ (28)推出(19)# 

4  Galerkin 有限元逼近

为了简单, 主要考虑 81是多边形区域, 其它情况可以通过引入一个逼近边界 # G #2得

一推广# 设 h > 0是一个趋于零的正参数, 引进两个有限元空间( Wh , Mh) < ( W, M ) , 并设

P h: L
2
( 8 1)

2 ` Wh 表示 L2_正交投影算子# 

我样也假定 ( Wh, Mh ) 满足下列的假设:

(H1) 对于每一个 v I H
2
( 81)

2 H W和 q I H
1
( 81) H M,存在逼近 I hv I Wh和Jhq I Mh

使得

  | v - Ihv | 1, 8
1

[ c6h + v +2, 8
1
, | q - J hq | 0, 8

1
[ c6h +q +1, 8

1
# 

(H2) (反估计式)

  | v | 1, 8
1

[ c6h
- 1
| v | 0, 8

1
  ( Pv I Wh )# 

(H3) ( inf_sup条件)

  B| qh | 0, 8
1

[ sup
v
h

I W
oh

( qh , divvh)

| vh | 1, 8
1

  ( Pqh I Mh )

其中 Woh = { vh I Wh ; vh | #
2
= 0} , B是一个与h无关的正常数# 

问题(Q)的古典Galerkin有限元逼近是:找 ( uh , ph ) I L
2
(0, T ; Wh ) @ Dc(0, T ; Mh ) 使得

(Qh)

(
5 uh
5 t , v) + a0( uh, v ) + a8

1
( uh; uh , v) + < v, K( t , C0uh) > - ( p h, divv ) =

 ( f , v)   ( Pv I Wh ) ,

( q, divuh ) = 0   ( Pq I Mh ) ,

uh (0) = u0h = Phu0,

其中为了简单, 未知量 K的求解可以参考文献[ 9, 11]# 这里, 假定 K( t , C0uh)是严格由变分问

题

(Bh )Q
T

0
b( t , K, L) dt = Q

T

0
<

1
2
uh+ G( t , C0uh) , L > dt   ( PL I L

2
(0, T , +) )# 

求解的# 此外我们已在文献[ 10]中证明问题(Qh ) 和(Bh) 具有下列的逼近结果# 

定理 4. 1  假定 u0 I V, f I L
2
(0, T ; L2( 81)

2
)以及假设(H1) ~ (H3) 有效,则逼近解( uh ,

K( t , C0uh) , ph ) 满足下列的误差估计:

  | u ( t ) - uh( t ) |
2
0, 8

1
+ MQ

t

0
( | u - uh |

2
1, 8

1
+ +K( S, C0u) - K( S, C0uh) +2

+ )dS+
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  Q
t

0
( p - p h)dS |

2
0, 8

1
[ c( 81, u0, f , t ) h

2
, (29)

其中 t I [ 0, T ] ,常数 c( 81, u0, f , t ) 依赖数据( 8 1, u0, f , t )# 

5  非线性 Galerkin有限元逼近

引入离散速度的一个分裂,对离散压力不进行分裂# 因此, 需要三个有限元空间 WH , Wh

和Mh ; Wh和Mh是对应于细网格剖分Sh的速度_压力有限元空间,满足假设(H1) - (H3) ,而 WH

是对应于粗网格剖分 SH 的速度有限元空间# 引入有限元空间的一个分裂: Wh = WH + W
H
h ,

W
H
h = ( I - PH ) Wh(参见Ait Ou Ammi和Marion[ 3] , ) 空间 W

H
h 是WH 在Wh中的L

2
_正交补集# 

在算法上,寻求逼近解

  u
h
( t ) = y

h
( t ) + z

h
( t ) , y

h I WH , z
h I W

H
h , P

h
( t ) I Mh ,

使其满足

(Qh
)

du
h

dt , v + a0( u
h
, v) + a8

1
( u

h
; u

h
, v) - a8

1
( z

h
; z

h
, ( I - Ph) v ) + ( q , divu

h
) -

  ( ph , divv+ òv , K( t , C0uh)ó = ( f , T)   ( P( v, q ) I ( Wh, Mh ) ) ,

u
h
(0) = Phu0h , z

h
(0) = ( I - PH ) u0h,

其中 K( t,C0u
h
)是严格由变分问题

(Bh )Q
T

0
b( t , K( t , C0u

h
) , L)dt = Q

T

0
ò 1
2
u
h
+ G( t , C0u

h
) , Lódt

( P L I L
2
(0, T ; +) )

求解的, WHh 满足下列性质:

  | w | 0, 8
1

[ c7H | w | 1, 8
1
, C2( | v |

2
1, 8

1
+ | w |

2
1, 8

1
) [ | v+ w |

2
1, 8

1

( P v I wH , w I W
H
h ) , (30)

具有 0 < C< 1 (见[ 2, 3] )# 

此外, 根据问题( Q)的正则性结果(19) , 误差估计(29)和( 30) , 可以证明 Galerkin逼近解

( u
h
, K( t , C0 uh) , p h) 的一些正则性以及非线性Galerkin逼近解( uh , K( t , C0u

h
) , p

h
) 的一些正

则性# 

定理 5. 1  假定 u0 I V, f I L
2
(0, T ; L

2
( 81)

2
) , h < H [ H 0 和假设H1) - H3) 是有

效的# 则 uh 和 u
h
满足下列正则性估计:

  | uh( t ) |
2
1, 8

1
| + | u

h
( t ) |

2
1, 8

1
[ c8 = c( 8 1, u0, f , T )   ( P t I [ 0, T ] )# (31)

定理 5. 2  在定理 5. 1的假设下,如果H 充分小使得

  24
AC4

c
2
0 c

2
7 c

2
8H

2 [ A
8 , (32)

则问题 (Q
h
) 和( Bh) 和解( uh ,K( t , C0u

h
) p

h
) 满足下列的误差估计

  | uh( t ) - u
h
( t ) |

2
0, 8

1
+ Q

T

0
( | u

h
- u

h
|
2
1, 8

1
+ +K( S, C0uh) - K( S, C0u

h
) +2

+ ) dS+

    Q
T

0
( p h- p

h
)dt

2

0, 8
1

[ CH
4# (33)

注  进而通过将( 29)和( 33)结合起来, 我们得到
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  | u( t) - uh ( t ) | 20, 8
1
+ Q

t

0
( | u- uh | 21, 8

1
+ + K( S, C0 u) - K(S, C0u

h ) +2
+) dS+

    Q
T

0
( p - p h )dt

2

0, 8
1

[ C( h2 + H 4)# (34)

这是非线性Galerkin算法的一个渐进误差估计# 它表明如果选取 H = O( h1/ 2) 非线性Galerkin算法提供了和

Galerkin 方法相同阶的逼近精度# 

证  通过设
  Eh = u

h
- uh , Dh = ph - p

h
, Gh = K( t , C0 uh) - K( t , C0u

h
) = K( t , C0Eh) ,

则( Qh)和( Qh)产生

  5Eh
5 t , v

+ a0( Eh, v) + a8
1
( Eh; uh , v) + a8

1
( u

h
; Eh , v) +

    ( q , divEh) - ( Dh, divv) + a8
1
( z

h
; z

h
, ( I - PH ) v) +

    òv, K( t , C0Eh )ó= 0, P( v, q ) I ( Wh , Mh)# (35)

其中 Eh(0) = 0# 通过在(35) 中取 v = Eh, q = Dh ,我们得到

  1
2

d
dt
| Eh |

2
0, 8

1
+ a | Eh |

2
1, 8

1
+ a8

1
( Eh; uh , Eh) + a 8

1
( u

h
; Eh, Eh) +

    a8
1
( z

h
; z

h
, ( I - Ph) Eh ) + òEh ,K( t , C0Eh )ó = 0# (36)

根据正则性估计( 19) , ( 30) _( 31)和( 36)中关于三线性形式的一些估计式,能够导出

  d
dt

| Eh |
2
0, 8

1
+ A| Eh |

2
1, 8

1
+ òEh, K( t , C0Eh)ó [

    c( 81, u0, f , t )H 4
+ g( t ) | Eh |

2
0, 8

1
, (37)

其中 g( t ) I L
1
(0, T )# 利用文献[ 8, 10] 中得到的结论,有Q

t

0
òEh , K( S, C0Eh )ódSE 0# 因此,

通过积分(37) 并利用 Gronwall引理,有

  | Eh( t ) |
2
0, 8

1
+ AQ

t

0
| Eh |

2
1, 8

1
dS [ C( 81, u0, f , t ) H

4# (38)

再利用迹定理[ 6, 16] ,得到

  +K( t , C0Eh ) +L
2
( 0, T , +) [ cQ

T

0
| Eh |

2
1, 8

1
dS [ CH

4# (39)

最后由( 35)导出

  (Q
T

0
DhdS, divv) = ( Eh , v) + Q

T

0
A0( Eh , v)dt + Q

T

0
òEh, K( t , C0Eh)ódS+

    Q
T

0
[ a8

1
( Eh, uh , v) + a 8

1
( u

h
; Eh, v ) + A8

1
( z

h
; z

h
, ( I - PH ) v] dS, P v I W0h# 

根据假设H 3) 和上述估计式,可推出 Q
T

0
DhdS

2

0, 8
1

[ c( 81, u0, f , T )H
4# 将上述估计和(38)

~ (39) 结合得到(33)# 
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Nonlinear Galerkin Method for the Exterior

Nonstationary Navier_Stokes Equations

HE Yin_nian, LI Kai_tai

( Depar tem ent of Sci entific Computing , Faculty of Science ,

Xi. an Jiaoton g Un iver sity , Xi. an 710049 P R Chin a )

Abstract: A new algorithm combining nonlinear Galerkin method and coupling method of finite ele-

ment and boundary element is introduced to solve the exterior nonstationary Navier_Stokes equations.

The regularity of the coupling variational formulation and the convergence of the approximate solution

corresponding to the algorithm are proved. If the fine mesh h is choosed as coarse meshH _sgure, , the

nonlinear Galerkin method, nonlineatity is only treated on the coarse grid and linearity is treated on the

fine grid. Hence, the new algorithm can save a large amount of computational time.

Key words: Navier_Stokes equation; finite element; boundary element; exterior, nonlinear; galerkin

merhod
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