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摘要 :  证明了: 1) 杂交元假设应力模式线性无关是柔度矩阵非奇异的充分必要条件; 以及 2) 等

价假设应力模式形成相同的杂交元# 在此基础上建立了假设应力模式的希尔伯特应力子空间, 从

而可以利用斯密特方法简单地得到等价的正交归一化应力模式,实现了柔度矩阵对角化, 使得杂

交元形成过程中完全避免了繁杂的矩阵求逆运算, 极大地提高了杂交元分析的计算效率, 数值算

例表明该方法是确实有效的# 
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引   言

在有限元分析中,位移有限元由于构造简单而得到广泛应用,但是在板壳单元分析中存在

连续位移场的构造困难和剪切闭锁现象# 1964年卞学 [ 1]利用独立假设应力场方法提出了

杂交应力有限元,但是,不合适的假设应力场将使单元包含机动模式即零能变形模式# 为了避

免零能变形模式可以在假设应力场中增加适当的高阶应力模式, 但是过多的应力模式使假设

应力场包含大量的应力参数(或应力模式) ,从而需要花费很大工作量进行单元柔度矩阵求逆,

降低了杂交元分析的计算效率# 为了提高计算效率,应该尽可能减少假设应力场中的应力分

量或应力模式个数以减少应力参数,前者如复合材料分析中的部分杂交元方法,在假设应力场

中只包含层间连续的三个应力分量[ 2] , 后者要求在假设应力场中包含尽可能少的应力模式,其

理想情况是只包含 m(= n - r ) 个低阶应力模式并且单元避免零能变形模式,如本征函数方

法[ 3]、分类方法[ 2]、[ 4]和优化方法[ 5]等# 柔度矩阵准对角化[ 6]通过解除常应力模式和高阶应力

模式之间的耦合关系简化了柔度矩阵求逆运算, 重因式分解方法[ 7]则利用矩阵三角分解代替

柔度矩阵求逆运算, 都在不同程度上改善了杂交元分析的计算效率# 正交假设应力模式可以

使柔度矩阵成为对角矩阵,从而使杂交元分析完全避免矩阵求逆运算,本征函数方法
[ 3]
通过迭

代得到正交假设应力模式, Saether
[ 8]
则利用斯密特方法直接得到正交假设应力模式,但是,由
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于所定义的应力内积空间不包含材料特性,因此, 最后得到的正交应力模式十分复杂# 

本文建立了包含材料特性的假设应力模式希尔伯特应力子空间,从而可以简单地通过斯

密特方法得到等价的正交归一化应力模式,突出了柔度矩阵对角化, 使得杂交元形成过程中完

全避免了矩阵求逆运算, 极大地提高了杂交元分析的计算效率# 

1  杂交应力元分析方法和单元柔度矩阵非
奇异定理以及等价假设应力模式定理

在杂交元分析中,独立假设单元应力场为

  R = E
M

i= 1
RiBi = PB, (1)

其中, Ri 为假设应力模式, Bi 为对应的应力参数, P 为假设应力模式组成的应力矩阵

  P = ( R1  , RM ) , (2)

同时,假设单元位移场为

  u = Nqe , (3)

其中, N 为形函数矩阵, qe 为单元节点位移向量;则单元应变场为

  E= Bqe , (4)

其中, B 为几何矩阵# 记:

  H = QVe
P
T
SPdV, G = QVe

P
T
BdV, (5)

其中, H为单元柔度矩阵, G为杠杆矩阵, S为材料柔度矩阵, V
e为单元区域;利用广义变分原

理如赖斯纳 _赫林格变分原理等, 可以得到与一般位移有限元在形式上完全类似的矩阵控制

方程

  Keqe = f e , (6)

其中, f e 为节点等效载荷向量, Ke 为如下单元刚度矩阵

  Ke = G
T
H

- 1
G, (7)

同时,可以得到应力参数和节点位移之间关系

  B= H
- 1
Gqe , (8)

由( 6) , 利用一般有限元分析方法可以求得未知节点位移,从而进一步由( 3)、( 4)求得单元位移

场和应变场,并且由( 1) ( 8)求得单元的应力场

  R = PB= PH
- 1
Gqe# (9)

定理 1(单元柔度矩阵非奇异定理)  当且仅当假设应力模式 Ri ( i = 1, ,, M ) 线性无关

时,杂交元柔度矩阵 H 非奇异# 

证明  1) 必要性  设柔度矩阵非奇异# 如果存在 kj I R( j = 1, ,, M) 使

  k1 R1+ ,+ kMRM = E
M

j= 1
kjRj = 0, (10)

则有

  QVe
RTiS E

M

j= 1

kjRj d V = E
M

j= 1

kj QV
eR
T
iSRid V =

      E
M

j = 1

H ijkj = 0   ( i = 1, ,, M )# (11)
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因为柔度矩阵非奇异,于是

  k1 = ,= kM = 0# (12)

因此,假设应力模式线性无关# 
2) 充分性  设假设应力模式线性无关# 利用反证法,假设柔度矩阵奇异, 则方程

  E
M

j= 1
H ijkj = E

M

j = 1
QV

eR
T
iSRjdV kj = 0   ( i = 1, ,, M ) (13)

存在非零解,即存在 kj X 0使(13) 成立# 由(13) 有

  E
M

i= 1
ki E

M

j= 1
QV

eR
T
iSRj dV kj = QV

e E
M

i= 1
kiRi

T
S E

M

j = 1
kj Rj dV = 0# (14)

因为材料矩阵 S 为正定矩阵,所以

  E
M

i= 1
ki Ri = E

M

j = 1
kj Rj = 0# (15)

这与假设应力模式线性无关矛盾, 因此柔度矩阵非奇异# 证毕

定理 2(等价假设应力模式定理)  等价假设应力模式形成相同的杂交元# 
证明  如果假设应力模式 Ri 与�Ri ( i = 1, ,, M ) 等价,则存在非奇异矩阵 T, 使

  P = �PT# (16)

其中, P与�P分别为假设应力模式Ri与�Ri ( i = 1, ,, M) 组成的应力矩阵# 假设应力模式�Ri ( i

= 1, ,, M) 形成的杂交元刚度矩阵为

  �K e = �G
T
�H
- 1
�G, (17)

其中

  �H = QV
e�P
T
S�P dV, �G = QV

e�P
T
BdV# (18)

把( 16)代入( 5)有

  H = T
TQV

e�P
T
S�P dVT = T

T�HT, (19)

  G = T
TQV

e�P
T
BdVT = T

T�G# (20)

把( 19)、( 20)代入( 7) ,注意到 T 为非奇异矩阵,有

  Ke = ( T
T
�G )

T
( T

T
�HT)

- 1
( T

T
�G) = �G

T
�H
- 1
�G = �Ke# (21)

证毕

2  柔度矩阵 H 对角化方法

考虑单元区域 V
e 上的平方可积空间L

2
( V

e
) ,引进内积

  3Ri , SRj4 = QV
eR
T
iSRjdV, Ri , Rj I L

2
( V

e
)# (22)

它显然满足内积公理,因此是一个内积空间, 而且是个完备的内积空间,即希尔伯特空间# 由

假设应力模式 Ri I L
2
( V

e
) ( i = 1, ,, M ) 可构成应力子空间

  H ( P) = E
M

i= 1

RiBi , Bi I R, i = 1, ,, M < L
2
( V

e
)# (23)

如果 Ri I H ( P) 线性无关,则可以通过斯密特方法简单得到等价的正交应力模式

  

�R1 = R1 I H ( P) ,

�Ri = Ri - E
i- 1

j= 1

3Ri , S�Rj4
3�Rj , S�Rj4

�Ri I H ( P)   (对于 i = 2, ,, M)
(24)
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即正交化前后的应力模式满足

  P = �PTc, (25)

其中, �P 为�Ri ( i = 1, ,, M ) 组成的应力矩阵,而

  

T
c
ii= 1   (对于 i = 1, ,, M) ,

T
c
ji=

3Ri , S�Rj4
3�Rj , S�Rj4

  (对于 i = 2, ,, M 和j = 1, ,, i - 1) ,

T
c
ij= 0   (对于其它的)# 

(26)

对正交应力模式( 24)进一步归一化,假设应力模式为

  �R*i =
�Ri

+�Ri +   ( i = 1, ,, M) , (27)

其中

  +�Ri + = 3�Ri , S�Ri4 = QV
e�R
T
iS�RidV# (28)

( 27)可以写成以下矩阵形式

  �P = �P *
Td, (29)

其中, �P
*
为 �R

*
i ( i = 1, ,, M) 组成的应力矩阵,而

  
T

d
ii= +�Ri +   (对于 i = 1, ,, M) ,

T
d
ij= 0   (对于其他的)# 

(30)

由( 25)、( 29)有

  P = �PTc= �P* TdTc = �P *
T, (31)

其中

  T = TdTc# (32)

因此,根据定理 2,可以利用等价的正交归一化应力模式( 27)形成相同的杂交元,

  Ke = �K*
e = ( �G*

)
T
( �H *

)
- 1�G*

, (33)

其中

  �H *
= QV

e( �P
*
)
T
S�P * d V, �G *

= QV
e( �P

*
)
T
BdV# (34)

利用正交归一化应力模式性质

  3�R*i , S�R*j 4=
+�R*i +2

= 1   ( i = j )

0   ( i X j )
  ( i , j = 1, ,, M )# (35)

则单元柔度矩阵不仅为对角矩阵而且为单位矩阵

  �H *
= QV

e( �P
*
)
T
S�P * d V =

+�R*1 +2

w

+�R*M +2

= IM, (36)

其中 IM为M 阶单位矩阵, 从而实现了柔度矩阵 H对角化, 使杂交元在形成过程中完全避免了

矩阵求逆运算

  Ke = �K*
e = ( �G*

)
T
( �H *

)
- 1�G*

= ( �G*
)
T�G* # (37)

在有限元分析中,经常对单元坐标变换和单元位移场采用相同的插值函数,假设等参数坐

标(自然坐标)变换为

  x = Nxe# (38)
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其中, xe 为单元节点坐标, N 为与(3) 中相同的形函数矩阵, 利用等参数坐标变化(38) 可以把

任意单元区域映射到自然坐标系下的矩形单元区域

  V
0
= - 1 < N, G, F< 1 # (39)

从而内积( 22)可写成

  3Ri , SRj4 = QV
0 R
T
iSRj | J | dV, (40)

其中, J 为坐标变换的雅可比矩阵# 在杂交元分析中,为了通过小片试验必须采用单元形心

处雅可比矩阵代替整个单元的雅可比矩阵,即单元雅可比矩阵的行列式为常数
[ 7]

  | J | = | J( N, G, F) | U | J (0, 0, 0) | S J 0, (41)

此时,内积( 40)可写成

  3Ri , SRj4 = QV
0 R
T
iSRj | J | dV = J03Ri , SRj4V

0, (42)

其中

  3Ri , SRj4V
0 = QV

0 R
T
iSRjdV, (43)

仅与 V
0 有关而与 V

e 无关, 利用(42) ,正交应力模式(24) 可写成

  

�R1 = R1,

�Ri = Ri - E
i- 1

j= 1

3Ri , S�Rj4V
0

3�Rj , S�Rj4V
0
�Rj   (对于 i = 2, ,, M )# 

(44)

可见,假设应力模式正交化只需在等参数坐标系矩形单元区域进行, 记

  +�Ri +V
0 = 3�Ri , S�Ri4V

0 = QV
0�R

T
iS�RidV, (45)

则( 28)可写成

  +�Ri + = QV
e�R
T
iS�RidV = J 0QV

0�R
T
iS�RidV = J 0 +�Ri +V

0 , (46)

从而正交归一化应力模式( 27)可写成

  �R*i =
�Ri

+�Ri + =
�Ri

J 0 +�Ri +V0
=

1

J 0
R*i   ( i = 1, ,, M ) , (47)

其中

  R*i =
�Ri

+�Ri +V
0

  ( i = 1, ,, M ) , (48)

为等参坐标系下的正交归一化应力模式# 因为只需要在等参坐标系下进行正交归一化, 所以

可以在杂交元分析之前统一给出正交归一化应力模式的显式形式, 从而极大地提高了杂交元

分析效率# 

3  数 值算 例

在以下四节点平面杂交应力有限元的算例中,分别采用四种不同形式的假设应力模式

  P Ñ =

1 0 0 G 0

0 1 0 0 N

0 0 1 0 0

[ 1]

, (49)

  PÒ =

1 0 0 G 0 0

0 1 0 0 N G

0 0 1 0 0 0

, (50)
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  PÓ =

1 0 0 G 0 0

0 1 0 0 N 0

0 0 1 0 0 G

, (51)

  PÔ =

1 0 0 N 0 0 G 0 0

0 1 0 0 N 0 0 G 0

0 0 1 0 0 N 0 0 G

[ 9]

# (52)

利用( 48)可以分别给出等参坐标系中等价的归一化应力模式

  P
*
Ñ =

2a 2bM 0 6aG 0

0 2b 0 0 6 aN

0 0 c 0 0

, (53)

  P
*
Ò =

2a 2bM 0 6aG 0 6 bMG

0 2b 0 0 6 aN 6 bMN

0 0 c 0 0 0

, (54)

  P
*
Ó =

2a 2bM 0 6aG 0 0

0 2b 0 0 6 aN 0

0 0 c 0 0 cG

, (55)

  P
*
Ô =

2a 2bM 0 6aN 6bMN 0 6 aG 6bMG 0

0 2b 0 0 6bN 0 0 6bG 0

0 0 c 0 0 3cN 0 0 3cG

, (56)

其中, a、b 和 c分别为与材料参数弹性模量E 和泊松比M有关的常数

  a =
2E
4

, b =
a

1 - M
2
, c =

a

1+ M
# (57)

从而,利用( 47) ,任意单元的正交归一化应力模式为

  �P*Ñ =
1

J 0
P
*
1 , �P

*
Ò =

1

J 0
P
*
Ò , �P

*
Ó =

1

J 0
P
*
Ó, �P

*
Ô =

1

J 0
P
*
Ô# (58)

由四种应力模式形成的杂交应力元分别记为 Q( P Ñ )、Q( PÒ)、Q( PÓ ) 和 Q( PÔ) ,可以证明,

等函数方法所得假设应力模式形成的杂交元 Q( PÔ) 与其对应位移元 Q4完全等价
[ 2]
,因此不

能克服剪切自锁# 

算例 1  简支悬臂梁

图1为纯弯曲和横向剪切载荷下的 10 @ 2 @ 1简支梁, 采用了两种不同的离散网格即( a) 1

@ 5规则网格和( b) 1 @ 5不规则网格,表中给出了 A 点垂直挠度vA 和B 点弯曲应力RxB 以及剪

切应力 SxyB 的数值结果# 从数值结果可见, Q( P Ñ )、Q( PÒ ) 和 Q( P Ó) 都很好地克服了剪切

自锁,而 Q( PÔ) 却不能# 

算例 2  MacNeal细长梁

图2为MacNeal和Harder建议的 6 @ 012 @ 011细长梁[ 10] , 采用三种不同的离散网格即( a)

1 @ 6规则网格和( b) 1 @ 6梯形网格和( c) 1 @ 6平行四边形网格,MacNeal已经证明利用梯形网

格进行分析经常导致梯形自锁[ 11] , 表中给出了 A 点垂直挠度的数值结果# 从数值结果可见,

Q( P Ñ ) 和 Q( PÒ ) 能够很好地克服梯形自锁, 而 Q( PÓ)、Q( PÔ) 却不能, 但是, 对于规则网

格, Q( PÓ ) 仍然可以给出比 Q( PÔ) 好的分析结果# 
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通过数值算例可见, 柔度矩阵对角化方法在提高杂交元计算效率同时并不影响单元的特

性,对性能好的单元仍然保持良好的性能# 

单 元
纯弯曲 纯剪切

MA RxB SxyB MA RxB SxyB

Q( P Ñ ) 1001013 - 3 000140 0100 1011513 - 4 050154 150100

Q( P Ò) 931762 5 - 3 000140 0100 951324 9 - 4 050154 150100

Q( P Ó) 1001013 - 3 000140 0100 1011513 - 4 050154 150100

Q( PÔ) 691190 9 - 2 182111 0100 701000 9 - 2 945185 150100

理论解 100 - 3 000 0 10216 - 4 050 150

( a) 1@ 5 规则网格 ( E = 1 500, M= 0125, t = 1)

单 元
纯弯曲 纯剪切

MA RxB SxyB MA RxB SxyB

Q( P Ñ ) 1001013 - 3 000140 0100 1011312 - 4 163105 150100

Q( P Ò) 931762 5 - 3 000140 0100 951156 5 - 4 163105 150100

Q( P Ó) 1001013 - 3 000140 0100 1011308 - 4 163105 166178

Q( PÔ) 601353 7 - 2 360152 - 17183 641723 8 - 3 273175 131124

理论解 100 - 3 000 0 10216 - 4 050 150

( b) 1@ 5 不规则网格 ( E = 1 500,M= 01 25, t = 1)

图 1  纯弯和横向剪切载荷下简支悬臂梁

4  结   论

1) 证明了杂交元假设应力模式线性无关是柔度矩阵非奇异的充分必要条件; 2) 证明了

等价假设应力模式形成相同的杂交元; 3) 构造了杂交元假设应力模式的希尔伯特应力子空
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间,从而可以利用斯密特方法得到等价的正交归一化应力模式; 4) 提出了柔度矩阵对角化方

法,数值算例表明,该方法在极大地提高了杂交元计算效率的同时,并不影响单元的性能# 

( a) 1@ 6规则单元( E = 107, M= 013, t= 0. 1)

( b) 1@ 6 梯形单元( E= 10
7
, M= 013, t= 0. 1)

( c) 1 @ 6 平行四边形单元( E= 107 ,M= 013, t= 0. 1)

单 元
纯弯曲 MA 纯剪切 MA

( a) ( b) ( c) ( a) ( b) ( c)

Q( P Ñ ) 01005 4 01005 4 01005 4 01107 3 01107 3 01107 3

Q( P Ò) 01004 9 01004 9 01004 9 01097 7 01097 7 01097 7

Q( P Ó) 01005 4 01000 4 01001 7 01107 3 01006 6 01045 9

Q( PÔ) 01000 5 01000 2 01000 4 01010 1 01001 6 01006 2

理论解 01005 4 01005 4 01005 4 01108 1 01108 1 011081

图 2 横向剪切和弯曲载荷下的 MacNeal细长梁
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The Stress Subspace of Hybrid Stress Element and the

Diagonalization Method for Flexibility MatrixH

ZHANG Can_hui,  FENGWei,  HUANG Qian
( Shangha i In stitut e of Applied Mathem atics and Mechanics ,

Shanghai Univ er sity , Shan gha i 200072, P R China )

Abstract: The following is proved: 1) The linear independence of assumed stress modes is the neces-

sary and sufficient condition for the nonsingular flexibility matrix. 2) The equivalent assumed stress

modes lead to the identical hybrid element. The Hilbert stress subspace of the assumed stress modes

is established. So, it is easy to derive the equivalent orthogonal normal stress modes by Schmidt. s

method. Because of the resulting diagonal flexibility matrix, the identical hybrid element is free from

the complex matrix inversion so that the hybrid efficiency is improved greatly. The numerical exam-

ples show that the method is effective.

Key words: hybrid stress finite element; Hilbert stress subspace; diagonalization method for flexibil-i

ty matrix
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