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旋转壳在子午面内整体弯曲的几何非
线性摄动有限元法及在波纹管

计算中的应用( Ñ)
X
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(上海大学, 上海市应用数学和力学研究所, 上海 200072)

(我刊编委黄黔来稿)

摘要 :  为切实有效地计算波纹管, 建立了旋转壳在子午面内整体弯曲几何非线性问题的摄动有

限元法# 以结构环向应变的均方根为摄动小参数,将有限元节点位移列式和节点力列式直接展开# 

通过摄动小参数将非线性有限元的载荷分级和迭代过程有机地统一起来, 即载荷的分级是有约束

的, 每一级载荷增量和所对应的位移增量之间的关系是已知的,每一级的计算一步到位# 为叙述方

便并具实用性,将旋转壳用截锥壳单元进行离散# 位移分量和载荷分量沿环向按 Fourier级数展开,

沿子午线用多项式插值,端面弯矩和横向力化成载荷分量离散到节点上# 采用 Sanders 中小转角非

线性几何方程和各向同性广义 Hooke定律# 对多层材料叠合而成的旋转壳按各层薄膜应变、弯曲应

变、扭转应变相等的原则进行处理, 该方法能方便有效地计算单层和多层波纹管整体纯弯曲、横向弯

曲的几何非线性问题# 并为有限元处理非线性问题提供了一条新途径# 
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引   言

波纹管是一类子午线呈波纹状的旋转壳# 通常,作为弹性元件的波纹管位移都较大,作为柔

性连接件的波纹管局部可能进入塑性# 因此,波纹管问题一般是具有复杂形状的旋转壳的几何

非线性问题和材料非线性问题# 波纹管的计算,精确解[ 1~ 5]
非常可贵, 但难于适应较一般的情

况,比如,由多层材料制成的波纹管,波纹管的非线性问题等# 

用几层薄板叠合起来通过压力加工制成的波纹管,具有更好的柔性和可靠性,是工程中普遍

使用的波纹管# EJMA[ 6]标准按层间可分离的梁处理多层波纹管问题# 以往的薄壳理论分析、数

值分析未见涉及多层波纹管问题,也未见涉及波纹管整体纯弯曲、横向弯曲的非线性问题# 

摄动法是处理非线性问题的有效方法之一# 钱伟长[ 7, 8] ( 1947, 1948)等作了开创性的工作,黄

黔[ 9, 10] (1982, 1986)以挠角加权平均为小参数给出了复合载荷下圆薄板大挠度问题的摄动解及用

此小参数结合初参数法给出了轴对称旋转壳几何非线性问题的数值解# 在处理板壳几何非线性
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问题时,经验表明,如果仅取结构某一点的位移为摄动小参数,当该点的实际位移为零时则摄动

法失效# 但若取某一位移在结构内的加权平均值为小参数能克服这一困难[ 9]# 但作者认为, 对

于U型波纹管,由于环板的挠角或径向位移与环壳的挠角或径向位移之间有较大的差别,若仍以

挠角或径向位移的加权平均作小参数,摄动解的有效范围将会变小# 

迭代法和载荷增量法是有限元处理非线性问题时最常用的方法# 但基于这两种方法求解非

线性问题,解的真伪一般要经过多次反复比较才能确定# 正如 D. Bushnell(见[ 11] )所指出的那

样: /增量分析给出一个解,需要用另一次不同步长的分析来估算这个解的性能;一种迭代分析可

能因为程序或数据的错误、数值误差、非线性超过算法所能适应的程度,或者给定载荷大于结构

的破坏载荷而不能收敛# 0R.D. Cook(见[11] )把这一过程比喻为: /很像我们在浓雾中穿行蜿蜓

小路# 我们在路上迈步,观望四周,找出方向,沿这个方向再迈一步,再次观望,如此继续下去# 0

故为切实有效地分析波纹管问题,本文提出旋转壳在子午面内整体弯曲几何非线性问题的

摄动有限元法# 采用 Sanders
[ 12]

( 1963)中小转角非线性几何方程, 将旋转壳用截锥壳单元
[ 7, 8]
进

行离散,位移分量和载荷分量沿纬线按 Fourier级数展开,沿子午线用多项式插值,端面弯矩和横

向力化成载荷分量离散到节点上# 对多层材料叠合而成的旋转壳按各层薄膜应变相等, 弯曲应

变、扭转应变相等的原则进行处理# 摄动法以环向应变的均方根为小参数将节点位移列式、节点

力列式直接展开# 本文通过摄动小参数将非线性有限元的载荷分级和迭代过程有机统一起来,

即载荷的分级是有约束的,每一级载荷增量和所对应的位移增量之间的关系是已知的,每一级的

计算一步到位# 数值结果表明,该摄动法在材料屈服之前都是有效的# 本方法对波纹管的计算

和讨论见(Ò)# 

( a)                   ( b)

图 1 旋转壳局部及截锥壳单元

图 2 单元内力及内力矩正方向
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1  基 本方程

旋转壳在子午面内整体弯曲,即旋转壳在受力和变形关于一子午面对称(设该子午面的经度

角 H= 0)# 在这种情况下,壳中面上任一点的经向位移 u、环向位移 v和法向位移w 可沿环向用

Fourier级数展开成下列形式:

  

u( s, H)

v ( s , H)

w ( s, H)

= E
]

n= 1

cosnH 0 0

0 sinnH 0

0 0 cosnH

un( s)

vn( s)

wn( s )

, 或 f = Cn f n, (1)

在式( 1)中, s为沿经线的弧坐标,待求的量是un( s)、vn( s )和w n( s) ,它们和 H无关# 因此,可只

在壳的一条经线上划分单元# 我们取直线单元, 一个直线单元代表一个截顶锥,一个节点代表

一个截圆# 现考虑一单元 e,节点编号为 i , j ; r 为平行圆半径(图1)# 

设在局部坐标系下,第 n项的节点位移为

  
dn = uni vni wni ; ni unj vnj w nj ; nj

T
,

; ni = (dwn/ ds ) i , ; nj = (dwn / ds) j# 
(2a, b)

位移函数为

  
un( s) = A1+ A2s, vn( s) = A3+ A4s,

wn( s) = A5+ A6s + A7s
2
+ A8s

3# 
(3a, b, c)

则位移矩阵

  f n = Ndn, N = N
T
u N

T
v N

T
w

T
  ( N= s/ l ) , (4a, b)

  Nu = 1 - N 0 0 0 N 0 0 0 , (4c)

  Nv = 0 1- N 0 0 0 N 0 0 , (4d)

  Nw = 0 0 1- 3N2+ 2N3 l ( N- 2N2+ N3) 0 0

       3N2- 2N3 - l( N2- N3) # (4e)

于是,式( 1)可以写成

  f = Cn Ndn# (5)

我们采用Sanders[ 12]中小转角非线性几何方程, 应变 E 分为线性应变 EL 和非线性应变

ENL 之和

  E= Es EH Cs H Js JH Js H
T
, E= EL+ ENL, (6)

  EL =

5u /5 s
( usinU+ 5v/ 5H+ w cosU) / r

(5 u/5H+ r5v /5 s - v sinU) / r

5X / 5s
( XsinU+ 5 Y/ 5H) / r

(5X / 5H+ r5 Y/5 s - YsinU+ Z cosU) / r

, (7a)

  ENL =
1
2

X
2
+ Z

2

Y
2
+ Z

2

2XY

03@ 1

,

X

Y

Z

=

- 5w / 5s
(- 5w / 5H+ v cosU) / r

(- 5u/ 5H+ r5v/ 5s + vsinU) / 2r

# (7b, c)

将式( 5)代入( 7a, c)得
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EL = BLdn, BL = b
T
1 b

T
2 b

T
3 b

T
4 b

T
5 b

T
6

T
, (8a)

b1 = -
1
l

0 0 0 -
1
l

0 0 0 cosnH, (8b)

b2 =
(1- N) sinU

r
n(1 - N)

r
(1- 3N

2
+ 2N

3
) cosU

r
l ( N- 2N

2
+ N

3
) cosU

r

    NsinU
r

nN
r

(3N
2
- 2N

3
) cosU

r
l (- N

2
+ N

3
) cosU

r
cosnH, (8c)

b3 = -
n(1- N)

r
-

1
l
-

(1- N) sinU
r

0 0 -
nN
r

1
l
-
NsinU
r

0 0 sinnH, (8d)

b4 = 0 0
6- 12N

l
2

4- 6N
l

0 0
- 6+ 12N

l
2

2- 6N
l

cosnH, (8e)

b5 = 0
n(1 - N) cosU

r
2

n
2
(1- 3N2+ 2N3)

r
2 -

l(6N+ 6N2)sinU
rl

    n
2
l ( N- 2N2+ N3)

r
2 -

(1- 4N+ 3N2) sinU
r

0
nNcosU
r
2

    n
2
(3N2- 2N3)

r
2 -

(6N- 6N2) sinU
rl

n
2
l (- N2+ N3)

r
2 -

(- 2N+ 3N2)sinU
r

cosnH, (8f)

b6 =
n(1 - N) cosU

2r 2
- 3cosU
2rl

-
(1- N) cosU

2r 2

  
2n(- 6N+ 6N2)

rl
-

n(1- 3N2+ 2N3) sinU
r
2

    2n(1- 4N+ 3N2)
r

-
nl( N- 2N2+ N3) sinU

r
2

nNcosU
2r 2

3cosU
2rl

-
NcosUsinU

2r 2

    2n(6N- 6N
2
)

rl
-

n(3N
2
- 2N

3
) sinU

r
2

  
2n(- 2N+ 3N2)

r
-

nl(- N2+ N3) sinU
r
2 sin nU# (8g)

把式( 5)代入( 7c)得

  X Y Z
T
= g

T
x g

T
x g

T
z

T
dn , (9a)

  gx = 0 0 -
6(- N+ N

2
)

l
- (1- 4N+ 3N2)

       0 0 -
6( N- N

2
)

l
- (- 2N+ 3N2) cosnH, (9b)

  gy = 0
(1- N) cosU

r
n(1 - 3N2+ 2N3)

r
nl (N- 2N2+ N3)

r

       0 NcosU
r

n(3N2- 2N3)
r

nl (- N2+ N3)
r

sinnH, (9c)

  gz =
n(1- N)

2r -
1
2l +

(1- N) sinU
2r 0 0

     nN
2r

1
2l

+
NsinU
2r

0 0 sinnH# (9d)

将上式代入式(7b) ,非线性应变 ENL可表为
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  ENL =
1
2

( gx dn )
2
+ (gz dn)

2

( gy dn )
2
+ (gz dn)

2

2(gx dn) ( gy dn )

03@ 1

# (10)

内力分量为(正方向如图 2)

  R = Ns NH N s H Ms MH Ms H
T# (11)

弹性矩阵 D为

  D =
Eh

1- M
2

D1 0

0 D2
, D1 =

1 M 0

M 1 0

0 0 (1- M) / 2

, (12a, b)

  D2 =

h
2
/ 12 Mh2/ 12 0

Mh2/ 12 h
2
/ 12 0

0 0 (1- M) h2/ 24

# (12c)

内力应变关系为

  R = DE# (13)

将式( 6)和(8)代入上式,得

  R = DBL dn + DENL# (14)

令

  Rn = Rui Rvi Rwi RHi Ruj Rvj Rwj RHj
T

(15)

为节点力或等效节点力,对单元运用虚功原理

  DU = DW, DU = QA
DET RdA , DW = DdTnRn, (16a, b, c)

将式( 6)和(14)代入式( 16b) ,得

  DU = DUL + DUN1+ DUN 2+ DUN 3# (17)

线性应变产生的应变能的变分

  DUL = Dd
T
n QA

B
T
LDBLdA dn = Dd

T
nKLdn, (18)

  KL = QA
B
T
LDBLdA# (19)

KL为单元线性刚度矩阵# 与非线性应变有关的应变能的变分为

  

DUN1 = DdTnQA
B
T
LDENLdA,

DUN 2 = QA
DETNLDBLdAdn ,

DUN 2 = QA
DE

T
NLDENLdA# 

(20)

关于非节点载荷的处理# 与式( 1)相对应,设作用在壳上的载荷可以表示成

  

qu( s, H)

qv ( s , H)

qw( s , H)

= E
]

m= 1

cosmH 0 0

0 sinmH 0

0 0 cosmH

qum( s)

qvm( s)

qwm( s )

, 或 q = Cmqm# (21)

与之等效的作用在单元节点上的集中力为式( 15) ,这两种载荷在虚位移�dn上作的虚功相等# 即
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  �dTn Rn = QA
�f
T
qdA# (22)

其中�f 为与 f (见式5) 相对应的虚位移

  �f T = �dTn NT
C
T
n = �dn N

T
Cn# (23)

将式( 21)和( 23)代入(22) ,得

  Rn = QA
N
T
CnCmqmdA# (24)

对图1所示的旋转壳,设上端 A 的位移边界条件是齐次的,即

  �f = 0# (25)

利用式( 21) ,下端 B 作用的弯曲载荷可以化成:

  Ly = Q
2P

0
qu( rB cosH) rBdH=

     Q
2P

0
( E

]

m= 1
qumcosmH) ( rB cosH) rBdH=

qu1Pr
2
B   m = 1,

0    m > 1,

  Px = Q
2P

0
qvsinHrBdH=

     Q
2P

0 E
]

m= 1

qvmsinmH sinHrBdH=
qv1PrB   m = 1,

0    m > 1,

所以 qm = q1 = Ly /Pr
2
B Px /PrB 0

T
, q = Cmqm = C1q1,将其代入式(24) ,仅沿端面(节点 j ,

N= 1) 的圆周积分,得由 Ly 和 Px 产生的等效节点力

  Rn = R1 = 0 0 0 0 Ly / rB Px 0 0 T
, Rn = 0   ( n > 1)# (26)

实际计算中,往往只需要考虑单一载荷的作用# 在纯弯曲情况下, Ly X 0, Px S 0,

  Rn = R1 = 0 0 0 0 Ly / rB 0 0 0 T# (27)

仅在横向力作用下, Px X 0, Ly S 0,

  Rn = R1 = 0 0 0 0 0 Px 0 0 T# (28)

在研究波纹管的横向位移问题时,由于弯矩的反对称性,当中的横截面上弯矩为零, 因此沿

该截面将波纹管一分为二,节点载荷即可按式( 28)处理# 

以上各关系式都是对某单元在局部坐标系中建立的,结构总节点平衡方程的建立将在整体

坐标系中进行# 坐标系如图1,记整体坐标系中的量在相应的字母上加/ - 0# 整体坐标中的量与

局部坐标中对应的量有如下关系式:

  dn = #�dn, Rn = #�Rn , �KL = #TKL #, (29a ~ c)

其中

  # =
#1 0

0 #1
, #- 1 = #T, #1 =

cosA 0 sinA 0

0 1 0 0

- sinA 0 cosA 0

0 0 0 1

(29d ~ f)

为坐标转换矩阵# 从单元到整体的集合过程与通常的有限元法一样# 

2  摄 动方程

将摄动小参数 K定义为
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  K2 =
1
+ E

N
e

k= 1
QA

k

v
2Pr

2

dA k , + = E
N
e

k= 1

A k# (30)

其中, v为环向位移由式(1) 的分量表示, Ne 为单元总数, A k为第 k个单元的面积, +为离散结构

的总面积# 

将节点位移 dn 和节点力 Rn 用 K展开:

  dn = Kd (1)n + K3d (3)n + K5d (5)n + ,, (31)

  Rn = KR (1)
n + K3R (3)

n + K5R (5)
n + ,# (32)

将式( 31)、( 32)代入( 16c)

  DW = K2Dd (1)Tn R
(1)
n + K4[Dd (3)Tn R

(1)
n + Dd (1)Tn R

(3)
n ] +

       K6[Dd (5)Tn R
(1)
n + Dd (3)Tn R

(3)
n + Dd (1)Tn R

(5)
n ] + ,# (33)

将式( 31)、( 32)代入( 18)

  DUL = K
2
Dd

(1)T
n KL d

(1)
n + K

4
[Dd

( 3)T
n KLd

(1)
n + Dd

(1)T
n KLd

(3)
n ] +

       K6[Dd (5)Tn KLd
(1)
n + Dd

(3)T
n KLd

( 3)
n + Dd

(1)T
n KLd

(5)
n ] + ,# (34)

将式( 31)代入( 10)

  ENL = K2E2+ K4E4+ K6E6+ ,, (35a)

  E2 =
1
2

[ gx d
(1)
n ]

2
+ [ gz d

(1)
n ]

2

[ gy d
(1)
n ]

2
+ [ gz d

(1)
n ]

2

2[ gx d
(1)
n ] [ gy d

(1)
n ]

03@ 1

, (35b)

  E4 =

[ gx d
(1)
n ] [ gx d

(3)
n ] + [ gz d

(1)
n ] [ gz d

(3)
n ]

[ gy d
(1)
n ] [ gy d

(3)
n ] + [ gz d

(1)
n ] [ gz d

(3)
n ]

[ gx d
(1)
n ] [ gy d

(3)
n ] + [ gx d

(3)
n ] [ gy d

(1)
n ]

03@1

, (35c)

  E6 =

[ gx d
(3)
n ]

2
/ 2+ [ gx d

(1)
n ] [ gx d

(5)
n ] + [ gz d

(3)
n ]

2
/ 2+ [ gz d

(1)
n ] [ gz d

(5)
n ]

[ gy d
(3)
n ]

2
/ 2+ [ gy d

(1)
n ] [ gy d

(5)
n ] + [ gz d

(3)
n ]

2
/ 2+ [ gz d

(1)
n ] [ gz d

(5)
n ]

[ gx d
(3)
n ] [ gy d

(3)
n ] + [ gx d

(1)
n ] [ gy d

(5)
n ] + [ gx d

(5)
n ] [ gy d

(1)
n ]

03@1

# (35d)

对式( 35a)进行变分和转置

  DETNL = Dd (1)Tn [ K2FT
12+ K4FT14+ K6FT

16+ ,] +

      Dd (3)Tn [ K
4
F
T
34+ K

6
F
T
36+ K

8
F
T
38+ ,] +

      Dd (5)Tn [ K6FT
56+ K8FT

58+ K10FT
510+ ,] + , (36a)

  F12 =

[ gx d
(1)
n ] #gx + [ gz d

(1)
n ] #gz

[ gy d
(1)
n ] #gy + [ gz d

(1)
n ] #gz

[ gx d
(1)
n ]#gy + [ gy d

(1)
n ] #gx

03@1

, (36b)
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  F14 =

[ gx d
(3)
n ]#gx + [ gz d

(3)
n ]#gz

[ gy d
(3)
n ]#gy + [ gz d

(3)
n ]#gz

[ gx d
(3)
n ]#gy + [ gy d

(3)
n ]#gx

03@ 1

, (36c)

  F16 =

[ gx d
(5)
n ] #gx + [ gz d

(5)
n ] #gz

[ gy d
(5)
n ] #gy + [ gz d

(5)
n ] #gz

[ gx d
(5)
n ]#gy + [ gy d

(5)
n ] #gx

03@1

, (36d)

  

F12 = F34 = F56,

F14 = F36 = F58,

F16 = F38 = F510# 

(36e ~ g)

将式( 17) ~ ( 20)及( 31) ~ (36)代入式( 16) ,由于等式对任意 K值成立,故可依 K的不同幂次

分别相等,得到

K2: Dd (1)Tn KLd
(1)
n = Dd (1)Tn R

( 1)
, (37a)

K3: Dd (1)Tn QA
F12DBLdA d

(1)
n + QA

BLDE2dA S 0, (37b)

K
4
: Dd

(3)T
n KLd

(1)
n + Dd

(1)T
n KLd

(3)
n + QA

F12DE2dA = Dd
(3)T
n R

(1)
+ Dd

(1)T
n R

(3)
, (37c)

K5: Dd (1)Tn QA
F14DBLdA d

(1)
n + QA

F12DBLdA d
(3)
n + QA

BLDE4dA +

      Dd (3)Tn QA
F34DBLdA d

(1)
n + QA

BLDE2dA S 0, (37d)

K6: Dd (5)Tn KLd
(1)
n + Dd (3)Tn KLd

(3)
n + QA

F34DE2dA +

      Dd (1)Tn KLd
(5)
n + QA

F14DE2dA + QA
F12DE4dA =

      Dd (5)Tn R
(1)
+ Dd (3)Tn R

(3)
+ Dd (1)Tn R

(5)# (37e)

由式( 36e)可知,其中QA
F34DE2dA = QA

F12DE2dA# 依各等式中 Dd (1)n 、Dd
(3)
n 、Dd

(5)
n 的系数之和为

零,删除恒为零的等式及重复的方程,得

  KL d
(1)
n = R

(1)
, KLd

(3)
n + QA

F12DE2dA = R
(3)
, (38a, b)

  KL d
(5)
n + QA

F14DE2dA +QA
F12DE4dA = R

(5)# (38c)

现在我们将摄动小参数的定义式( 30)展开,由式( 4)、( 5)得:

  v = sin nHNv dn = sinnHNv Kd (1)n + K3d ( 3)n + K5 d ( 5)n + , , (39)

将式( 39)代入( 30) ,使等式两边 K的同次幂相等,得

K2: 1
+ E

N
e

k= 1
QA

k

sin
2
nH

4P2r2
[ Nv d

(1)
n ]

2dA k = 1, (40a)

K4:
1
+ E

N
e

k= 1QA
k

sin2nH
4P2r2

2[ Nv d
(1)
n ] [ Nv d

(3)
n ]dAk = 0, (40b)
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K6:
1
+ E

N
e

k= 1
QA

k

sin2nH
4P2r2

[Nv d
(3)
n ]

2
+ 2[Nv d

(1)
n ] [ Nv d

(5)
n ] dA k = 0# (40c)

再看边界条件,将式( 31)代入( 25) ,可得到各阶齐次的边界条件

  �f (1) = 0, �f ( 3) = 0, �f (5) = 0, ,# (41a ~ c)

将式(38)、(40)、(41)中各式的( a)归入(A) , ( b)归入( B) , ( c)归入( C) ,并在整体坐标系中集

成,得下列问题(加/ - 0的量是对应的不加/ - 0的量在整体坐标系中的集成, 坐标变换见式

(29) :         

(A)  

�KL�d
(1)
n = �R

(1)
n ,

�f (1) = 0   在已知位移边界上,

E
N
e

k= 1
QA

k

sin
2
nH

4P2r2
[ Nv d

(1)
n ]

2dA k = +# 

(42)

(43)

(44)

(B)  

�KL�d
( 3)
n = �R (1)

n + �P3, P3 = -QA
F12DE2dA,

�f (3) = 0   在已知位移边界上,

E
N
e

k= 1QA
k

sin2nH
4P2r 2

[ Nv d
( 1)
n ] [ Nv d

(3)
n ] dAk = 0# 

(45)

(46)

(47)

(C)  

�KL�d
( 5)
n = �R (5)

n + �P4+ �P5, P4 = -QA
F14DE2dA, P5 = - QA

F12DE4dA ,

�f (5) = 0   在已知位移边界上,

E
N
e

k= 1
QA

k

sin
2
nH

4P2r 2
[ Nv d

(3)
n ]

2
+ 2[ Nv d

(1)
n ] [Nv d

(5)
n ] dA k = 0# 

(48)

(49)

(50)

    ,,# 

3  摄动方程的解

将旋转壳(图 1)分为N e 个单元,节点由 A 至 B 顺序编号, A 点为/ 10, B 点为/ Nj0,结构总节

点数为 Nj = N e + 1,总自由度为 4Nj# 

我们只考虑单一载荷作用的情况,即只有Ly 作用或只有Px 作用,相应的节点力由式(27) 或

(28) 表示# 通过式(32) 可将其写成统一的形式:

  

Rn = R1 = pH , p =
Ly / rB   ( Ly X 0, Px = 0) ,

Px    ( Ly = 0, Px X 0) ,

H =
0 0 0 0 1 0 0 0

T   ( Ly X 0, Px = 0) ,

0 0 0 0 0 1 0 0 T   ( Ly = 0, Px X 0) ,

R
(1)
n = p

(1)
H , R

(3)
n = p

( 3)
H , R

(5)
n = p

(5)
H , ,,

p = Kp (1) + K3p (3) + K5p (5) + ,# 

(51)

下面按问题的顺序求解# 对于问题( A) ,先令 p
(1)

= 1,由式(42)、(43) 解得相应的节点位移

�e (1)n ,于是,实际 1阶节点力产生的 1阶节点位移可表为:

  �d (1)n = p
(1)�e (1)n # (52)

对应的 1阶单元节点位移为:
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  d
(1)
n = p

(1)
e
(1)
n # (53)

将式( 53)代入( 44) ,得到

  p
(1)

= + / 51, 51 = E
N
e

k= 1
QA

k

sin
2
nH

4P2r 2
[ Nv e

(1)
n ]

2dA k# (54)

对于问题( B) , 从式( 53)、( 54) , ( 35b)、( 36b)及(45)可知, 由于问题( A)的确定, P3 为已知

# 因此,由式(45)、(46) ,当 P3单独作用时,可解得相应的节点位移 �$3;当 p
(3)

= 1单独作用时,可

解得相应的节点位移�e (3)n = �e(1)n # 于是,实际 3阶节点位移可表为:

  �d (3)n = p
(3)�e (1)n + �$3, (55)

对应的 3阶单元节点位移为:

  d
(3)
n = p

(3)
e
(1)
n + $3# (56)

将式( 56)代入( 47) ,得到

  p
(3)

= - 54/ 53, 53 = E
N
e

k= 1QA
k

sin2nH
4P2r2

[Nv e
(1)
n ]

2
p
(1) dA k , (57a, b)

  54 = E
N
e

k= 1
QA

k

sin
2
nH

4P2r 2
[ Nv e

(1)
n ] [Nv $3] p

(1) dA k# (57c)

对于问题( C) ,从式( 53)~ (57)、(35b, c)、( 36b, c)及(48)可知,由于问题( A)和( B)的确定, P4

和 P5为已知# 因此,由式(48)、(49) ,当 P4和P5联合作用(不考虑p
( 5)
) 时,可解得相应的节点位

移 �$5;当 p
(5)
= 1单独作用时,可解得相应的节点位移�e(5)n = �e (1)n # 于是,实际5阶节点位移可表

为:

  �d (5)n = p
(5)�e (1)n + �$5# (58)

对应的 5阶单元节点位移为:

  d
(5)
n = p

(5)
e
(1)
n + $5# (59)

将式( 56)和( 59)代入(50) ,得到

  p
(5)

= - 56/ 55, 55 = E
N
e

k= 1QA
k

sin2nH
2P2r2

[Nv e
(1)
n ]

2
p
(1) dA k , (60a, b)

  56 = E
N
e

k= 1
QA

k

sin
2
nH

4P2r 2
[ Nv d

(3)
n ]

2
+ 2[ Nv e

(1)
n ] [ Nv $5] p

(1)
dA k# (60c)

至此,前 5阶 Rn 和 dn 完全确定# 

内力分量由式(14)确定:

  R = DBL dn + DENL , (61a)

  dn = Kd (1)n + K3d (3)n + K5d (5)n + ,, (61b)

  ENL = K2E2+ K4E4+ K6E6+ ,# (61c)

其中, BL见式(8) , D 见式(12) 及 E2, E4, E6, ,见式(35)# 

4  多层薄壁叠合旋转壳模型

工程中为保证波纹管的强度又增加其柔性常采用多层薄壁结构技术制造波纹管# 为适合这

种波纹管的计算,我们提出一种多层薄壁旋转壳模型# 假设:

1) 多层结构由两层及两层以上厚度相等、材料性质相同、几何完全相似的薄壁结构自由叠
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合而成,多层结构在边缘上各层固连成一体;

2) 多层结构中各层的拉压、剪切、弯曲及扭转应变分别相等;

3) 各层间的挤压应力和摩擦力忽略不计# 

上述假设看似对实际结构作了很大的简化,但还是合理的# 例如,各层间挤压应力和单位面

积上摩擦力的大小实际上不会超过薄壳应力分量 Rz、Szx、Syz, 而在薄壳理论中 Rz, Sxz , Syz n Rx ,

Ry , Sxy 作为小量处理,因此,在计算多层薄壁结构时完全不必考虑各层间的挤压应力和摩擦力# 

设结构共有 np 层,各层厚 hp ,任一单层有下列物理方程:

  N̂ s =
E

1- M2Q
h
p
/ 2

- h
p
/ 2
( Ês + M̂EH)dz , N̂H =

E

1- M2Q
h
p
/ 2

- h
p
/ 2
( ÊH+ M̂Es )dz , (62a, b)

  N̂ s H =
E

2(1 + M)Q
h
p
/ 2

- h
p
/ 2
Ĉs Hdz , M̂ s =

E

1- M2Q
h
p
/ 2

- h
p
/ 2
( Ĵs z + M̂JHz ) zdz , (62c, d)

  M̂H =
E

1- M2Q
h
p
/ 2

- h
p
/ 2
( ĴHz + M̂Js z )dz , M̂ s H =

E
2(1 + M)Q

h
p
/ 2

- h
p
/ 2
Ĵs Hz

2dz# (62e, f)

多层结构单元体侧面总内力和内力矩为

  N s = E
n
p

1
N̂ s = np N̂ s =

npEhp

1- M2
( Ês+ M̂EH) , (63a)

  NH = E
n
p

1
N̂H = np N̂H =

npEhp

1- M2
( ÊH+ M̂Es) , (63b)

  N sH = E
n
p

1

N̂ s H = np N̂ s H =
npEhp

1- M2
1- M
2

Ĉs H, (63c)

  M s = E
n
p

1
M̂ s = npM̂s =

npEhp

1- M
2

h
2
p

12
Ĵs + M

h
2
p

12
ĴH , (63d)

  MH = E
n
p

1
M̂H= npM̂H =

npEhp

1- M
2
h
2
p

12
ĴH+ M

h
2
p

12
Ĵs , (63e)

  Ms H= E
n
p

1
M̂s H = np M̂ s H =

npEhp

1- M2
(1- M) h2p

24
Ĵs H# (63f)

上式又可以写成

  R = npDp Ê, Ê= ÊL+ ÊNL , (64a, b)

  R = Ns NH N s H Ms MH Ms H
T
, (64c)

  Ê= Ês ÊH Ĉs H Ĵs ĴH Ĵs H
T
, (64d)

  Dp =
Ehp

1 - M2
Dp1 0

0 Dp2

, Dp1 =

1 M 0

M 1 0

0 0 (1- M) / 2

, (64e, f)

  Dp2 =

h
2
p / 12 Mh2p / 12 0

Mh2p / 12 h
2
p / 12 0

0 0 (1 - M) h2p / 24

# (64g)

实际计算时,只需在计算程序中增加一个输入参数 np ,并使 h = hp , D = npDp ,膜应力按式(65)

输出,表面弯曲应力按式(66) 输出,其余不变# 
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  Rm s =
Ns

nphp
, RmH=

NH

nphp
, Sms =

N s H

nphp
; (65)

  Rbs =
6M s

nph
2
p
, RbH =

6MH

nph
2
p
, Sbs =

6Ms H

nph
2
p

# (66)

还要指出,波纹管的端面边界常与法兰或管道固连成一体,因此,多层波纹管在其端面边界

是附近相当于不分层的壳# 

5  截锥单元的协调性

与平板单元以平面代替曲面类似,截锥单元是用直线代替曲线# 需要对其协调性进行讨论

# 

由于位移函数式( 3)已包含了单元的刚体位移和常应变(包括常弯曲应变) ,因此完备性是满

足的;又知道,按位移法求解,节点位移式( 2)总是连续的,而内部位移用多项式表示,因此连续性

也是保证的;协条性是指能从节点位移的连续性推得单元边界位移的连续性# 因为单元是线元,

节点就是边界,所以线位移的协调性不成问题# 关键要看角位移是否协调# 

结构如图 1( b)所示,其子午线的转角为

  ; c =
dw
ds

-
u
Rs

# (67)

Rs 为子午线曲率半径;而在图1( a) 中,截锥单元是直线元, Rs = ] ,其转角为

  ; =
dw
ds

# (68)

问题是在什么情况下式( 67)和(68)等价,即在什么情况下满足(68)后( 67)自动满足? 下面就几种

常见的情况分别讨论# 

1) 旋转壳子午线是直线,如柱壳、锥壳和环板# 这种情况 Rs = ] ,与截锥单元完全吻合, 故

式(67) 和(68) 等价# 

2) 子午线有连续的2阶导数,即曲率无突变,大部分实际情况如此# 此时 u 和1/ Rs 处处连

续,故当 dw / ds 连续时, dw/ ds - u/ Rs 连续,即(67) 和(68) 等价# 

3) 子午线曲率有突变,如波纹管,在正、负高斯曲率环壳的连接处(图 3( a) ) ; 在环壳与环板

或柱壳的连接处(图3( b) )# 

( a)                 ( b)

图 3 旋转壳子午线形状

对图 3(a) , 考察两个相邻的单元 A 和 B# 在公共节点 j , 壳转角的连续性要求( ; c)
A
j =

( ; c )
B
j ,即

  (dw / ds) Aj - ( u/ Rs)
A
j = (dw / ds) Bj - ( u/ Rs)

B
j # (69)

因为一般情况下 ( Rs)
A
j X ( Rs)

B
j ,所以仅仅有(dw/ ds) Aj = (dw / ds ) Bj ,不能保证式(69) 成立# 也
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就是说,当用直线 ij 和 jk 逼近曲线 ijk 时,直线元( ; ) Aj = ( ; ) Bj 不等价于曲线( ; c)
A
j = ( ; c )

B
j # 故

采用截锥单元,在曲率突变处转角一般不协调;除非( Rs)
A
j = (Rs)

B
j # 鉴于此,常见的C型、S型波

纹管,虽然其子午线存在曲率突变,但因各圆环半径相等, 即( Rs )
A
j = (Rs)

B
j ,故采用截锥单元转

角仍然是协调的# 

再看图 3( b) ,圆弧 ij 和直线 jk 连接,此时式 ( 3b)变成

  (dw / ds) Aj - ( u/ Rs)
A
j = (dw / ds) Bj # (70)

由于 ( u/ Rs)
A
j X 0,因此,采用截锥单元,在 j 点转角不协调,转角之差在 u/ Rs 量级内# 

从以上讨论可知,将波纹管按截锥单元离散,除了少数几个地方可能会出现转角不协调, 在

大部分情况下是既满足完备性条件又满足协调条件的# 

再说,一个不协调的单元并不是一定就是不好的单元# 事实上,用截锥壳单元计算轴对称壳

的线性问题已有许多成功的例子# 例如,文[ 13]用截锥壳单元分析了一个带/瓶肩0的压力容器,

在曲率变化不大的区域用较粗的单元,在曲率发生突变的/瓶肩0处用较细的单元,取得了满意的

精度# 作者用本文的截锥壳单元对各种波纹管的轴对称问题、非轴对称问题、线性问题和非线性

问题做了大量的例题和工程实际问题(见Ò) ,其中线性解的结果和文[ 5]的一般解的结果以及

ANSYS 3维8节点曲面单元分析[ 14]的结果相当一致# 

当然,可以采用不同的单元来代替本文所选用的截锥壳单元,以适应不同情况和不同要求的

计算# 本文的基本方法不受单元的限制# 
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Finite Element Displacement Perturbation Method for

Geometric Nonlinear Behaviors of Shells of

Revolution Overall Bending in a Meridional

Plane and Application to Bellows(Ñ)

ZHUWei_ping,  HUANG Qian

( Shan ghai In stitute of Applied Mathematics and Mechanics , Shangha i

Un iv er sity , Shan ghai 200072, P R Chin a )

Abstract: In order to analyze bellows effectively and practically, the finite_element_displacement_per-

turbation method ( FEDPM) is proposed for the geometric nonlinear behaviors of shells of revolution

subjected to pure bending moments or lateral forces in one of their meridional planes. The formulations

are mainly based upon the idea of perturbation that the nodal displacement vector and the nodal force

vector of each finite element are expanded by taking root_mean_square value of circumferential strains of

the shells as a perturbation parameter. The load steps and the iteration times are not as arbitrary and

unpredictable as in usual nonlinear analysis. Instead, there are certain relations between the load steps

and the displacement increments, and no need of iteration for each load step. Besides, in the formula-

tions, the shell is idealized into a series of conical frusta for the convenience of practice, Sander. s non-

linear geometric equations of moderate small rotation are used, and the shell made of more than one

material ply is also considered.

Key words: shell of revolution; bellows; deflection by lateral force; geometrical non_linearity; pertur-

bation technique; finite element method
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