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摘要:  证明了 p 一致凸 Banach 空间中 Lipschitz 映象对的公共不动点的存在性# 利用这个结果,

在Hilbert空间, Lp 空间, Hardy空间 H p , Sobolev 空间 H r , p, 1 < p < ] , r \ 0, 也建立了这些映象的

若干公共不动点定理# 
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引   言

设K 是Banach空间X 的非空子集# 则映象 T: K y K 称为Lipschitz映象,如果对每个整

数 n \ 1,都有常数 kn > 0使得

  +T
n
x - T

n
y + [ kn +x - y +   ( Px , y I K ) # 

一个 Lipschitz映象 T ,称为一致 k _Lipschitz映象,如果 kn = k , Pn \ 1; 称为非扩张映象,如

果 kn = 1, Pn \ 1# 而且,一个映象 T : K y K 称为渐近正则映象[ 1] ,如果

  l im
n y ]

+T
n+ 1

x - T
n
x + = 0   ( Px I K )# 

已熟悉[ 2] ,若 T 是非扩张映象,则映象 TK= KI + (1- K) T ,其中 K I (0, 1) 且 I 是X 的恒等算

子,在 K 上是渐近正则的, 即, lim
n y ]

+T
n
Kx - T

n+ 1
K x + = 0   ( Px I K ) # 

在1987年, Kruppel[ 3]证明了下列结果# 

定理 1  设 K 是一致凸 Banach空间X 的非空有界闭凸子集,且 T是K 到自身的映象# 若

T 是K 上的渐近正则映象, 且满足

  l im
n y ]

+T
n + [ 1,

其中,对每个 n \ 1, +T
n +表示 T

n 的 Lipschitz范数, 则 T 在K 中有不动点# 

最近,Gornicki
[ 4, 5]
证明了关于渐近正则的 Lipschitz映象的几个不动点定理# 而且, Sharma
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与Thakur[ 6]证明了下列渐近正则映象对的公共不动点定理# 

定理 2  设 K 是p 一致凸Banach空间X 的非空有界闭凸子集, 1 < p < + ] ,且 S , T : K y

K 都是K 上渐近正则映象# 如果

  lim inf
n y ]

+L
n + < 1+ 1 + 4# cp # N

p
p / 2

1/ p
,

其中, N p 是X 的正规结构系数,且 cp 是某正常数# 则 S 和T 在K 中有公共不动点# 

另一方面, Lim与 Xu[ 7]给出了下列具有一致正规结构的 Banach 空间中的一致 k_ Lipschitz

映象的不动点定理# 

定理 3  设 X 是具有一致正规结构的Banach空间, K 是X 的一个非空有界子集,且T :K y

K 是一个一致k_Lipschitz映象,满足 k < N (X )
1/ 2

, 其中 N(X ) 是X 的正规结构系数# 假设存

在K 的一个非空有界闭凸子集E ,有如下性质: P) x I E ] Xw ( x ) < E ,其中 Xw ( x ) 是 T 在x 的

弱 X_极限集, 即, Xw ( x ) = y I X : y = 弱 _ lim
j y ]

T
n
jx ,对某 nj { ] # 则T 在E 中有不动点# 

本文受如上定理 1~ 定理 3的启发与触动, 证明了 p 一致凸 Banach空间中 Lipschitz 映象

对的公共不动点的存在性# 利用该结果,对这些映象, 还在 Hilbert空间, L
p 空间, Hardy 空间

H
p ,及 Sobolev 空间 H

r , p
, 1 < p < + ] , r \ 0, 建立了若干公共不动点定理# 

1  预  备  知  识

设X 是一 Banach空间# 回顾到, X 的正规结构系数N (X ) 就是数 inf{ diamK / rk( K ) } ,其

中 inf {#} 表示在X 的一切有至少两个元素的有界闭凸子集K 上取下确界, 且 rk( K )与diamK分

别表示 K 关于自身的 Chebyshev 半径与 K 的直径, 即, rk( K ) = inf
x I K

sup
y I K

+x - y + , diamK =

sup
x, y I K

+x - y +# X 称为具有一致正规结构,若N (X ) > 1# 已熟知,所有一致凸 Banach空间都

具有一致正规结构,且Hilbert空间H的N(H ) = 2
1/ 2# 最近, Pichugov

[ 8]
(也参见Prus

[ 9]
)已计算

N (L
p
) = min{21/ p , 2( p- 1) / p

} , 1< p < ] # Bynum[ 10]与Maluta[ 11]已证 ,若 X 是一致凸 Banach空

间,则 N (X ) \ 1/ (1 - Dx(1) ) ,若中, Dx 是X 的凸性模# 

回顾到, X 的凸性模Dx 即为定义在[ 0, 2] 上的下列函数

  Dx ( E) = inf{1 - +( x + y ) / 2+ : x , y I Bx , 且 +x - y + \ E} ,

其中, Bx 是X 的闭单位球# X 称为一致的,若 DX ( E) > 0, P0 < E< 2# 还回顾到, X 称为具

有幂型 p \ 2的凸性模(且X 称为p 一致凸的) ,若存在常数 d > 0使得 Dx( E) \ dE
p
, 0 < E<

2# 注意到, Hilbert空间 H 是2一致凸的(事实上, DH ( E) = 1- (1- ( E/ 2)
2
) )

1/ 2 \E
2
/ 8) ,且L

p

空间(1 < p < ] ) 是max(2, p ) 一致凸的# 

命题 1. 1[ 12, 13]  设 X 是p 一致凸 Banach空间,则存在常数 cp > 0使得

  +Kx + (1- K) y + p [ K+x +p
+ (1- K) +y +p

- cp # Wp ( K) # +x - y + p
,

    ( Px , y I X , 0 [ K [ 1,其中 Wp ( K) = K(1- K) p
+ Kp (1- K) )# (1)

后面,我们将需要下列定义与引理# 

对每个整数 n \ 1,映象对{ S
n
, T

n
} 的一致 Lipschitz范数定义为

  +L
n + = sup max +S

n
x - S

n
y +, +S

n
x - T

n
y + , +T

n
x - T

n
y + +x - y +:

    x X y ,且 x , y I K # 

并且 T
n 的 Lipschitz范数 +T

n +定义为
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  +T
n + = sup +T

n
x - T

n
y +/ +x - y +: x X y ,且 x , y I K

引理 1. 2[ 14]设 X 是一 Banach空间, �N (X ) < 1# 则对 X 中每个有界序列{ x n}
]
n= 1,存在点

z I co( { x n: n \ 1} ) 使得

  � )  l im sup
n y ]

+xn - z + [ �N (X ) # da ( { x n} ) ;

  � )  +z - x + [ lim sup
n y ]

+x n - x +   ( Px I X )# 

其中 �N (X ) = N (X )
- 1

, co( D) 是 D < X 的闭凸包,且

  dn ( { x n} ) = lim
n y ]

( sup +xi - xj +: i , j \ n )# 

引理 1. 3[ 4, 3]  设 K 为 Banach空间 X 的一个非空闭凸子集,且{ ni } 为一个自然数的递增

序列# 假设T : K y K 为一渐近正则映象,而且对某 m I N, T
m是连续的# 如果对某 u I K

和 x I K ,有

  r̂ ( x ) = lim sup
i y ]

+x - T
n

iu + = 0,

则 Tx = x# 

2  主  要  结  果

定义 2. 1  设 C 为 Banach 空间 X 的一非空子集 # N( X ) > 1# 又设 T : C y C 是一

Lipschitz映象,且{ n i }
]
i= 1为一自然数的递增序列# 若对点 u, z I C, 下列条件成立

� )  l im sup
i y ]

+T
n
iu - z + [ N(X )

- 1 # da ( { T
n

iu } ) ;

� )  +x - z + [ lim sup
i y ]

+x - T
n
iu +   ( Px I X ) # 

则 z 称为一个{ T
n
iu} _关系点# 

引理 2. 1  设 K 是 Banach空间 X 的一非空有界子集, N (X ) > 1, S: K y K 是K 上一

Lipschita映象, 且{ n i }
]
i = 1是一自然数的递增序列# 又设存在K 的非空有界凸闭子集E具有下

列性质:

  P)  x I E ] �Xw( x ) < E ,

其中 �Xw( X ) 是序列{ S
n
ix } 的弱 X_极限集,即

  �Xw( x ) = y I X : y = 弱 _ lim
i y ]

S
p

ix ,对某{ pi } < { n i } , p i { ] # 

则对任意 x 0 I E ,必存在一个{ S
n
ix 0} _关系点 x 1 I E# 

证  任取 x 0 I E ,并考虑,对每个整数 n \1,序列{ S
n

ix 0} i \n# 据引理1. 2,对每个有界序

列{ S
n
ix 0} i \n,有 yn I co{ S

n
ix 0: i \ n } (其中, co表示闭凸包) 使得

  lim sup
i y ]

+S
n
ix 0- y n + [ N (X )

- 1 # da( { S
n
ix 0} i \n) , ( 2)

  +x - y n + [ lim sup
i y ]

+x - S
n
ix 0 +   ( Px I X ) # 

其中, N (X ) 是 X 的正规结构系数# 由于 X 是自反的, 序列{ y n} 必有子列{ y nc } 弱收敛于某

x 1 I X# 由(2) 和泛函lim sup
i y ]

+S
n
ix 0- y +的弱下半连续性,推得

  lim sup
i y ]

+S
n
ix 0- x 1 + [ N (X )

- 1 # da( { S
n
ix 0} )# (3)

也易见, x 1 I H
]

n = 1
co{ S

n
ix 0: i \ n} ,且

  +x - x 1 + [ lim sup
i y ]

+x - S
n

ix 0 +   ( Px I X )# (4)
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注意到性质P)与事实: H
]

n= 1
co{ S

n
ix 0: i \ n} = co �Xw( x 0) (此易于用分离定理

[ 15] 证明)# 故知,

x 1为 E 中的点:

显然,满足( 3)与( 4)的点 x 1, 是在 E 中的一个{ S
n

ix 0} _关系点# 

定理 2. 2  设K 是p 一致凸 Banach空间X 的一个非空有界子集, 1< p < ] ,且S , T : K y

K 是K 上的两个Lipschitz映象, 满足

  lim inf
n y ]

+L
n + = k < N

- 1/ 2
p , (5)

其中, N p 是X 的正规结构系数# 又设存在 K 的一非空有界闭凸子集E , 具有下列性质:

  P1)  x I E ] Xw ( x ) < E 且 Xc
w ( x ) < E,

其中 Xw( x ) 与 Xc
w( x ) 分别为 S 在 x 与T 在x 的弱 X _极限集;

  P2)  S , T : K y K 都是在E 上渐近正则的;

  P3)  存在一自然数的递增序列{ n i } 使得, lim
i y ]

+L
n

i + = k ,且

  max( da( { S
n

ix } ) , da( { T
n

ix } ) ) [ lim
n y ]

( sup( +S
n
ix - T

n
jx +: i , j \ n ) )

                    ( Px I E )# 

则 S 与T 在E 中有公共不动点# 

证  首先, 利用性质 P3) ,我们有

  lim inf
n y ]

+L
n + = lim

i y ]
+L

n
i + = k < N

- 1/ 2
p # 

不失一般性,设 k \ 1# 观察到性质 P1) , 由引理 2. 1 推得, 对任给 x 0 I E , 存在一个

{ S
n

ix0} _关系点 x 1 I E ,具有性质:

  lim sup
i y ]

+S
n
ix 0- x 1 + [ 1

N p
# da( { S

n
ix 0} ) ,

  +x - x 1 + [ lim sup
i y ]

+x - S
n

ix 0 +   ( Px I X )# 

类似地,对 x1 I E ,可得到一个{ T
n
ix 1} _关系点x 2 I E , 具有下列性质

  lim sup
i y ]

+T
n
ix 1- x 2 + [ 1

N p
# da ( { T

n
ix 1} ) , (6)

  +x - x 2 + [ lim sup
i y ]

+x - T
n
ix 1 +   ( Px I X )# (7)

因此,对任给 x 0 I E ,按下列方式,可在 E 中归纳地构造一序列{ xm}
]
m= 1 :

1)  xm 是一个在E 中的{ S
n
ixm- 1} _关系点, 即, xm是E 中具有下列性质的点

  lim sup
i y ]

+S
n
ixm- 1- xm + [ 1

Np
# da( { S

n
ixm- 1} ) , (8)

  +x - xm + [ lim sup
i y ]

+x - S
n
ixm- 1 +   ( Px I X )# (9)

2)  xm+ 1是一个在 E 中的{ T
n

ixm} _关系点,即 xm+ 1是 E 中具有下列性质的点:

  lim sup
i y ]

+T
n

ixm - xm+ 1 + [ 1
N p

# da( { T
n

ixm} ) , (10)

  +x - xm+ 1 + [ lim sup
i y ]

+x - T
n
ixm +   ( Px I X )# (11)

令

  Dm = lim sup
i y ]

+xm - T
n

ixm +   ( m = 0, 1, 2,) ,

  rm = lim sup
i y ]

+xm+ 1- S
n

ixm +   ( m = 0, 1, 2,) ,
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由于 x 1 是 E 中的一个{ S
n
ix 0} _关系点,故由引理 2. 1性质 P3)及 T 的渐近正则性,推得

  r0 = lim sup
i y ]

+S
n

ix 0- x 1 + [ 1
Np

# da ( { S
n

ix 0} ) [

    1
N p

# lim
n y ]

( sup{ +S
n
ix 0- T

n
jx 0 +: i , j \ n) } [

    1
N p

# lim sup
n y ]

( lim sup
j y ]

+S
n

ix 0- T
n
jx 0 +) [

    1
N p

# lim sup
n y ]

lim sup
j y ]

+S
n

ix 0- T
n
i
+ n

jx 0 + + +T
n
i
+ n

jx 0 - T
n
jx0 + [

    1
N p

# lim sup
i y ]

lim sup
j y ]

+L
n

i + # +x 0- T
n
jx 0 + +

    6
n
i
- 1

v= 0
+T

n
j
+ v+ 1

x 0- T
n
j
+ v

x 0 + [

    1
N p

# lim sup
i y ]

+L
n
i + # lim sup

j y ]
+x 0- T

n
jx 0 + [

    k
N p

# lim sup
j y ]

+x 0- T
n
jx 0 + , ( 12)

即

    r0 [ k
Np

# D0# 

另一方面, 对一切 ni , nj , 由( 1)有

  +Kx1 + (1 - K) T n
jx 1- S

n
ix 0 +p

+ cp # Wp ( K) # +x 1- T
n
j x 1 + p [

    K+x 1- S
n

ix 0 +p
+ (1- K) +T

n
jx 1- S

n
ix 0 +p [

    K+x 1- S
n

ix 0 +p
+ (1- K) +T

n
jx 1- S

n
j
+ n

ix 0 + + +S
n
j
+ n

ix 0- S
n
ix 0 + p [

    K+x 1- S
n

ix 0 +p
+ (1- K) +L

n
j + # +x 1- S

n
ix0 + +

    6
n
j
- 1

v= 0
+S

n
i
+ v+ 1

x 0- S
n

i
+ v

x 0 +
p
# 

当 i y+ ] 时,在每边取上极限, 由 x 1的定义及 S 的渐近正则性,得到

  (1 - K)
p # D

p
1 + cp # Wp ( K) # +x 1- T

n
jx 1 +p [ K+ (1- K) +L

n
j + p

r
p
0,

所以推得

  (1 - K)
p # D

p
1 + cp # Wp ( K) # D

p
1 [ ( K+ (1 - K) k

p
) r

p
0# 

今设 Ky 0
+

,我们得到

  D1 [ k # r 0 [ k
2

Np
# D0 = A # D0,

其中, A =
k
2

N
p < 1(利用(5) )# 

因为 x 2 是 E 中的一个{ T
n
ix 1} _关系点, 故由引理 2. 1与 T 的渐近正则性推得

  D2 = lim sup
i y ]

+T
n

ix 2- x 2 + [ lim sup
i y ]

( lim sup
j y ]

) +T
n
jx 1 - T

n
ix 2 + [

    lim sup
i y ]

lim sup
j y ]

+T
n
jx 1- T

n
j
+ n

ix 1 + + +T
n
j
+ n

ix 1- T
n

ix 2 + [

    lim sup
i y ]

lim sup
j y ] 6

n
i
- 1

v= 0
+T

n
j
+ v+ 1

x 1- T
n
j
+ v

x 1 + + +L
n

i + # +T
n
jx 1- x 2 + [

    lim sup
i y ]

+L
n
i + # lim sup

j y ]
+T

n
jx 1 - x 2 + [
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    k # 1
N p

# lim
n y ]

sup +T
n

ix 1- T
n
jx 1 + : i , j \ n [

    k
N p

# lim sup
i y ]

lim sup
j y ]

+T
n

ix1 - T
n
jx 1 + [

    k
N p

# lim sup
i y ]

lim sup
j y ]

+T
n

ix 1- T
n
i
+ n

jx 1 + + +T
n
i
+ n

jx 1 - T
n
jx1 + [

    k
N p

# lim sup
i y ]

lim sup
j y ]

+L
n
i + # +x 1- T

n
jx 1 + +

    6
n
i
- 1

v= 0
+T

n
j
+ v+ 1

x 1- T
n
j
+ v

x 1 + [

    k
N p

# lim sup
i y ]

+L
n

i + # lim sup
j y ]

+x 1- T
n
jx 1 +,

即, D2 [ A # D1 # 

又据引理 2. 1,有

  r1 = lim sup
i y ]

+x 2- S
n

ix 1 + [

    lim sup
i y ]

lim sup
j y ]

+S
n
ix 1- T

n
jx 1 + [

    lim sup
i y ]

lim sup
j y ]

+S
n

ix1 - T
n

i
+ n

jx 1 + + +T
n

i
+ n

jx 1- T
n
jx 1 + [

    lim sup
i y ]

+L
n
i + # lim sup

j y ]
+x 1- T

n
jx 1 + [ k # D1 # 

于是,由归纳法可得

  rm [
k

Np
# Dm(当 m 是偶数时) ,

k # Dm(当 m 是奇数时) ,

且 Dm+ 1 [ A # Dm   ( m = 0, 1, 2, ,)# 

进一步设

  D
c
m = lim sup

i y ]
+xm - S

n
ixm +   ( m = 0, 1, 2,) ,

和   r
c
m = lim sup

i y ]
+xm+ 1- T

n
ixm +   ( m = 0, 1, 2,) ,

重复上述论证, 可得

  r
c
m [

k
Np

# D
c
m(当 m 是偶数时) ,

k # D
c
m(当 m 是奇数时) ,

且 D
c
m+ 1 [ A # D

c
m   ( m = 0, 1, 2, ,)# 

因此   D
c
m [ A # D

c
m- 1 [ A

2 # D
c
m- 2 [ , [ Am # D

c
0# ( 13)

因为   +xm+ 1- xm + [ +xm+ 1- S
n
ixm + + +S

n
ixm - xm +,

故当 i y+ ] 时,取上极限并注意到 Np > 1, 可得

  +xm+ 1- xm + [ lim sup
i y ]

+xm+ 1- S
n
ixm + + lim sup

i y ]
+S

n
ixm - xm + =

    rm + D
c
m [ k # Dm + D

c
m [ A

m # ( k # D0+ D0) ,

从而,推得 { xm} 为 E 中的 Cauchy序列# 设 z = lim
m y ]

xm , 则

  +z - S
n

iz + [ +z - xm + + +xm - T
n

ixm + + +T
n
ixm - S

n
iz + [

    (1 + +L
n
i +) +z - xm + + +xm - T

n
ixm +# 

当 i y+ ] 时 , 对两边同时取上极限,得

  lim sup
i y ]

+z - S
n

iz + [ (1+ k ) +z - xm + + Dm [
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    [ (1 + k ) +z - xm + + A
m # D0 y 0   (m y+ ] )# 

于是,由引理 1. 3得 Sz = z# 根据对称性又有 z = Tz# 定理证毕# 
注 2. 1 若映象对 { S , T } 满足条件: lim

n y ]
+ S

n
x - T

n
x + = 0, P x I E , 则性质P3)成立# 

推论 2. 3设K 是p 一致凸 Banach空间 X 的一非空有界子集, 1 < p < ] ,且 S : K y K 是

K 上的Lipschitz映象,满足

  lim inf
n y ]

+S
n + = k < N

- 1/ 2
p ,

其中, N p 是X 的正规结构系数# 又设存在 K 的一非空有界闭凸子集E , 具有下列性质:

P1)  x I E ] Xw ( x ) < E ,其中, Xw( x ) 是 S 在 x 的弱 X_极限集;

P2)  S : K y K 是在 E上渐近正则的# 

则 S 在E 中有不动点# 

3  一  些  应  用

命题 3. 1  在Hilbert空间 H 中,等式

  +(1- K) x + Ky +2
= (1- K) +x +2

+ K+y +2
- K(1 - K) +x - y +2

(14)

对一切 x , y I H 与0 [ K [ 1都成立# 

据( 14) ,利用定理 2. 2,立即可得下列结论# 

推论 3. 2  设 K 是Hilbert空间H 的一非空有界子集,且 S , T : K y K 是K 上的两个Lips-

chitz映象, 满足

  lim inf
n y ]

+L
n + = k < 2# 

又设存在 K 的一非空有界闭凸子集E ,具有下列性质:

P1)  x I E ] Xw ( x ) < E 且 Xc
w ( x ) < E,

其中, Xw ( x ) 与 Xc
w( x ) 分别为 S 在x 与T 在 x 的弱 X_极限集;

P2)  S , T : K y K 都是在E 上渐近正则的;

P3)  存在一自然数的递增序列{ n i } 使得, lim
i y ]

+L
n

i + = k 且

  max da S
n
ix , T

n
ix [ lim

n y ]
sup +S

n
ix - T

n
jx + : i , j \ n

                           ( Px I E)# 

则 S 与T 在E 中有公共不动点# 

命题 3. 3
[ 12, 13, 16]  设 X 是一L

p
空间, 1 < p < + ] ,则下式成立:

  +Kx + (1- K) y + q [ K+x +q
+ (1- K) +y +q

- cpWp( K) +x - y + q
(15)

对一切 x , y I X , 且 0 [ K [ 1,其中, q = max(2, p ) , Wq( K) = Kq (1- K) + K(1 - K) q
,

且

  cp =
(1 + t

p- 1
p ) (1+ tp )

p- 1   (当 2 < p < + ] 时) ,

p - 1   (当 1 [ p [ 2时) ,
( 16)

这里 , tp 是下列函数在区间(1, + ] ) 中的唯一零点:

  g( t ) = - t
p- 1

+ ( p - 1) t + p - 2# 

推论 3. 4  设 K 是一L
p 空间的非空有界子集, 1 < p < ] , 且 S, T : K y K 是K 上的两个

Lipschitz映象, 满足

311关于 Banach空间中Lipschitz映象对的公共不动点的存在性



  lim inf
n y ]

+L
n + = k < min{ 21/ p

, 2(p- 1) / p
} ,

又设存在 K 的一非空有界闭凸子集E ,具有下列性质:

P1)  x I E ] Xw ( x ) < E 且 Xc
w ( x ) < E,

其中, Xx ( x ) 与 Xc
w( x ) 分别是 S 在x 与T 在 x 的弱 X_极限集;

P2)  S , T : K y K 都是在E 上渐近正则的;

P3)  存在一自然数的递增序列{ n i } 使得, lim
i y ]

+L
n

i + = k 且

  max da S
n
ix , da T

n
ix [ lim

n y ]
sup +S

n
ix - T

n
jx + : i , j \ n

                       ( Px I E) # 

则 S 与T 在E 中有公共不动点# 

下面,利用
[ 12, 13, 17]

中的结果, 可由定理 2. 2得出 Hardy 空间和 Sobolev 空间等空间中的公

共不动点定理# 

设H
p
, 1 < p < + ] 表示在复平面的单位圆盘 | z | < 1上解析的所有函数 x 的Hardy空

间[ 18] ,并且

  +x + = lim
r y 1_

1
2PQ

2P

0
| x ( r eiH) |

pdH
1/ p

< + ] # 

令 8 为R
n的开子集# 用H

r , p
( 8) , r \0, 1 < p < + ] 表示广义函数 Sobolev空间[ 19, p. 149]

,并

且对所有 | a | = A1+ A2 + ,+ An [ k, D
A
x I L

p
( 8) 具有范数

  +x + = 6
| A| [ k

Q8
| D

A
x ( X) |

p dX
1/ p

# 

设 ( 8A, 2A, LA) , A I + 为正测度空间序列, 其中指标集 + 是有限的或可数的 # 由

L
p
( 8A, 2A, LA) , A I +给出一个线性子空间序列XA, A I +# 而且,用 Lq, p , 1< p < + ] , q =

max(2, p ) 表示所有序列 x = { xA I XA: A I + } 的线性空间[ 20] 并赋予范数# 

  +x + = 6
AI +

( +xA+p , a )
q 1/ q

,

其中 + # + p , A表示L
p
( 8A, 2A, LA) 中的范数# 

最后,设 Lp = L
p
( S1, 21, L1) 和L q = L

q
( S 2, 22, L2) , 1 < p < + ] , q = max(2, p ) , 其中,

对 i = 1, 2, ( S i , 2i , Li ) 为正测度空间# 用L q( Lp) 表示 S 2上所有可测Lp_值函数 x 的 Banach

空间[ 21, Ò, 2. 10] ,且赋予范数

  +x + = QS
2

( +x ( s) +p )
q
L2(ds)

1/ q

# 

这些空间是具有幂型 q = max(2, p ) 的凸性模的 q一致凸Banach空间,并且在这些空间中的范

数满足

  +Kx + (1- K) y + q [

    K+x + q
+ (1 - K) +y + q

- dp # Wp ( K) # +x - y + q
(17)

其中常数

  dp =
( p - 1) / 8, (当 1 < p [ 2时) ,

1/ p # 2p
, (当 2 < p < + ] 时)# 

因此,从定理 2. 3可得如下结果:

推论 3. 5  设K 为Banach空间 X 的一非空有界子集,其中, X = H
p或X = H

r , p
( 8 ) ,或 X
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= Lq , p ,或 X = Lq( Lp ) , 1 < p < + ] , q = max(2, p ) , r \ 0# 如果 S , T : K y K 为K 上两个

Lipshcitz映象, 满足

  lim inf
n y ]

+L
n + = k < min{ 21/ p

, 2(p- 1) / p
} ,

又设存在 K 中的一非空有界闭凸子集E ,具有下列性质:

P1)  x I E y Xw( x ) < E 且 Xc
w ( x ) < E ,

其中, Xx ( x ) 与 X
c
w( x ) 分别是 S 在x 与T 在 x 的弱 X_极限集;

P2)  S , T : K y K 都是在E 上渐近正则的;

P3)  存在一自然数的递增序列{ n i } 使得, lim
i y ]

+L
n

i + = k 且

  max da S
n
ix , da T

n
ix [ lim

n y ]
sup +S

n
ix - T

n
jx + : i , j \ n

                           ( Px I E)# 

则 S 与T 在E 中有公共不动点# 
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On the Existence of Common Fixed Points for a Pair of

Lipschitzian Mappings in Banach Spaces

ZENG Lu_chuan

( Departement of Mathematics , Shanghai Normal University , Shanghai 200234, P . R . China)

Abstract:The existence of common fixed points for a pair of Lipschitzian mappings in

Banach Spaces is proved. By using this result, some common fixed point theorems are

established for these mappings in Hilbert spaces, in Lp spaces, in Hardy spaces H p , and

in Sobolev spaces Hr , p , for 1< p < + ] and r \0.

Key words: asymptotic regularity; common fixed point; Lipschitzian mapping ; p_un-i

formly convex Banach space; weakX_limit set
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