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摘要:  提出一种寻找分段线性碰振系统中的多个周期轨道共存的分析方法, 这些单碰周期轨道

包含稳定的和不稳定的轨道# 给出了单碰周期轨道存在性或不存在性的解析判别式, 特别是对如

何保证在单碰周期运动中不会发生其它的碰撞的问题作了比较深入的研究, 得到若干定理# 最后

讨论了所得共存周期轨道的稳定性问题,获得了稳定性的判别式# 还以数值模拟结果验证了理论

分析的结论# 
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引   言

各种吸引子共存的现象在许多光滑的非线性动力系统中屡见不鲜, 一些著名的数学模

型, 如 Duffing方程、Van der Pol方程等, 经过分析证明或数值模拟都发现过吸引子共存的情

况[ 1~ 3]# 在非光滑动力系统(例如碰撞振动系统)中, 人们发现也同样存在着吸引子共存的现

象# Bazejczyk_Okolewska和 Kapitaniak
[ 4]

, Feudel和 Grebogi等
[ 5]
在对此类系统进行研究时, 利用

数值模拟的方法都找到了大量共存的吸引子# 

人们对各种吸引子共存现象的研究,通常主要是在作全局分析过程中,利用数值方法获得

的[ 4~ 6]# 本文以单自由度分段线性碰振系统为例,提出一种寻找多个周期碰撞轨道共存的分

析方法,给出其存在性和稳定性判别公式,并作出适当的数值模拟和计算# 需指出的是, 虽然

不少学者曾经对单自由度分段线性碰撞系统的单碰周期运动、分岔和混沌作过细致研

究[ 6~ 12] ,但他们的研究没有涉及多个周期碰撞轨道共存的全局问题# 本文的结果首次表明可

以在分段线性碰振系统中用分析方法研究共存的周期碰撞运动, 所用的方法也适用于更复杂

的或多自由度的分段线性碰振系统的该类问题研究# 

1  共存周期轨轨道的存在性

1. 1  理论分析
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考虑如下单自由度强迫振动系统

  &x + X2
2x = f cos( X1t )# ( 1)

设系统在 x = x0 \ 0处有一固定的刚性障碍物限制其活动,振动系统与障碍物间在 t0时刻发

生刚性碰撞,瞬时碰撞规律为

  V+ = - rV- , ( 2)

其中恢复系数 r 满足 0 < r < 1, V- = Ûx ( t-0 ) , V+ = Ûx ( t+0 ) ,这里 t
-
0 和 t

+
0 分别对应碰撞前后状

态# 

系统( 1)在自由运动时的通解为

  x ( t ) = Acos X2( t - t0) + Bcos X2( t - t 0) + fCcos( X1 t ) , ( 3)

这里 C= ( X2
2- X2

1)
- 1 # 从而有

  Ûx ( t ) = AX2cos X2( t - t 0) - BX2sin X2( t - t 0) - fCX1sin( X1 t ) # 

在今后的讨论中, X1, X2, f 都取为正数# 

碰振系统的周期轨道可由其在一次循环过程中的碰撞次数和外力周期数来进行分类,即

所谓的 (m , n) _型周期轨道,这里 m 代表碰撞次数, n则为外激励周期T 的倍数, m , n皆为正

整数# 本文着重讨论(1, n) _型的周期碰撞运动,也称为单碰周期 n 运动# Whiston[ 9, 10] 对单

碰周期 n 运动存在的参数区域作了详细的分析# 这里我们将进一步探讨在特定的参数值下多

个周期碰撞运动的共存性问题# 

假定系统在 t 0 时刻于 x = x 0处发生碰撞,碰撞前速度为 V- # 由初始条件 x ( t
+
0 ) = x 0,

Ûx ( t+0 ) = - rV- 可得

  x 0 = B + fCcos( X1 t0) ,

  - rV- = A X2- fCX1sin( X1 t0) # 

由此解出

  A = - ( rV- - fCX1S0) / X2, B = x 0- f CC0 , ( 4)

式中 S0 = sin( X1 t 0) , C0 = cos( X1 t0) # 将式( 4)代入式( 3)中,即得该碰撞特解为:

  x ( t , t0, x 0) = - ( rV-- fCX1S0) / X2 sin X2( t - t0) +

        ( x 0 - fCC0) cos X2( t - t 0) + fCcos( X1t )# ( 5)

本文着重考虑单碰周期 n运动# 在 t = 2nP/ X1+ t
-
0 时刻系统又回到碰撞处 x = x 0 ,故

由周期性条件可得

  x 0 = fCC0+ Cn( x 0- fCC0) - Sn ( rV-- fCX1S0) / X2,

  V- = fCX1S 0- SnX2( x 0- f CC0) - Cn( rV- - fCX1S 0) # 

联立解此方程组得到

  C0 =
(1+ r ) SnV-+ 2x 0 X2(1 - Cn)

2fCX2(1 - Cn)
, S0 =

(- 1 + r ) V-
2fCX1

, ( 6)

式中 Sn = sin(2nPX2/ X1) , Cn = cos(2nPX2/ X1) # 

由恒等式 S
2
0+ C

2
0 = 1可以得出

  aV
2
-+ bV-+ c = 0, ( 7)

其中

  a = (1+ r)
2 X2

1S
2
n + X2

2(- 1 + r )
2
( 1- Cn)

2
,

  b = 4x 0 X
2
1X2(1+ r ) Sn(1 - Cn) ,
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  c = 4( x 2
0- f

2C2
) X2

1X
2
2(1- Cn )

2 # 

由 V- 的二次方程( 7)可解出

  V
(1)
- =

- b + $
2a

和 V
(2)
- =

- b - $
2a

, ( 8)

其中

  $ = b
2
- 4ac = 16X2

1 X
2
2 x

2
0 X

2
1(1+ r)

2
S

2
n(1 - Cn)

2
-

    ( x 2
0- f

2C2
) (1 - Cn)

2 X
2
1(1+ r )

2
S

2
n + X

2
2(- 1+ r )

2
(1- Cn )

2 # ( 9)

显然见到:

命题  当且仅当在参数 X1, X2, f , r > 0和初值 x0 \0下, 由式(5)给出的解 x ( t , t 0, x 0) 满

足下列条件:

( � ) V- > 0 , ( � ) x ( t , t0, x 0) < x 0   ( P t I ( t 0, t 0+ 2nP/ X1) )

时, x ( t , t 0, x 0) 给出碰振系统(1) 的单碰周期 n运动# 

由 $表达式得知,只要 0 [ x 0 < f | C| ,就有 $ \| b | , 故必有 V
(1)
- \ 0, V (2)- [ 0# 从而

得知:

推论  当 0 [ x 0 < f | C| 时, 在给定的参数值下, 对满足 V
(1)
- > 0, x ( t , t 0, x 0) < x0, P t

I ( t0, t 0+ 2nP/ X1) 的正整数 n,碰振系统(1) 存在对应的单碰周期 n 运动# 

下面讨论在时间间隔 ( t0, t 0+ nT )内( T = 2P/ X1为外激励的周期) ,使得 x ( t , t 0, x 0) < x 0

成立的正整数 n 所要满足的条件# 在以往的文献中几乎都没有注意到这一问题, 只有 Shaw [ 14]

在讨论单摆的周期碰撞运动时提到过, 并且只是作为假设条件来使用# 首先我们可得出以下

引理:

引理 1  函数 y 1( S) =
1 - cosS

sinS
是区间( 0,P)和(P, 2P)上的单调增加函数# 

证明  因为
dy 1

dS
=

1 - cos S
sin2S

> 0   ( P S I (0,P) G (P, 2P) ) ,所以结论成立# 

引理 2  曲线 y 1( S) =
1- cosS

sinS
与y 2( S) = tanS在区间S I ( 0,P/ 2) G (3P/ 2, 2P) 上不相

交,且有

( � )
1 - cos S

sinS
< tanS   ( P S I (0,P/ 2) ) , ( 10)

( � )
1 - cos S

sinS
> tanS   ( P S I (3P/ 2, 2P) ) # ( 11)

证明  显然有 sin2 S= 1- cos2S > cosS- cos2S# 若 S I (0,P/ 2) (或3P/ 2, 2P) ,将上式两

边都除以 sinScos S > 0(或 < 0) ,即得不等式( 10) (或( 11) )# 

引理 3  记 Sn =
2nPX2

X1
和 u( S) =

1- Cn
Sn

sinS+ cosS  ( S I (0, Sn) ) ,其中 Sn = sinSn ,

Cn = cosSn ,则有下面的结果:

( � ) 当 Sn I (0,P/ 2) 时, u( S) > 1   ( S I (0, Sn) )# 

( � ) 当 Sn I (P/ 2,P) 时, u( S) > 1   ( S I (0, Sn ) )# 

( � ) 当 Sn I (P, 3P/ 2) 时, - 1 < u( S) < 1   ( S I (P, Sn ) )# 

( � ) 当 Sn I (3P/ 2, 2P) 时, 0 < u( S) < 1   ( S I (3P/ 2, Sn ) )# 

证明  ( � ) 当 Sn I (0,P/ 2) 时, 对 u( S) 求导得
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  uc( S) =
1 - Cn
Sn

cosS- sinS, ud( S) =
Cn - 1

Sn
sinS- cosS   ( S I (0, Sn) ) # 

易见存在唯一的 S= S* I (0, Sn) ,使得 uc( S*
) = 0, ud( S*

) < 0,所以 S = S* 是 u( S) 的

唯一极大值点# 由于 u(0) = u( Sn) = 1,故有 u ( S) > 1, ( P S I (0, Sn) ) # 

( � ) 对 Sn I (P/ 2,P) ,由于(0, Sn) = (0,P/ 2) G (P/ 2, Sn ) ,下面分两步去证明 u( S) > 1

成立 :

首先考虑 S I (0,P/ 2]的情况# 由引理1, y 1( S) 是(0,P) 上的单增函数,故对 Sn I (P/ 2,

P) , 有 y 1( Sn ) > y 1(P/ 2) ,即(1 - Cn) / Sn > 1# 从而 PS I (0,P/ 2) ,有

  u( S) > sinS+ cosS \ 1 # 

然后考虑 S I (P/ 2, Sn) 的情况# 可以得出如下关系:

  Cn [ cosS < 0和 sinS> Sn > 0,

所以, u( S) = (1- Cn ) sinS/ Sn + cos S > 1 - Cn + cos( S) \ 1# 

总的来说,当 Sn I (P/ 2,P) 时, 不等式 u ( S) > 1成立# 

( � ) 当 Sn I (P, 3P/ 2) 时, 对 S I (P, Sn ) ,一方面有

  - 1 < Sn = sinSn < sinS< 0和- 1 < cosS < cos Sn = Cn < 0,

从而得 u ( S) > - 1# 另一方面,又因为

  u( S) = (1- Cn )
sinS
Sn

+ cosS < (1- Cn ) + cosS =

      1 - ( Cn - cos S) < 1,

故有- 1 < u( S) < 1   ( PS I (P, Sn) ) # 

( � ) 若 Sn I (3P/ 2, 2P) ,对 S I (3P/ 2, Sn) , 一方面有如下关系成立:

  - 1 < sinS < Sn < 0, 0 < cosS < Cn < 1 # 

从而得出 u( S) > 0   ( PS I (3P/ 2, Sn) ) # 

另一方面可以证明,对 S I (3P/ 2, Sn) , 有 uc( S) > 0# 先用反证法证 uc( S) X 0# 若存在

某个 S* I (3P/ 2, Sn) ,使得 uc( S*
) = 0,由前面给出的 uc( S) 表达式有

  
1 - Cn
Sn

cosS
*
- sinS

*
= 0,

从而得  tanS*
=

sinS*

cosS* =
1- Cn

Sn
# ( 12)

因为 y 1( S) =
1- cosS

sinS
在 S I (3P/ 2, Sn) 内是单调增加的,故有

  1 - cos S
sinS <

1 - cos Sn
sinSn

=
1- Cn
Sn

  ( P S I (3P/ 2, Sn ) ) # 

由引理2( � )的结论知, 式( 12)是不成立的# 因此,对 S I (3P/ 2, Sn ) 有 uc( S) X 0# 又因为对

S = Sn 有

  uc( Sn ) =
1- Cn
Sn

cos Sn - sinSn = -
1 - Cn
Sn

> 0,

故由连续性知,当 S I (3P/ 2, Sn) 时,均有 uc( S) > 0# 从而 u( S) 在( 3P/ 2, Sn) 上是单调增加

的# 于是

  u( S) < u ( Sn ) =
1- Cn
Sn

sinSn + cos Sn = 1   ( P S I (3P/ 2, Sn ) ) ,

所以对任意的 S I (3P/ 2, Sn) ,有 0 < u( S) < 1# 证毕# 

237李   群   宏    陆   启   韶



在前面所证引理的基础上,现在开始讨论系统( 1)的单碰周期 n 运动的存在与不存在问

题# 

定理 1  设 x 0 = kf | C| , ( k I [ 0, 1) )# 如果 X1充分大,则当正整数 n I (0, X1/ 4X2) G
( X1/ 4X2, X1/ 2X2) 时,碰振系统(1) 存在单碰周期 n 的运动# 

证明  由前面的推论知, 只要证明条件 x ( t , t0, x 0) < 0( P t I t 0, t 0+ 2nP/ X1) 成立即

可# 将式( 6)代入式( 5)中,得到

  x ( t ) = -
1+ r
2X2

V- sin X2( t - t 0) +
Sn

1- Cn
cos X2( t - t0) + fCcos( X1t ) # 

( 13)

另由( 7)的第一式可知,当 X1 y+ ] 时,有

  a = X2
1 (1 + r )

2
S

2
n + O( X

- 2
1 ) , ( 14)

所以从式( 8)、( 9)、( 14)得出,当 X1 y+ ] 时,

  V- =
- b + $

2a
=

2f | C| X2(1 - Cn) (1 - k )

(1+ r ) | Sn |
+ O( X- 2

1 ) # ( 15)

将式( 15)代入式( 13)中,得知当 X1 y+ ] 时有

  x ( t ) = f | C | - (1 - k )
1- Cn

| Sn |
sin X2( t - t 0) +

Sn

| Sn |
cos X2( t - t 0) +

    sign( C) cos( X1t ) + O( X- 2
1 ) # ( 16)

当 0 < n < X1/ 4X2和 X1/ 4X2 < n < X1/ 2X2时(即 Sn I (0,P/ 2) G (P/ 2,P) ) ,由引理 3( � ) ,
( � ) 知,对 t I ( t0, t 0+ 2nP/ X1) (相应地, S = X2( t - t 0) I (0, Sn) ) 有

  
1 - Cn
Sn

sin X2( t - t 0) + cos X2( t - t 0) > 1# ( 17)

又因为 | cos( X1 t ) | [ 1,从而当 X1充分大且 k I [ 0, 1) 时, 对 t I ( t 0, t 0+ 2nP/ X1) , 由式

( 16)、( 17)得到

  x ( t ) < kf | C| = x 0 # 

故由推论可知本定理成立# 证毕# 

前面给出了判别单碰周期 n 运动存在性的定理, 现在给出两个不存在的判别定理,首先

证明以下结果

定理 2  设 x0 = kf | C| ( k I [ 0, 1) ) ,当 X1充分大且 k 足够小时,对正整数 n I ( X1/ 2X2

+ 1, 3X1/ 4X2) ,碰振系统(1) 不存在单碰周期 n 的运动# 

证明  当 n I ( X1/ 2X2, 3X1/ 4X2) 时(即 Sn I (P, 3P/ 2) ) ,由引理 3( � ) 知,对 t I ( t 0+

P/ X2, t0 + 2nP/ X1) (相应地, S I (P, Sn) ) 有

  - 1 <
1 - Cn
Sn

sin X2( t - t 0) + cos X2( t - t 0) < 1# ( 18)

易见在本定理条件下, cosS < 0, Sn < 0# 由式(16) 知,当 X1 充分大时,有

  x ( t ) = f | C | (1- k)
1- Cn
Sn

sin X2( t - t 0) + cos X2( t - t 0) +

      sign( C) cos( X1t ) + O( X- 2
1 ) # ( 19)

当 t 从 t 0到 t 0+
2nP
X1
时, 一方面, sinS, cosS在(0,

2nPX2

X1
) 中只经历了不到一个周期的变
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化;而另一方面 cos( X1 t ) 则经历了 n 个周期的循环,故只要 n 满足(
2nPX2

X1
- P)

X1

2PX2
\ 1,即

n \ (1 +
X1

2X2
) ,那么 cos( X1 t ) 在 t I ( t 0+ P/ X2, t0+ 2nP/ X1) 中至少经历了一次在[- 1, 1]

中的循环# 考虑到式(18) ,当 k 足够小时,至少存在一个 t
* I ( t0+ P/ X2, t0+ 2nP/ X1) ,使得

cos( X1t
*
) 满足

  (1 - k )
1 - Cn
Sn

sin X2( t
*
- t0) + cos X2( t

*
- t 0) +

      sing( C) cos( X1t
*
) > k # 

由式( 19)即知,当 X1充分大时有

  x ( t
*
) > kf | C | = x 0 # 

这表明在时间间隔 ( t 0, t 0+ 2nP/ X1) 还会发生其它的碰撞, 从而系统(1) 不存在单碰周期 n的

运动# 证毕# 

定理 3  设 x 0 = kf | C| , k I [ 0, 1) ,当 X1充分大时,则对正整数 n I
3X1

4X2
+ 1,

X1

X2
,碰

振系统(1) 不存在单碰周期 n 的运动# 

证明  当 n I
3X1

4X2
+ 1,

X1

X2
(即 Sn I ( 3P/ 2, 2P) ) ,由引理3( � ) 知,对 t I ( t 0+ 3P/ 2X2,

t 0+ 2nP/ X1) (相应地, S I (3P/ 2, Sn) ) 有

  0 <
1- Cn
Sn

sin X2( t - t 0) + cos X2( t - t 0) < 1# 

类似定理 2,如果 n满足
2nPX2

X1
-

3P
2

X1

2PX2
\ 1,即 n \ 1+

3X1

4X2
, 则当 k I [ 0, 1) 时,至少

存在一个 t
* I t 0+

3P
2X2

, t 0+
2nP
X1

,使得 cos( X1 t
*
) 满足

  (1 - k )
1 - Cn
Sn

sin X2( t
*
- t0) + cos X2( t

*
- t 0) +

      sing( C) cos( X1t
*
) > k # 

由式( 19)即知当 X1充分大时有 x ( t
*
) > x 0# 如同定理2一样, 这表明此时该系统不存在单碰

周期 n 运动# 证毕# 

值得指出的是,在定理 3中取消了/ k足够小0的限制# 此外,当 n > X1/ X2时,类似于前

面的证明过程, 我们还可以得到单碰周期 n运动的其它不存在性定理,限于篇幅这里就不一一

叙述了# 

1. 2  数值模拟

为了说明上面的结果,我们作一些数值模拟# 数值模拟得到的部分结果显示在图 1 和图

2中,在这些图中的虚线表示约束位置# 

图1说明在相同的参数条件下, 不同的单碰周期运动的共存在# 取 r = 0. 8, f = 6, X1 =

2. 1, X2= 1, x 0= 0. 003 887 97,当 n = 1, 2, ,, 10时,均有 n I (0, X1/ 4X2)# 图1( a)、( c)、( e)

分别是单碰周期_3运动的时间历程、相图和 PoincarU映射图: 图1( b)、( d)、( f )分别是单碰周期

_8运动的时间历程、相图和 PoincarU映射图,其中PoincarU载面取在 t = t 0处# 可以看到,周

期碰撞运动每隔 nT 时间出现一次,这与定理 1的结果是一致的# 
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( a) n = 3                 ( b) n = 8

( c) n = 3                 ( d) n = 8

( e) n = 3                 ( f) n = 8

图 1 单碰周期 n 运动的时间历程、相图和 PoincarU 映射图

图 2说明单碰周期 n 运动的不存在性, 为简单起见,假设运动可以/穿越0 约束位置, 但这

并不影响我们的主要结论,因为我们主要考察在周期 n运动过程中是否还有其它的碰撞存在,

而不关注运动的具体形式# 
在图 2中,令 r = 0. 8, f = 6, X1 = 20. 1, X2 = 1,当 n = 11, 12, ,, 15时,有 n I ( X1/ 2X2

+ 1, 3X1/ 4X2)# 图 2( a)、( b) 分别是 x 0 = 0. 014 788时相应周期_12运动的时间历程和相图# 

由于在所讨论的周期内与阻碍物会出现多次碰撞,故已不是单碰周期运动了# 这表明此时实
际上并不存在单碰周期 12运动, 所得结论与定理 2一致# 

2  稳定性分析

为了对碰振系统( 1)进行稳定性研究,我们首先作出该系统的 PoincarU映射# 目前,常见
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的PoincarU映射有两种方式: ( � )取定相位面作截面的方式: ( � )取碰撞面作截面的方式# 两

种方式得到的映射一般都是不连续的, 但造成不连续的原因却不尽相同# 用第一种方式得到

PoincarU映射在碰撞处将一个点映为两个点(瞬时碰撞假设) , 且其导数在擦边碰撞处也是不

连续的,原因在于在该映射中含有平方根项; 而用第二种方式得到的 PoincarU映射之所以是不

连续的,这是由于可能出现的擦边碰撞造成的# 详请可参阅文献[ 11, 12]# 因此,要结合具体

的研究问题选择合适的 Poincar 映射,以便真实地反映振碰系统的情况# 下面我们选用第二种

方式进行研究, 由此推导 PoincarU映射的稳定性分析公式# 

在给出稳定性判别公式之前, 先定义碰振系统 PoincarU映射的不动点概念# 设 P : 2 y 2

是碰振系统的 PoincarU映射,它将 PoincarU截面 2 上的一个点X 映到另一个点Y = P (X ) ,这

里PoincarU截面取为碰撞面:

( a)                     ( b)

图 2  非单碰周期 n 运动的时间历程与相图

  2 = ( x , Ûx , U) I R @ R @ S | x = x 0, Ûx > 0 = R
+ @ S ,

其中 U= t(modT n) , T n = 2nP/ X1, S 是所有的 U值组成的圆周# 若存在一个正整数 m,使得

P
m
( X ) = X ,则称X 为Pm 的不动点# 这里 P

m S P . Pm- 1# 显然,碰振系统的一条( m, n) _

型周期轨道对应着映射 P
m的不动点# 当 m = 1时,单碰周期 n 的运动对应于映射P 的一个

不动点,我们下面讨论其稳定性# 

令 X
*
- = ( t

*
- , V

*
- ) I 2 是映射P 的不动点, 即 P (X

*
- ) = X

*
- , 下面计算 P 在点X

*
- 处的

Jacobi矩阵# 根据碰撞规则, 可将映射 P 分解为两个相继过程P1 和 P 2, 设( t
*
- , V

*
- ) 与( t

*
+ ,

V
*
+ ) 分别表示碰撞前后的两个点, 则 P1: ( t

*
- , V

*
- ) y ( t

*
+ , T

*
+ ) 表示碰撞过程, 而 P2: ( t

*
+ ,

V
*
+ ) y ( t

*
- , V

*
- )代表无碰撞的回归过程# 因为碰撞前后关系为: V*

+ = rV
*
- ,且由瞬时碰撞假

设得出 t
*
- = t

*
+ ,故 P1 的 Jacobi矩阵为

  DP
1
=

- r 0

0 1
# ( 20)

而 P2 的 Jacobi矩阵需要利用隐函数定理,从下面两个关系式:

  x ( t , X
*
+ ) = A (X

*
+ ) sin X2( t - t

*
+ ) + B (X

*
+ ) cos X2( t - t

*
+ ) + fCcos( X1t ) ,

  V( t , X
*
+ ) = A (X

*
+ ) X2cos X2( t - t

*
+ ) -

       B (X *
+ ) X2sin X2( t - t

*
+ ) - fCsin( X1 t ) ,

来计算# 其结果为
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DP
2
=

5( V , t )
5( V *

+ , t
*
+ )

=
5 V/5 V *

+ 5 V/ 5 t*+

5t / 5 V*
+ 5 t / 5t *+

=
def a11 a12

a21 a22

, ( 21)

式中:

a11 = ( X2V)
- 1

f CX2
1S tC tt + GX2 S

2
t ( V

*
+ + fCX1S0) + Ct ( V+ X2S t ( x 0- f CC0) ) ,

a12 = ( X2V)
- 1

f
2CX2

2C
2
0CtS t + fCC0 - f X

2
1C ttS t + X2 X2

2C
2
tV

*
+ + S

2
t ( V

*
+ + fCX1S0) @

  ( X
2
1- X

2
2) + C t ( x 0 X2S t ( X

2
1- 2X

2
2) + V( X

2
1- 2X

2
2) ) + X2 - x 0 X

2
2C

2
tV

*
+ +

  X2S t VV
*
+ + x 0(f CX

2
1C tt + X2S t ( V

*
+ + fCX1S0) ) - C t fCX

2
1CttV

*
+ +

  X2(- x 0 X2V + S t ( V
* 2
+ + f CX1S0V

*
+ - x

2
0X

2
2) ) ,

a21 = - S t / X2V, a22 = - ( X2V)
- 1 X2(- C tV

*
+ + x 0 X2S t ) - f C0S t ,

S t = sin X2( t - t 0) , Ct = cos X2( t - t 0) ,

S tt = sin( X1 t ) , Ctt = cos( X1 t ) # 

从而 P = P 2 . P 1的 Jacobi矩阵为

DP = DP
2
. DP

1
=

- ra11 a12

- ra21 a22

# ( 22)

相应的特征方程为

  K2
+ BK+ L = 0 , ( 23)

特征值为

  K1 = (- B+ B2
- 4L) / 2,  K2 = (- B- B2

- 4L) / 2,

其中 B= ra11 - a22, L= r ( a12a21- a11a22) # 

根据特征值 K1, K1,我们能够判别系统的周期稳定性:即当 | Ki | < 1( i = 1, 2) 时,周期解

为渐近稳定的; 若有一个 | Ki | > 1, 则周期解是不稳定的# 

图 3  特征值的最大模随周期数 n 的变化过程

现取参数组值为 r = 0. 8, f = 6, X1 = 40. 1,

X2 = 1, x 0 = 0,对 n = 1, ,, 20进行计算,此时单

碰周期 n 运动存在# 特征值的最大模随 n 变化

的情况也在图 3中反映出来# 从图 3得知, 当 n

< 20时, | K| max > 1,故对应的单碰周期 n轨道均

为不稳定的; 当 n = 20时, | K| max = 0. 8 < 1,对

应的单碰周期 n轨道为稳定的# 当 n > 20时,单

碰周期 n运动不存在的问题可由定理 2和定理 3

来确定# 从我们的计算中可以看到,在低速碰撞

时,对给定的 n, 有一个特征值的模非常大, 约为另一个特征值的模的近万倍, 这与 Nord-

mark [ 11, 13]的分析结果是一致的# 

3  结   论

本文提出一种分析碰振系统中单碰周期轨道共存的方法,给出其存在性与稳定性判别公

式,并通过数值模拟找出这些单碰周期 n 的轨道# 本文的方法与以往文献中的数值方法或者

分岔方法有很大的不同: 数值方法一般只能找出稳定的周期碰撞运动,而用我们的理论分析方

法既可找出稳定的周期碰撞运动也可找出不稳定的周期碰撞运动;与分岔方法相比,本文的方
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法可找出更多的单碰周期运动# 本文的另一特点在于给出了保证周期碰撞运动的单碰性条

件,而以往的文献几乎都忽略了这一问题# 从本文的研究可以看到, 不考虑单碰条件有时会得

不出预期的单碰周期运动# 

本文在讨论单碰周期运动的存在性或不存在性时,要求 X1 取得充分大# 从式(16) 和

(19) 可以看到,在 x ( t ) 的表达式中出现的 O( X- 2
1 ) 项,数值计算表明, 实际上无需 X1 取得很

大,就可得出各定理中的结果(如图 1和图 2)# 这说明本文的结论具有较广泛的适用性# 
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Coexisting Periodic Orbits in Vibro_Impacting

Dynamical Systems

LI Qun_hong,  LU Qi_shao
( Shool of Sci ence , Beijing Univer sity of Aeron autics and Astronautics ,

Beijing 100083, P . R . China )

Abstract: A method is presented to seek for coexisting periodic orbits which may be stable or unsta-

ble in piecewise_linear vibro_impacting systems. The conditions for coexistence of single impact per-i

odic orbits are derived, and in particular, it is investigated in details how to assure that no other im-

pacts will happen in an evolution period of a single impact periodicmotion. Furthermore, some criteria

for nonexistence of single impact periodic orbits with specific periods are also established. Finally, the

stability of coexisting periodic orbits is discussed, and the corresponding computation formula is giv-

en. Examples of numerical simulation are in good agreement with the theoretic analysis.

Key words: vibro_impact system; periodic orbit; existence; stability
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