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平面运动学位似运动 Steiner公式的推广
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摘要 :  对单参数闭平面复意义位似运动, 给出了 M�ller 提出的 Steiner 公式和混合面公式的表达

式# 利用推广的 Steiner公式得到了位似运动的 Holditch 定理# 作为特例, 给出了 M�ller 位似比 h

S 1时的结果# 
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引   言
设 E 和Ec分别为活动和固定复平面, O; e1, e2 、Oc; ec

1, e
c
2 为相应的坐标系# 则由变

换

  xc= uc+ hx eiU ( 1)

定义的运动称为单参数平面位似运动,表示为 E / Ec, 其中 h 为位似比; U为运动E/ Ec的转动

角,即 e1和 e
c
1间的夹角; x = x 1+ ix 2, xc= x

c
1+ ixc

2为复数,分别表示活动和固定直角坐标系

中的点 X I E; 复数 uc表示固定坐标系中的原点O# 位似比 h,转动角 U和x, xc, uc均为实

参数 t 的连续可微函数# 同时,在初始时刻 t = 0时, 两个坐标系重合# 

若 u = u1+ iu2 为活动坐标系中的原点 Oc, 则

  uc = - ueiU# ( 2)

由方程( 1)和( 2)有

  xc= ( hx - u) eiU# ( 3)

上式对 t 微分,有

  Va = ( Ûh + ihÛU) xeiU- ( Ûu + iuÛU) eiU+ hÛxeiU, ( 4)

其中 Va为运动 E/ Ec的绝对速度, / #0表示对 t求导# 为了避免纯平移和纯转动的情况,我们

假定

  ÛU( t ) X 0, h = h( t ) X const # 

式( 4)中的项

  ( Ûh + ihÛU) xeiU- ( Ûu + iuÛU) eiU

称为单参数平面位似运动 E / Ec的滑动速度, 表示为 Vf# 因此
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  Vf = ( Ûh + ihÛU) xeiU- ( Ûu + iuÛU) eiU# ( 5)

设运动 E / Ec中 Vf = 0,则得到运动的极点 P = ( p 1, p 2) ,

  p =
Ûu + iuÛU
Ûh + ihÛU,

因此有  u1 = p 1h +
p 2dh

dU
-

du2
dU

, u2 = p 2h +
p 1dh

dU
-

du1

dU
# ( 6)

1  平面位似运动中的 Steiner面公式和混合面公式

设 E / Ec为单参数平面位似运动, t I [ 0, T ] 为一实闭区间# 若

  
uc( t + T ) = uc( t ) ,
U( t + T ) = U( t ) + 2PM  P t I [ 0, T ] ,

( 7)

则运动 E / Ec称为单参数闭平面位似运动,其中 T 为闭平面位似运动的周期,整数M为闭平面

位似运动的转动次数# 

本文中取 M> 0# 

设 X 为E 中一固定点,则 X 相对于Ec的滑动速度为

  dxc= ( x - p ) (dh + ihdU) eiU# ( 8)

因此,由[ 1]给出的 X 点的轨道面为

  FX =
1
2 R( x

c
1dx

c
2- x

c
2dx

c
1) =

1
2 R[ xc, dxc] , ( 9)

其中符号 [ a, b] 由下面的行列式确定:

  [ a, b] =
a1 a2

b 1 b 2

= a1b 2- a2 b1 # 

质量密度分布为 h
2dU的运动极曲线( P ) 的重心称为 Steiner点 S# 并由下式给出为

  s = s1+ is 2 = Rph
2
dU Rh

2
dU, ( 10)

其积分路径为闭极曲线 ( P) # 

由于 ÛU( t ) X 0,且 ÛU( t ) 为连续函数,因此有 ÛU( t ) < 0或 ÛU( t ) > 0,即 ÛU( t ) 在闭区间[ 0,

T ] 内处处同号# 根据闭区间[ 0, T ]积分学中值定理,至少存在一点 t 0 I [ 0, T ] 使如下方程成

立# 

  Rh
2dU= Q

T

0
h
2
( t ) ÛU( t ) dt = 2h2

( t0)PM# ( 11)

将式( 3)和( 8)代入式( 9)并利用式( 10)和( 11) ,可得闭平面位似运动的 Steiner 面公式:

  FX = FO+ h
2
( t0)PM( x�x - x�s - �xs) +

1
2
( x�L+ �xL) , ( 12)

其中 �x、�s 和�L分别为x、s和 L的复共轭, L = L1+ iL2, 且

  L1 =
1
2 R(- 2hp 2dh + h du2 + u2dh) , L2 =

1
2 R(2hp 1dh - hdu1- u1dh) # 

至此,我们可以给出如下定理:

定理 1  设 X 为运动平面E 上的一个固定点,则式(12) 给出了单参数闭平面位似运动闭

轨道曲线( X ) 的面方程# 

特例  位似比 h S 1时,我们就得到复数意义上的 Steiner 面公式[ 2]# 

由式( 12)有如下推论:
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推论 1  运动平面上的所有固定点位于运动 E / Ec的同一轨道面,它依赖于运动平面中以

  M = s1-
L1

2h2
( t 0)PM

, s 2-
L2

2h2( t 0)PM
( 13)

为圆心的同一圆# 

特例  当 h( t ) S 1时,由于 L1 = L2 = 0,则点 M 和 Steiner点 S 重合[ 2]# 

设 X 和 Y 为运动平面E 上的两个固定点, Z 为线段XY 上的任意固定点,则

  z = Kx + Ny ,   K+ N= 1, K, N I R# ( 14)

根据方程( 1)有

  zc = Kxc+ Nyc# ( 15)

现在我们利用轨道面 FX 和FY来求轨道面FZ # 

由方程( 9)和( 15)可得轨道面 FZ 的方程如下:

  FZ =
1
2 R[ zc, dzc] =

1
2 R[ Kxc+ Nyc, Kdxc+ Ndyc] # 

由上式可得

  FZ = K
2
FX + 2KNFXY + N

2
FY, ( 16)

其中   FXY =
1
4 R [ xc, dyc] + [ yc, dxc] , ( 17)

上式称为 E 上点X、Y 的混合面方程# 

现在我们可以计算混合面 FXY了# 

将式( 3)和( 8)代入式( 17) , 可得

  FXY = FO +
h
2
( t0)PM
2

[ x�y + �xy - ( x + y )�s - (�x + �y ) s ] +

    1
4
[ ( x + y )�L+ ( �x + �y ) L] # ( 18)

显然   FXX = FX , FXY = FYX # 

因此有如下定理:

定理 2  设 X 和Y 为运动平面E 上的两个固定点,则点X 和Y 的混合面公式由式(18) 给

出# 

特例  当 h( t ) S 1时,由于 L= 0, 则得到[ 2]给出的混合面公式:

  FXY = FO +
PM
2 [ x�y + �xy - ( x + y )�s - (�x + �y ) s ]# 

若原点 O 和(13) 式给出的点 M 重合, 则 FO = FM 并由式( 12)和( 18) ,可得

  
FX = h

2
( t 0)PMx�x + FM ,

FXY =
1
2
h
2
( t 0)PM( x�y + �xy ) + FM# 

( 19)

则由后者可得

  FX > FM   X X M, ( 20)

且    FX - 2FXY + FY = h
2
( t 0)PMd

2   X X Y, ( 21)

其中 d 为点X 和 Y 间的距离# 

推论 2  由( 20)式可知点 M 的轨道曲线具有最小轨道面# 

此外,由式( 21)有

  FX - 2FXY + FY > 0 ( 22)
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且    FXY =
1
2
( FX + FY- h

2
( t 0)PMd

2
)# ( 23)

因此,将式( 23)代入式( 16) ,可得

  FZ = KFX + NFY - KNh2( t 0)PMd
2# ( 24)

2  闭平面位似运动的Holditch定理

定理 3  设 k 为平面Ec上的一个卵形(即闭凸曲线) , X Y 为该卵形的弦,长度为 d# 弦上

一点 Z划分该弦为长a和 b的两段# 在闭平面位似运动 E/ Ec情况下, 若弦XY的范围覆盖卵

形 k ,则卵形 k和点Z 画出的闭曲线构成的面取决于参数a、b 和h, h 为运动E/ Ec的位似比# 

证明  设 XY表示实轴方向, 这时有

  d = y - x , a = z - x = Nd , b = y - z = Kd, a + b = d # ( 25)

当点 Z 的轨道面的转动次数M= 1时, 由( 24)和( 25)式有

  FZ =
1
d
( bFX + aFY) - h

2
( t 0)Pab # ( 26)

又当点 X 和 Y 划出同一个卵形k 时, 则有 FX = FY, 由式( 26)又可得

  FX - FZ = h
2
( t 0)Pab# ( 27)

定理证毕# 

特例  当 h( t ) S 1时,就得到[ 3]的结果

  FX - FZ = Pab # 
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Generalization of Steiner Formula for the Homothetic

Motions on the Planar Kinematics

N. Kuruoßglu,  M. D�ld�l,  A. Tutar

( Depar tm ent of Mathem atics , Scien ce and Arts Faculty , Ondokuz May¥s Un iver sity ,

Kurupelit 55139, Sam sun , Turkey )

Abstract: The Steiner formula and the mixture area formula given by M�ller were expressed under the

1_parameter closed planar homothetic motions in the complex sense. Also, using the generalization of

Steiner formula, the result of Holditch theorem for homothetic motions is got. In the case of the homo-

thetic scale h S 1 the results given by M�ller are obtained as a special case.

Key words: homothetic motion; Steiner formula; Holditch theorem
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