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摘要:  针对非线性 Lur. e系统 ,提出了一种输出反馈控制器综合方法# 对于系统在无摄动及线性

部分存在乘性范数摄动的情况,分别设计了保证闭环系统绝对稳定的动态输出反馈控制器# 由圆

判据出发,通过把绝对稳定性问题等价地转化成 H ] 控制问题, 得到了一组由线性矩阵不等式

( LMI)表达的控制器存在的充分性条件# 
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引   言
非线性系统稳定性研究的一个主要贡献是1944年Lur. e与Postnikov提出的绝对稳定性概

念[ 1] ,其讨论的是一种前馈通道为线性对象而反馈通道为扇区非线性的系统(即 Lur. e 系统)

的稳定性问题# 尽管此后吸引了许多学者的兴趣的努力, 但直到 1961年罗马尼亚数学家 V.

M. Popov 提出了其著名的 Popov 判据后[ 2] , 有关 Lur. e系统绝对稳定性的研究才引起了广泛注

意,并由此出现了许多重要的成果# Popov 判据的优点是它是一种频域作图的方法, 只需通过

系统线性部分的频率特性即可判断整个系统的绝对稳定性# 此后又有许多类似的频域结果出

现,但应用最广泛的是圆判据,它给出了一个判断具有时变非线性函数的 Lur. e系统绝对稳定

性的充分条件[ 3~ 5]# 尽管圆判据比 Popov 判据出现得晚,但其应用范围却比 Popov 判据广# 主

要原因是圆判据更类似于古典控制理论中的 Nyquist判据, 并且能处理种类更多的非线性函

数# 比如圆判据可用来判断具有记忆型或时变非线性函数的Lur. e系统,而 Popov判据只能用

于非线性函数为无记忆、时不变情形的 Lur. e系统# 

尽管这些几何判据在判断 Lur. e系统的绝对稳定性方面显示出极大的优越性, 但至今为

止,由这些判据出发研究 Lur. e系统的控制器综合问题还鲜见于文献# 本文的目的就是从圆

判据出发, 设计动态输出反馈控制器以保证闭环 Lur. e系统绝对稳定# 我们给出了绝对镇定

控制器存在的条件, 并分别给出了系统无摄动和线性部分存在乘性范数摄动时控制器的设计

方法# 

本文采用 LMI方法设计动态输出反馈控制器, 其优点是运算简单、效率高[ 6]# 用 LMI的
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方法解决非线性系统的绝对镇定问题可见于[ 7~ 9]# 但这些文献研究的非线性系统与本文不

同,绝对镇定的概念也不一样# 本文中, 系统的绝对稳定性问题被等价地转化成 H ] 控制问

题,并在H ] 次优控制理论的框架下进行控制器设计# 最后的结果是由一组线性矩阵不等式

表达的控制器存在的充分性条件# 

1  预 备知 识

经典的圆判据是用来判断图 1所示系统的绝对稳定性# 其中非线性输入函数 U可以是

无记忆或记忆、时变或时不变型函数,且满足扇区条件

图 1  非线性 Lur. e系统

  k1 [ U( t , R)
R

[ k 2# 

系统为绝对稳定是指 G ( j X) 满足

  J ( X
2
) =

$
1 + ( k 1+ k 2)ReG( jX) +

    k 1k2 | G ( j X) |
2
> 0

    P X I (- ] , + ] )# ( 1)

设

  U = ReG ( j X) 和 V = lmG ( j X) ,

条件( 1)可写为

  J ( X
2
) = k1 k2 U+

1
2 ( k

- 1
1 + k

- 2
1 )

2

+ V
2
-

1
4 ( k

- 1
1 + k

- 2
1 )

2
=
$

    k 1k2[ ( U - v0)
2
+ V

2
- r

2
0] > 0# ( 2)

条件( 2)的几何解释为:在 U、V 平面上, J ( X2
) = 0对应圆( U - v 0)

2
+ V

2
= r

2
0, 而 J ( X2

)

> 0对应的区域与 k1和 k2的符号有关# 若 k1 k2 > 0, J ( X2
) > 0对应圆外的区域,若 k 1k2 <

0, J ( X
2
) > 0对应圆内的区域# 

考虑 k1 k2 < 0的情况,则条件( 1)变为

  J ( X2
) =

2

k
- 1
2 - k

- 1
1

G ( j X) +
k
- 1
2 + k

- 1
1

k
- 1
2 - k

- 1
1

=
$
| rG ( j X) + Q| < 1, ( 3)

即 G ( s )的频率响应曲线落在复平面上半径为( k
- 1
2 - k

- 1
1 ) / 2,圆心为(- ( k

- 1
1 + k

- 1
2 ) / 2, 0) 的圆

内# 也就是说 G( s ) 上任一点到圆心的距离不超过其半径( k
- 1
2 - k

- 1
1 ) / 2, 即

  +rG( jX) + Q+ ] < 1# ( 4)

可见当 k 1k 2< 0时,圆判据可等价地转化成一个H ] 范数约束, 由此系统的绝对镇定问题就可

以在H ] 的框架下讨论# 对于 k1 k2 > 0或 k 1k2 = 0的情形,我们总可以用回路变换的方法将

其转化为 k1 k2 < 0 [ 4]# 因此下面我们将只讨论 k1k 2 < 0时系统的绝对镇定问题# 

2  主 要结 果

在本节中, 我们分别给出系统无摄动及线性部分存在乘性摄动时控制器存在的条件,它可

以归结为一组线性矩阵不等式解的存在性问题# 

2. 1  无摄动情况

考虑图2的非线性Lur. e系统# 设 G( s ) 为严格真有理函数且

  G( s) =
A - B

C 0
,
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K( s ) 为待设计的控制器且

  K( s ) =
Ak Bk

Ck Dk

# 

定理 1  存在全阶控制器 K( s) 使得 K( s ) 绝对镇定 G( s) , U 的条件为 LD X ª, 其中

  LD = ( R, S) I R
n@ n @ R

n@ n
: R I LB , S I LC,

R I

I S
> 0 ,

  LB = R I R
n@ n

: R = R
T
> 0,且

     
B
\

0 0

0 1 0

0 0 1

AR + RA
T

RC
T

- rB

CR - 1 Q

- rB
T Q - 1

B
\T

0 0

0 1 0

0 0 1

< 0 ,

  LC = S I R
n@ n

: S = S
T
> 0,且

     
C

T\
0 0

0 1 0

0 0 1

SA + A
T
S - rSB C

T

- rB
T
S - 1 Q

C Q - 1

C
T\T

0 0

0 1 0

0 0 1

< 0 # 

图 2  反馈非线性 Lur. e系统

对于定理 1中的线性矩阵不等式,可用[ 10]

中的 LMI工具包来求解# 以下给出一个控制器设

计的方法:

1. 求解定理 1中的 LMI得到一个解 ( R, S) ;

2. 由 ( R, S ) ,通过奇异值分解( SVD) 计算可

逆矩阵M, N I R
n@ n

, 使得

  MN
T
= I - RS# 

3. 由下式计算 X cl :

  X cl

R I

M
T

0
=

I S

0 N
T # 

一旦得到 X cl, 则可以由[ 11]中的通解公式设计控制器# 

2. 2  线性部分存在乘性摄动的情况

图 3  线性部分存在乘性摄动的 Lur. e系统

以下考虑线性部分存在乘性范数摄动的非线

性Lur. e 系统鲁棒绝对稳定控制器存在的条件,

即 G( s) = G( s ) (1 + $) , $ I RH ] , +$+ ] [
C # 其反馈结构如图 3所示# 

设

  Gc( s) =
$ G( s) ( 1+ $)

1 + K( s ) G( s) (1+ $)
       +$+ ] [ C

为 ( G(1+ $) , K) 的闭环传递函数# 对单输入单

输出系统来说, $可以用复数 A+ Bi, A2
+ B2 [ C2

代替,即
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  Gc( s) =
G( s) ( 1+ A+ Bi)

1 + K( s ) G( s) (1+ A+ Bi)
  PA, B, A2

+ B2 [ C2# ( 5)

设 rGc( s) + Q的状态空间实现为

  
Acl B cl

Ccl Dcl

,

  

Acl =
A + BDk(1 + A+ Bi) C BCk

Bk(1+ A+ Bi) C Ak

=

  
A + BDkC BCk

BkC Ak
+

BDk ( A+ Bi) C 0

Bk( A+ Bi) C 0
=
$

  Au+
BDk( A+ Bi) C 0

Bk( A+ Bi) C 0
, ( 6)

Bcl =
- rB

0
=
$
Bu,

Ccl = (1+ A+ Bi) C 0 = C 0 + ( A+ Bi) C 0 =
$

  Cu+ ( A+ Bi) C 0 ,

Dcl = Q,
Au Bu

Cu Q
为 rGc( s ) + Q当Gc( s) =

G( s)
1 + K( s ) G( s)

时的状态空间实现# 

定理 2  图 3所示系统鲁棒绝对稳定的条件为存在 X cl = X
T
cl > 0及 J> 0使得

  

X clAu+ A
T
uX cl X clBu JX cl B̂ C

T
u CC

T
u/ J

B
T
uX cl - 1 0 Q 0

JB̂T
X cl 0 - 1 J 0

Cu Q J - 1 0

CCu/ J 0 0 0 - 1

< 0, ( 7)

其中   B̂ =
BDk

Bk

# 

证明  当

  +rGc( s) + Q+ ] < 1,   PA, B, A2
+ B2 [ C2# 

图3的系统绝对稳定# 其中 Gc( s ) 由( 5)定义# 

根据有界实引理,上述条件成立当且仅当存在 X cl > 0使得

  5 ( X cl, 2cl) =
$

X clAcl + A
H
clX cl X clBcl C

H
cl

B
H
clX cl - 1 D

H
cl

C cl Dcl - 1

< 0# ( 8)

设

  Xu =

X clAu+ A
T
uX cl X clBu C

T
u

B
T
uX cl - 1 Q

Cu Q - 1

, X =

X cl B̂

0

I

, Y = Cu 0 0 , ( 9)

则不等式( 8)化为
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  5 ( X cl, 2cl) = Xu+ X( A+ Bi) Y+ Y
T
( A- Bi) XT

< 0,

上式成立当且仅当存在 J> 0使得

  Xu + J
2
XX

T
+

C2

J
2 Y

T
Y < 0# ( 10)

设

  Z = JX
C
J
Y

T
, ( 11)

则( 10)变为

  Xu + ZZ
T
< 0, ( 12)

应用 Schur补, ( 12)可写为

  5 ( X cl, 2cl) =
Xu Z

Z
T

- I
< 0# ( 13)

将( 9)和( 11)代入( 13)并重新排列矩阵 5 ( X cl, 2cl) 的行列,即可得( 7) # t

以下给出上述系统控制器存在的条件# 

注意到( 7)是关于变量 ( X cl, K)的双线性矩阵不等式,我们首先用文[ 12]的方法把它变成

线性矩阵不等式 # 取参数 p = Pf , Pg , Ph , Wf , Wg, Wh , L , Pf , Pg I R
n@ n

, Ph I

R
( n

c
- n)@ ( n

c
- n)

, Wf I R
1@ n

c, Wg I R
n

c
@ 1
, Wh I R, L I R

n
c
@ n

c, 且

  
Pf I

I Pg

> 0, Ph > 0# 

设

  L =
L11 L12

L21 L22

, Wf = Wf 1 Wf 2 , Wg =
Wg1

Wg2

,

其中   L11 I R
n@ n

, Wf 1 I R
1@ n

, Wg1 I R
n@ 1# 

定义以下矩阵仿射函数:

  Mp( p) =
$

Pf In 0

In Pg 0

0 0 Ph

, MA (p ) =
$

APf + BWf 1 A + BWhC BWf 2

L11 PgA + Wg1C L12

L21 Wg2C L22

,

  MC( p) =
$

C1Pf C1 0 , MB( p ) =
$

B1 + BWhN1

PgB1+ Wg1N1

Wg2N1

, MD (p ) =
$
D1,

  5 *
( p ) =

$
Mp ( p) ©

- MA (p ) - M
T
A ( p) MB( p ) M

T
C( p)

M
T
B( p ) 1 - MD (p )

MC (p ) - MD ( p) 1

,

其中

  B1 = - rB 0 , C1 =
C

CC/ J
, D1 =

Q J

0 0
, N1 = 0 J # 

利用[ 12]的结果,我们得到以下定理# 

定理 3  对某一 nc > n,若存在 p 及J> 0使得

  5
*
( p ) > 0,

则存在阶数为 nc的控制器 K( s ) 绝对镇定图 3所示闭环系统且 K( s) 的状态空间实现由下式
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决定

Dk Ck

Bk Ak
=

1 0 0

B - P
- 1
g 0

0 0 In
c
- n

Wh Wf 1 Wf 2

Wg1 L11- PgAPf L12

Wg2 L21 L22

1 CPf S
- 1
f 0

0 S
- 1
f 0

0 0 P
- 1
h

,

Sf =
$
Pf - P

- 1
g ( > 0)# 

例 1  考虑如下系统

  G( s ) =
0. 5

s + 1. 5
(1+ $)   +$+ ] [ 0. 625,

且 U I [- 1. 5, 2. 5]# 设 J= 1. 525,则存在参数集 p

  Pf = 34. 163 8, Pg = 0. 924 9, Wh = 0. 019 1, Wf = - 2 591. 9,

  Wg = - 0. 624 9, L = - 57. 355 9

满足定理 3的条件,由此求得控制器为

  K( s) =
0. 019 091( s - 2 773)

s + 78. 38
# 

3  结 束语

本文研究了非线性 Lur. e系统的输出反馈绝对镇定问题# 通过把圆判据化成一个 H ] 范

数约束条件,控制器综合问题即可用 H ] 方法来解决# 对于系统无摄动和线性部分存在乘性

范数摄动的情况,分别得到了用一组 LMI 表达的控制器存在条件# 实例分析表明该文提出的

控制器设计方法是有效的# 
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Absolute Stabilization Related to Circle Criterion:

an LMI_Based Approach

YANG Ying,  HUANG Lin

( Center for Sy stems an d Con tr ol , Depar tm ent of Mechan ics and Engineer in g Scien ce ,

Peking Univ er sity , Beijing 100871, P . R . China )

Abstract: A method is proposed for synthesizing output feedback controllers for nonlinear Lur. e sys-

tems. The problem of designing an output dynamic controller for uncertain_free systems and systems

subject to multiplicative norm_bounded perturbations in the linear part were proposedrespectively. The

procedure is based on the use of the absolute stability, through the circle criterion, and a linear matrix

inequalities(LMI) formulation. The controller existence conditions are given in terms of existence of

suitable solutions to a set of parameter_dependent LMIs.

Key words: nonlinear Lur. e systems; circle criterion; absolute stabilization; H ] control; LMI
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