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摘要: � 根据非线性弹性地基上圆薄板大幅度方程,弹性抗力有线性项, 三次非线性项和抗弯曲弹

性项�� 在周边固定的条件下,利用 Galerkin 法得到了一个非线性振动方程�� 在无外激励情况下, 求

出在平衡点处的 Floquet指数�� 分析了其稳定性与可能发生的分岔条件�� 在外激励条件下,用 Me-l

nikov方法分析研究了可能发生的混沌振动�� 通过数字仿真给出了各种地基参数下混沌区域的临

界曲线和相平面图��
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引 � �言

非线性弹性地基上的圆薄板是工程中的常见结构, 对此结构振动的研究引起了不少学者

的关注��N. Gajiendar[ 1]、Y.Nath[ 2]、P. C. Dumir[ 3]、赵永刚[ 4]曾研究这方面的问题,但都未涉及

到分岔与混沌问题, 目前国内外高速公路的发展, 高层建筑受地震的影响问题, 大量的弹性

地基问题都提出来, 为此对非线性弹性地基结构的非线性动力分岔和混沌的研究是十分必要

的��

1 �基 本方 程

由文[ 5] ,在圆薄板非线性动力方程中,圆薄板受到的外力包括弹性地基的反力、阻尼力、

干扰力、静载荷��
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边界条件:

� � 当 r = a 时, w = 0,
�w
�r = 0,

�( rNr )

�r - �N r = 0, ( 3)

� � 当 r = 0时,
�w
�r = 0, w , N r 有限; ( 4)

初始条件:

� � w ( r , 0) = w 0( r ) ,
�w ( r , 0)
�t = 0; ( 5)

其中:

� � L =
1
r
�
�r
r �
�r

1
r
�
�r
r �
�r , D =

Eh
3

12(1 - �2)
,

�为圆薄板的单位面密度��
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将无量纲量代入方程( 1) ~ ( 5)得:
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边界条件:
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将( 11)代入( 7) ,并由条件( 8)、( 9)可得:
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将( 11)、( 12)代入( 6)并利用 Galerkin法:
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为了进一步简化方程,我们令:
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得到化简后方程
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2 �稳定性分析

若无扰动时,则( 14)可化为
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此组方程有一平衡点为( 0, 0) , Floquet指数为
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当 �2 = 2时, 平衡点为临界结点;

当 �2 > 2时, 平衡点为稳定的结点;

当0 < �2 < 2时, �离开数轴在复平面上有稳定的焦点;

当 �2 = 0时, �为纯虚数, 这时发生Hopf分岔;

当 �2 < 0时, 已失去物理意义,这里不予讨论��

方程( 14)无阻尼的自由振动解为:
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其哈密顿函数为:
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闭轨的周期为 T ( k ) = 4 1 - 2k2K ( k ) ;
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其中 k 满足

� � h =
2k2

1- 2k2
+

2k4

(1- 2k2)
� � k � 0,

2
2
��

为了利用Melnikov 法来确定发生混沌的临界条件,我们将( 14)化为:
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当系统受到扰动时, 同宿轨道发生破裂, Melnikov函数将测量轨道的距离来确定何时轨道

发生破裂��

Melnikov函数
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I�( m , n) , I�( m, n) 同文[ 6] ,利用( 19)可以确定圆板在弹性地基上受到横向微扰时发生混沌

的临界条件:
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为了分析地基参数对混沌发生的影响,我们取了一组参数来进行计算��

图 1� 各种地基参数下混沌区域的临界曲线 ( m = 1)

由图 1、图 2我们给出了发生混沌的最低临界值, 从图 3可以看到发生了混沌现象, 轨道

无重叠,无一定的规律,运动的时间历程图 4呈现混沌行为[ 7]��

3 �讨 � �论

本文简单的分析了非线性弹性地基上的圆薄板在横向扰动下的非线性力学行为, 系统出

现的复杂的混沌行为受到干扰力振幅与阻尼之比干扰力的频率影响, 由于方程是硬弹簧 Duffing
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图 2� 各种地基参数下混沌区域的临界曲线 ( m = 3)

图 3� 相图 (�k 1 = 50, �k 2 = 10, �G = 10, F = 500, � = 15, C = 0. 1)

图 4� 振幅随时间的变化

(�k 1 = 50,�k 2 = 10, �G = 10, F = 500, � = 15, C = 0. 1)

方程, 适当的选择参数可得文[6 ]的结果��本文结果也可得到圆薄板的分岔和混沌行为��
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Bifurcation and Chaos of the Circular Plates

on the Nonlinear Elastic Foundation
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Abstract: According to the large amplitude equation of the circular plate on nonlinear elastic founda-

tion, elastic resisting force has linear item, cubic nonlinear item and resisting bend elastic item. A non-

linear vibration equation is obtained with the method of Galerkin under the condition of fixed bound-

ary. Floquet exponent at equilibrium point is obtained without external excitation. Its stability and con-

dition of possible bifurcation is analysed. Possible chaotic vibration is analysed and studied with the

method of Melnikov with external excitation. The critical curves of the chaotic region and phase figure

under some foundation parameters are obtained with the method of digital artificial.

Key words: bifurcation; chaos; large amplitude; nonlinear
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