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摘要:  基于现代微分几何学, 分析了作为保守系统和非保守系统的推广 ) ) ) Birkhoff 系统的辛结

构# 构造 Birkhoff系统的 Poincar�_Cartan 积分不变量# 最后, 将一维阻尼振动作为示例, 求出其

Poincar�积分不变量# 
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引   言

Poincar�_Cartan积分不变量理论在物理学、力学领域有重要的应用# 但长期以来, 人们一

直认为这一理论仅适用于 Hamilton系统,而非 Hamilton系统不存在积分不变量,只有积分不变

关系
[ 1~ 3]# 文献[ 4~ 6]对 Poincar�_Cartan积分不变量理论作了有限推广# 事实上,动力学系统

的积分不变量与动力学系统的辛结构是紧密相关的,辛结构不仅存在于Hamilton系统,而且存

在于 Birkhoff系统# Birkhoff系统的动力学理论不仅适于保守系统,而且适于非保守系统, 它保

持了 Lie代数、辛几何、变分原理的共栖特性
[7~ 10] # 因此, 在这种系统的动力学空间上必将存

在Poincar�_Cartan积分不变量# 由于动力学系统的 Birkhoff表述具有直接普适性,因而相应的

积分不变量也具有同样的普适性# 

1  Birkhoff系统的辛结构

对Lagrange逆问题的研究表明,实验室坐标和时间变量下的 Lagrange表述和Hamilton表述

不具有直接的普适性, 所以需要将 Lagrange 逆问题推广到 Birkhoff逆问题# 任何 n 维二阶解

析、正规动力学系统总可以约化为等价的2n 维一阶形式
[ 7~ 10] # 

  ÛaL - .
L
( t , a) = 0   ( L= 1, 2, ,, n) , ( 1)
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其中 a
L
= ( r

L
, y

L
( t , r , Ûr ) ) # 根据Cauchy_Kovalevski定理, 在实验者的时空变量的正规点的可

缩区域内,该系统总有一个 Birkhoff表示:

  
5RM( t , a)

5 aL
-

5R L( t , a)

5 aM
ÛaM- 5B( t , a)

5aL
-

5R L( t , a)

5t = 0# ( 2)

Birkhoff函数 B( t , a) 可以取为该系统最大自伴随子系统的总能量, 它仅与有势力相关,而所

有非有势力的动力学特性都包含在下述协变辛张量之中

  8LM=
5RM( t , a)

5aL
-

5R L( t , a)

5aM
# ( 3)

与Hamilton系统不同, 变量 a
L
所表示的动力学空间不必是相空间, 它具有一般的辛结构, 即

8LM X XLM# 

在 ( 2n + 1) 维流形 R @ T
*
M ( M 为位形流形) 上构造一个具有最大秩的、闭的 2_形式:

  8̂ = 8̂LM( â) dâ
L C dâ

M  ( L, M= 0, 1, 2, ,, n) , ( 4)

其中 8̂ LM= 8LM, 8̂ 0M= - 8LM.
L
= - 8̂M0 , â

L
= ( t , r

L
, y

L
)# 由于 8̂ 是闭的,故 8̂ LM满足自伴随

条件
[ 7~ 10]# 根据 Poincar�引理的逆命题, 可以在 R @ T

*
M 的可缩区域上引入一个满足 8̂ =

dR̂ 的1_形式R̂ ,由于 Birkhoff系统的动力学空间一般不是相空间,所以相应的 1_形式R̂ 亦不

是接触流形上的正则 1_形式# 在局部坐标下,

  R̂ = R̂ L ( â ) dâ
L
= RL( t , a) da

L
- B( t , a) dt , B( t , a ) = R0 ( t , a) , ( 5a)

  8̂ =
1
2

5R̂M( t , a)

5â L -
5R̂ L( t , a)

5âM
dâ

L C dâ
M# ( 5b)

定义 1. 1  一般 Birkhoff矢量场定义为接触流形 R @ T
*
M 上的非自治矢量场 X̂ ,它满足

  iX̂ 8̂ = 0, dt ( X̂ ) = 1# ( 6)

这是非自治 Birkhoff方程( 2)的整体表述# 在局部坐标下,

  X̂ = 5
5 t + 8

LM 5B
5aL -

5RL

5t
5
5 aM

# ( 7)

尽管 Birkhoff方程与Hamilton方程的整体表述形式相同,但是在局部上,一般无法实现对

该系统的Hamilton描述, 除非该系统退化为Hamilton系统# 正是通过理论的局部描述,才确定

了通常的Hamilton方程描述动力学系统的局限性# 

2  Birkhoff系统的 Poincar�_Cartan积分不变量

根据接触流形 R@ T
*
M上的基本2_形式 8̂ 的封闭性和Birkhoff方程的整体描述可知, 8̂

是 Birkhoff矢量场 X̂ 的不变2 _形式,即 L X̂ 8̂ = iX̂d 8̂ + diX̂ 8̂ = 0# 由 8̂ 的局部恰当性可得

dL X̂ R̂ = LX̂ dR̂ = LX̂ 8̂ = 0,这表明 1_形式 R̂ 是 Birkhoff矢场 X̂ 的相对不变 1_形式# 

定义 2. 1  考虑 c 2 I C2 ( R @ T
*
M ) 和 2_形式F I F

2
(R @ T

*
M )# 如果在 Birkhoff系

统动力学空间 2_链 c 2上的积分Qc
2

F沿着 Birkhoff矢量场 X̂ 的积分曲线保持不变,即Qc
2

F =

Qcc
2

F (其中 c
c
2是 c 2沿 X̂的积分曲线的同胚变换) ,则称Qc

2

F为矢量场X̂ 定义的 Birkhoff系统的

绝对积分不变量# 

命题 2. 1  设 c 2 I (R@ T
*
M ) ,当且仅当 8̂ I F

2
(R@ T

*
M ) 是矢量场 X̂的不变形式时,
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Qc
2

8̂ 是 Birkhoff系统的绝对积分不变量# 

证明  设 <t 是Birkhoff矢量场 X̂的积分曲线# 由于 8̂ 是 Birkhoff矢量场 X̂的不变形式,

所以 L X̂ 8̂ = lim
1
t
( ( <t )

*
8̂ - 8̂ ) = 0,即( <t )

*
8̂ = 8̂# 因此,

  Qc
c
2

8̂ = Q( <
t
)
*

c
2

8̂ = Qc
2

( <t ) * 8̂ = Qc
2

8̂ , ( 8)

反之,如果上式成立,则对任意 <t ,必有( <t )
*
8̂ = 8̂ ,从而 8̂ 为Birkhoff矢量场 X̂的不变2_形

式# 证毕# 

定义 2. 2  设 C= 5c 2 , Cc= 5cc
2 , H I F

1
( R @ T

*
M ) ,如果积分RC

H沿着 Birkhoff矢量场

X̂ 的积分曲线保持不变,即RC
H= RCc

H, 则称RC
H为 Birkhoff系统的相对积分不变量# 

如果 H是 Birkhoff矢量场 X̂ 的相对不变 1_形式,则 dH为系统的绝对不变 2_形式# 根据

Stokes定理,有

  RC
H= Qc

2

dH= Qc
c
2

dH= RCc
H, ( 9)

反之,如果RC
H为 Birkhoff系统的相对积分不变量,则 dL X̂H= 0# 因此有如下命题:

命题 2. 2  RC
H为 Birkhoff系统的相对积分不变量的充分必要条件是 H是 Birkhoff矢量场

X̂ 的相对不变 1_形式# 

如上所述, R̂ = RL ( t , a) da
L
- B ( t , a) dt 是X̂ 的相对不变 1_形式,因此有如下推论:

推论 2. 1  在接触流形 R @ T
*
M 上, 沿着 Birkhof f系统积分曲线的流管,积分QC

R̂对围绕

环路的闭曲线 C的变化保持不变,即,

  RC
RL ( t , a) da

L
- B ( t , a) dt = RCc

R L( t , a ) da
L
- B( t , a) dt # ( 10)

RC
R L( t , a) da

L
- B ( t , a) dt 称为 Birkhoff系统的 Poincar�_Cartan积分不变量# 类似于

Hamilton系统的正则变换,我们可以由微分同胚 <t : R @ T
*
M y R @ T

*
M 来定义一个非接触

的或非正则的 Birkhoff变换,它保持 Poincar�_Cartan积分不变量不变# 综上所述,任意正规、光

滑动力学系统的 Birkhoff表示的直接普适性导致该系统动力学空间的辛结构的直接普适性,而

这种普适性便决定了在所考虑的流形上总存在 Poincar�_Cartan积分不变量# 

3  线性阻尼振子的 Birkhoff表示与积分不变量

考虑线性阻尼振子

  &x + x + 2KÛx = 0   ( K= const, 0 < K< 1) # 

这个方程是非自伴随的, 在通常意义下没有积分不变量
[ 4]# 取 a

1
= x , a

2
= Ûx , 则上述方程表

示为 Ûa1 = a
2
, Ûa2 = - a

1
- 2Ka

2
,其解为

  a
1
= c 1e

(- K+ i X) t
+ c 2e

(- K+ iX) t
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  a
2
= c 1 (- K+ i X) e

(- K+ iX) t
- c 2 ( K+ i X) e

- ( K+ i X) t
,

其中 X = 1 - K
2# 取 Birkhoff函数为系统的能量, 即 B( t , a) =

1
2
( a

1
)
2
+ ( a

2
)
2
, 利用

Santilli第一种方法
[ 7, 8]
可求得 Birkhoff函数组

  R1 ( t , a) = ( 2Ka
2
+ a

1
) e

2KtP2K- a
1
t =

      c 1 - K+ i X+
1
2
K e

( K+ iX) t
- te

(- K+ i X) t
+

      c 2 - K- i X+
1
2 K e

( K- iX) t
- te

- ( K+ i X) t
,

  R2 ( t , a) = a
2
e
2KtP2K- a

2
t =

      c 1
1
2
Ke

2Kt
- t (- K+ i X) e

(- K+ iX) t
-

      c 2
1
2
Ke

2Kt
- t ( K+ i X) e

- ( K+ i X) t # 

令 c1 = Q0cosA, c 2 = DQ0sinA,其中 D, Q0 = const . , 0 < A< 2P# 则 Poincar�积分不变量

为

  RC
R1 ( t , a) da

1
+ R2 ( t , a) da

2
=

    Q
2P

0
R1 ( t , a)

5 a1

5A+ R2 ( t , a)
5 a2

5A dA=

    Q
2P

0
iDQ

2
0 XdA- Q

2P

0
K-

1
K
- 2te

- 2Kt
DQ

2
0 cos2AdA+

    Q
2P

0

1
4K Q

2
0 De

- i 2Xt
+ e

i2Xt
+
1
2 tQ

2
0 e

- 2( K- i X) t
( 2K( K- i X) + 1) =

    - 1
2 tD

2
Q
2
0 e

- 2( K+ i X) t
( 2K( K+ i X) - 1) sin2AdA= i2PDQ

2
0 X# 
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Poincar�_Cartan Integral Invariants of Birkhoffian Systems

GUO Yong_xin
1
, SHANG Mei

2
, LUO Shao_kai

3
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Abstract: Based on modern differential geometry, the symplectic structure of a Birkhoffian system

which is an extension of conservative and nonconservative systems is analyzed. An integral invariant of

Poincar�_Cartan. s type is constructed for Birkhoffian systems. Finally, one_dimensional damped vibra-

tion is taken as an illustrative example and an integral invariant of Poincar�. s type is found.

Key words: Birkhoffian systems; symplectic structure; self_adjiontness; Poincar�_Cartan integral in-

variants
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