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摘要 :  讨论了新的一系列在数学物理方程中微分方程的 Hamilton 正则表示, 其中包括变系数 2 阶

对称方程的 Hamilton 系统, 关于常系数的 4 阶对称方程新的非齐次 Hamilton 表示, MKdV 方程以及

KP方程的正则表示# 
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引   言

Hamilton系统是力学,数学, 物理学中十分重要的研究内容,尤其在八十年代冯康先生
[ 1]

首次提出无限维辛算法以来, Hamilton系统的研究在理论和应用上得到了进一步深入# 因此,

自然要考虑哪类微分方程解由Hamilton系统来重写或表示。目前,许多数学家,物理学家对此

类问题进行了广泛而深入的研究, 见[ 2~ 5] # 直至今日许多重要的方程例如波动方程,

ShrÊdinger方程,Maxwell方程,以及 KdV方程,都具有各种Hamilton结构# 

本文中,第一部分我们首先介绍了一些必要的概念,定义和基本结果; 本文第二部分进一

步地研究了文[ 6]中关于在数学物理中 Hamilton 正则表示的问题,讨论了在数学,物理中偏微

分方程变系数和非齐次的情形# 

1  无限维Hamilton系统

历史上在经典力学中, Hamilton 系统来自 Lagrange 系统, 现在考虑 n 维光滑流形M 上

Lagrange系统在某点 q I M 的局部坐标( U , q) 下,它能表示为

  d
dt

5L ( q, Ûq)
5Ûq =

5L ( q, Ûq)
5 q ,

其中 L ( q, Ûq ) 是一个光滑函数,称为Lagrange密度, 这个方程在切丛 TM 上能等价地表示为如

下方程:
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d
dt

5L ( q, qc)
5Ûq =

5L( q, qc)
5 q ,

qc=
d
dtq,

根据从 TM 到TM
*
的 Legendre变换:

  p =
5L
5 qc,

  H ( q, p) = pqc- L ( q, qc) ,

其中 L 是关于qc非退化的,因此,在余切丛 TM
*
上Lagrange系统可以等价地由Hamilton系统

表示# 

  
Ûq = 5H

5p ,

Ûp = -
5H
5 q ,

类似地,它能被一般地推广到无穷维情形# 设 u = ( u1 , ,, u2m )
T
是关于( t , x 1 , ,, x n- 1 ) I 8

< R
n

的向量函数,记

  Ûu =
5 u
5 t =

5u1

5 t , ,,
5 u2m

5t

T

,  D
i
u = ( D

i
u1 , ,,D

i
u2m )

T
,

  D
i
uj =

5 i
uj

5x i

1

, ,,
5 i
uj

5xk
1

,5xk
i

, ,,

T

,  H [ u] = H ( x, u, D
1
u, ,, D

k
u )# 

对 k I N, H 总是无穷可微的函数# 对于每个这样的函数 H ,有一个泛函

  H= Q8
H [ u] dtdx# 

记所有此类泛函之集为 F# 

定义 111  称如下偏微分方程(组)为无穷维 Hamilton方程或系统:

  Ûu = D
DH
Du

,

其中 D为Hamilton算子,它是关于函数的线性算子, 能用于定义如下Poisson结构:

  H, L = Q8

D H
Du

T

D
D L
Du

dx ,

对任意 H, L I F,可以证明算子

  J =
O Im@ m

- Im@ m O

是一个Hamilton算子# 当 D = J, 对应的Hamilton系统被称为无穷维Hamilton正则系统# 应

用变分理论中的 Vainberg定理,易证当且仅当如下形式线性偏微分方程组为无穷维线性正则

Hamilton方程

  d
dt
u =

F Q

P - F
*

u

其中 F , P, Q是线性偏微分算子阵,独立于5 t , 且 P
*

= P, Q
*

= Q, F
*

, P
*
和 Q

*
是 F , P ,

Q的对偶算子
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2  Hamilton正则系统的表示

例211  考虑如下一般具有光滑变系数的 2阶对称方程:

  E
n

i= 1

d
dx i

E
n

j= 1
a i

5 u
5xj +

1
2 E

n

1 [ i [ j [ n

d
dxj

aij
5 u
5x i

+

    d
dxi

a ij

5u
5xj + cu = 0# ( 1)

此方程为泛函 L的Euler_Lagrange方程

  L= Q8
-

1
2 E

n

i= 1
ai

5u
5xi

2

-
1
2 E

1 [ i [ j [ n

aij
5 u
5x i

5 u
5xj +

1
2
cu

2
dx# 

设 ak0 X 0# 对1 [ k0 [ n,记 �a ij =
aij
ak0

, 5x
i

= 5
5x i

,52
x
i
x
j

= 5
2

5xi5xj
# 

定义:

  A =
1
2

( A1 + A2 ) ,  B = -
1
Ak

0

,  C = -
1
4
C+ X-

1
4
K,

  A
*

= - A +
1
2
B,  B= E

k
0

i= 1

5�a ik
0

5xi + E
n

i= k
0
+ 1

5�ak
0
i

5xi ,

  A1 = E
k
0
- 1

i= 1

�a ik
0
5x

i
,  A2 = E

n

i= k
0
+ 1

�ak
0
i5x

i
,

  C= ( r1 r2 - 2r 3 )5
2
x
i
x
j
,  X = E

i X k
0

a i5
2
x
i
x
i

  K= ( E
4

i= 1
Ki - 4K5 - 2K6 )5x

i
,

  r1 = E
k

0
- 1

i= 1
aik

0
+ E

n

i = k
0
+ 1
ak

0
i ,  r 2 = E

k
0
- 1

i= 1
�aik

0
+ E

n

i= k
0
+ 1
�ak

0
i ,  r3 = E

i, j X k
0

a ij ,

  K1 = E
k
0
- 1

i= 1
E
k

0
- 1

j = 1

5( aik
0
�aj k

0
)

5xj ,  K2 = E
k

0
- 1

i= 1
E
n

j= k
0
+ 1

5( a ik
0
�ak

0
j )

5xj ,

  K3 = E
n

i= k
0
+ 1

E
k

0
- 1

j= 1

5( ak
0
i�aj k

0
)

5x j

,  K4 = E
n

i= k
0
+ 1

E
n

j= k
0
+ 1

5( ak
0
i�ak

0
j )

5xj
,

  K5 = E
i X k

0

5 a i

5xi ,  K6 = E
i, j X k

0

5 aij
5xj # 

当我们定义 v = ak
0
( Au - 5 u/ 5xk

0
) ,这个方程等价于如下Hamilton系统,

  5
5xk0

u

v
=

A B

C - A
*

u

v
# 

特别当方程( 1)的所有系数都是常数,此Hamilton系统恰为文[ 6]中的例 211# 

例212  如文[ 6] ,考虑如下 4阶具有常系数的方程

  E
i+ j= 4

aij
5

4
u

5xi5yj
+ E

i+ j= 2

aij
5

2
u

5 xi5yj
+ eu = 0# ( 2)

此方程为泛函 F的 Euler_Lagrange 方程:
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  F [ u] = Q8
K dx ,

  K =
a40

2

52
u

5x 2

2

+
a04

2

52
u

5y 2

2

+
a22

2
52
u

5x
2
52

u

5y
2 +

a31

2
52
u

5x5y
52
u

5y
2 -

      
a20

2
5 u
5x

2

-
a02

2
5u
5y

2

-
a11

2
uxuy +

eu
2

2
# 

设 a40 X 0# 我们定义

  A1 = -
a22

2a40
52

y ,  A2 = -
a31

2a40
5y ,  A3 =

1
a40

,

  A4 = -
a

2
22

4a40
+ a04 54

y + a025
2
y + e ,  A5 = -

a31 a22

440
+

a13

2
53
y +

a11

2
5y ,

  A6 =
a

2
31

4A40
52
y - a20 ,  A7 =

a22

2a40
52

y ,  A8 = -
a31

2a40
5y# 

定义  H= <( x , y , u ) +
5 u
5 x40

, <( x , y )是任意光滑函数,即这个方程能等价地写成如下的

Hamilton系统:

  5
5x 40

u

H

K

m

=

0 1 0 0

A1 A2 0 A3

A4 A5 0 A7

- A5 A6 - 1 A8

u

H

K

m

- V,

其中 V
T

= - <, <x +
a31

2a40
<y , -

1
2

a13 -
a23 a31

a40
<yyy

a11

2
<y , -

a
2
31

4a40
<yy + a20 < ,

此结果与文[ 6]结果相比较,我们看到这是非齐次Hamilton系统的另一种情形# 特别如果 < =

0, 这正是文[ 6] 的情形# 现在,让我们讨论如下数学和物理的非线性问题# 

例213  考虑MKdV方程

  <t = <xxx - 6<
2
<x# ( 3)

定义 < = ux ,我们得到如下 u的方程

  uxxxx - 6u
2
xuxx - uxt = 0, ( 4)

它是泛函 L的Euler_Lagrange方程

  L= Q8

1
2

( uxx )
2
+

1
2
uxu t +

1
2
u

4
x dxdt# 

记 v = ux + <( t , x ) ,其中 <是x 和 t的任意光滑导数# 则如下Hamilton系统等价于方程( 4) :

  5
5x

u

v

K

m

=

DH/ DK

DH/ Dm

- DH/ Du

- DH/ Dv

,

或
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ux = v - <,

vx = m + <x ,

Kx = -
1
2
v t +

1
2
<t ,

mx =
1
2
ut + 2( v - <)

3
- K,

其中

  H= Q8
H dxdt   ( 8 < R

2
) ,

和

  H [ u, v , K, m] =
1
2
m

2
+ m<x -

1
2

( v - <) u t -
1
2

( v - <)
4

+ K( v - <)# 

最终考虑如下Kadomtstev_Petvishvill方程,它描述了水波在 2维介质中运动, 通常称为 KP

方程# 

例214  vxt = v xxxx + 6vx vxx + 3a
2
v yy , ( 5)

其中 a是一般的任意常数,特别 a = 1, - 1, i, - i# 设函数 u = vx 对任意方程( 5) 的解 v# 即

u 满足如下方程:

  uxt = ( uxxxx + 6uux ) x + 3a
2
uyy , ( 6)

它最早是由Kadomtstev_Petvishvilli提出的,方程( 5)是泛函 L的 Euler_Lagrange 方程

  L= Q8

1
2

( v xx )
2
+

1
2
vxv t - ( v x )

3
-

3a
2

2
( v y )

2
dtdxdy# 

设 w = vx + <( t , x , y ) , 其中 < 是( t , x , y ) 的任意光滑函数, 即可以证明方程( 5) 能用如下

Hamilton方程等价地表示:

  5
5x

v

w

K

m

=

DH/ DK

DH/ Dm

- DH/ Dv

- DH/ Dw

,

  

vx = w - <,

wx = m + <x ,

Kx = -
1
2
w t +

1
2
<t + 3a

2
v yy ,

mx =
1
2
vt - 3( w - <)

2
- K,

其中 H= Q8
H dxdt ,且

  H [ v , w , K, m] =
1
2
m

2
+ m<x -

1
2

( w - <) v t +

    ( w - <)
3

+ 3a
2

2
( vy )

2
+ K( w - <)# 

注:推广以上例 211 和例21 2的结果, 我们可得到关于一般对称线性偏微分方程的等价Hamilton 系统# 对于定

义在 8 < Rm 上的具有变系数的一般线性 Euler_Lagrange偏微分方程

  f ( u, u ( 1) , ,, u (2n) ) = 0,
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如果对于某个 1 [ i [ r , P x I 8 ,
5 2nu

5 x 2n
i

的系数a i ( x ) 满足 ai ( x ) X 0,那么此方程可以由有限甚至无穷多个

Hamilton正则系统等价地表示# 

同时根据以上等价的Hamilton系统, 在域 8 < Rm 某些合适的边界条件下,我们可得到一些沿着相应的变

量(在例 212 中,为 x 04 X 0) 的守恒能量, 进而有助于对此问题的进一步研究,如可积性研究等# 
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Abstract: Some new Hamiltonian canonical system are discussed for a series of partial differential
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equation with the variable coefficients, the new nonhomogeneous Hamiltonian representation for 4_or-

der symmetry equation with constant coefficients, the one of MKdV equation and KP equation.
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