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摘要:  在考虑结构物理参数和作用荷栽同时具有随机性的情况下, 建立了具有动应力、动位移可

靠性约束和设计变量上下限约束的工程结构优化设计数学模型; 分别对结构动力响应的数字特征

和基于可靠性的结构动力响应的灵敏度进行了推导# 利用内罚函数法求解# 算例表明文中构建

的优化模型和提出的求解方法是合理与可行的# 
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中图分类号:  O327; TU318    文献标识码:  A

引   言

结构动力响应优化是结构动力优化设计中的重要内容之一, 它是以动力激励下结构响应

的物理量为目标或约束的结构动力学优化设计# 由于该问题同时涉及到结构动力特性分析和

动力响应分析以及优化设计,因此, 求解较结构静态优化问题要困难和复杂得多
[ 1] # 尽管如

此,历年来相继有若干研究成果问世# 如: Kapoor
[ 2]
利用无约束极小化中的 Powell方法,对发射

塔桁架结构的外形进行了动力响应优化设计# Chahande
[ 3]
对结构动力响应优化设计的几种方

法进行了讨论与比较# 近年来, Pantelides
[ 4]
将一种MISA算法(改进的模拟退火法)应用于求解

具有动应力的动位移约束的结构优化问题# Cheng 等
[5]
对涡轮机座的框架结构进行了动力响

应优化设计# 孙焕纯等[ 6]
从工程角度出发, 提出了结构动态优化问题的/拟静力0方法# 顾元

宪等
[ 7]
开发了 MCADS软件系统并应用于航天结构的动力优化设计之中# 

然而,现有的绝大多数结构动力优化均属于确定性范畴,即建模中将结构的全部参数和作

用荷载等均视为确定性量# 显然, 此类模型将无法反映出结构参数和作用荷载的随机性对结

构动力设计结果的影响# 在某些实际问题中,随机因素是客观存在的, 如: 结构本身物理参数

取值的分散性, 外界作用荷载的不确定性等等,且它们有时是不容忽略的# 因此,研究基于概

率的结构动力响应优化设计问题具有重要的理论和实际意义# 诚然,此类问题将难度更大,求

解更复杂,目前有关研究文献甚少,如: Rao
[8]
、Jha

[ 8]
、陈塑寰

[ 10]
等人的工作, 且其中的多数优化

39

 应用数学和力学,第 24 卷 第 1期( 2003年 1 月)

  Applied Mathemat ics and Mechanics
           应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  2001_10_28; 修订日期:  2002_09_25

基金项目:  国家自然科学基金资助项目( 59500596)

作者简介:  戴君( 1963) ) ,女, 浙江诸暨市人,副教授, 硕士( E_mail: jjchen@xidian. edu. cn) ;

陈建军( 1951) ) ,河北保定市人, 教授, 博士生导师, 系主任 ( E_mail: jjchen@ xidian. edu. cn)

# 



设计仅涉及了作用荷载的随机性# 

本文将在作者前期基于概率的工程结构特性优化设计
[ 11]
的基础上, 对基于可靠性的工程

结构动力响应优化设计问题进行研究# 在同时考虑结构物理参数和作用荷载随机性的情况

下,构建了具有动应力和动位移可靠性约束以及设计变量上下限约束的结构优化数学模型,分

别对结构动力响应随机变量的数字特征和基于可靠性的结构动力响应的灵敏度进行了推导,

在此基础上对结构进行了基于可靠性的动力响应优化设计# 

1  基于可靠性的工程结构动力响应优化数学模型

对于工程结构设计而言, 满足强度或刚度条件是最基本的要求# 因此,结构动力响应优化

设计中的主要约束一般应包括动应力和动位移约束# 鉴于在本文中将同时考虑结构物理参数

(弹性模量 E、质量密度 Q、强度极限 R )和作用荷载幅值的随机性, 为此构建了如下适用于一

般工程结构的具有动应力和动位移可靠性约束、使结构重量随机变量均值极小化的优化设计

数学模型:

  find: �A = A 1 , A 2 , ,A n e ,

  min: �W (�A ) = 6
n
e

i= 1
�QiAiS i , ( 1)

  s. . t . : R
*
R - P r R

*
- Rmax ( t ) \ DR [ 0, ( 2)

  R
*
xj - P r x

*
j - xjmax ( t ) \ Dxj [ 0   ( j = 1, 2, ,ng ) , ( 3)

  A
l

[ A i [ A
u

  ( i = 1, 2, ,ne) , ( 4)

式中: �A是设计变量;�Q, �W�A分别是结构质量密度和总重量的均值; A iS i 是第i个设计变量单元

的体积, Si 需根据设计变量的选择而定; R
*
R , R

*
xj 分别是设计给定的单元应力和第 j 个自由度

位移的可靠度; P r {#} 表示计算所得出的可靠度; R
*
, x

*
j 分别是结构许用应力和第j 个自由度

位移的极限值,它们可以是随机变量, 亦可以是确定值; Rmax ( t ) , xjmax ( t ) 分别是结构在响应时

间历程中的动应力和第 j 个自由度动位移响应的最大值,它们均为随机变量; DR, Dxj 分别是结

构设计中为避免结构由于强度或刚度不足而发生破坏所给定的容差带; A
u
, A

l
分别是设计变

量的上、下限值; ne 是设计变量数; ng 是结构中的单元总数# 

以上模型可适用于多种结构类型, 对于板壳结构, 则以板壳厚度为设计变量;对于杆系结

构(桁架、梁) ,则以杆截面积为设计变量# 对于不同截面形状的梁, 令其主惯性矩 I和截面积A

有如下近似关系:

  I = aA
b
, ( 5)

式中: a, b 为常数,其值随梁截面形状的不同而定# 

在上述优化模型中, 结构的尺寸设计变量均为确定性量;目标函数是重量密度随机变量 Q

的线性函数,其取值的分散性可由 Q的变异系数确定之;而结构的动应力与动位移约束都是以

概率形式表出的,这无疑给优化求解带来极大的不便# 为此,这里首先利用可靠性中的一次二

阶矩理论,将模型中的概率约束进行等价化处理, 使原可靠性约束( 2)和( 3)式化为如常规约束

形式(具体推志过程可见文[ 12] ) :

  B
*
R -

L
*
R - LR

max
( t) - DR

( R
2
R* + R

2
R
max

( t) )
1P2 [ 0, ( 2)c
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  B
*
xj -

Lxj* - Lxj
max

( t) - Dxj

( R
2
xj* + R

2
xj
max

( t) )
1P2 [ 0   ( j = 1, 2, ,, ng ) , ( 3)c

式中: B
*
R = 5

- 1
( R

*
R ) , B

*
xj = 5

- 1
( R

*
xj ) 分别是结构动应力和第 j 个自由度位移的给定可靠度

指标, 5
- 1
(#) 表示标准正态变量概率分布的反函数; LR* 和 R

2
R* 分别是结构许用应力极限值

R
*
的均值和方差; Lxj * 和 R

2
xj * 分别是第 j 个自由度动位移许用量 x

*
j 的均值和方差; LR

max
( t) ,

R
2
R
max

( t) 分别是结构在时间历程中动应力响应峰值的均值和方差; Lxj
max

( t) , R
2
xj ( t) 分别是结构在时

间历程中第 j 个自由度动位移响应峰值的均值和方差# 对于这些结构响应量随机变量的数字

特征可以通过下节的基于概率的结构动力响应分析计算获得# 

2  结构动力响应随机变量的数字特征

为获得结构动力响应随机变量的数字特征(均值、方差) , 我们的求解策略是:从确定性结

构动力响应的表达式出发,利用矩法或代数综合法分别导出结构位移和单元应力随机变量的

数字特征# 

1  确定性结构动力响应
从常规的确定性结构有限元动力学方程出发,利用振型迭加法和 Duhamel(杜哈美)积分可

求得在动力荷载激励下结构的位移响应列阵为:

  x( t ) = 6
P

i= 1
<iz i ( t ) , ( 6)

其中:

  z i ( t ) =
1
XiQ

t

0
R i ( S) exp[- FXi ( t - S) ] sinXi ( t - S) dS   ( 1 = 1, 2, ,, P ) , ( 7)

  R i ( t ) = <
T
iQ( t ) , ( 8)

式中: Xi、<i、Fi 分别是为结构中的第i 阶固有频率、模态和振型阻尼比; z i ( t ) 是在主坐标系

下结构中第 i 个自由度的位移响应; Q( t ) 是作用在结构上的动力荷载列阵; P 为振型迭加个

数# 

当结构的位移响应求得之后, 根据有限元法中单元结点位移与单元应力之关系,可求得任

一单元 e的应力响应列阵为:

  R( t )
e
= D

e
B

e
x( t )

e   ( e = 1, 2, ,, ng ) , ( 9)

式中: x( t )
e
, R( t )

e
分别是单元 e 的结点位移和单元应力列阵; D

e
, B

e
分别是单元 e 的弹性矩

阵和几何矩阵, 它们的具体表达式取决于单元类型# 

2  结构位移响应随机变量的数字特征

从( 6)式出发,将其中的固有频率 Xi 模态 <i 和动力荷载列阵 Q( t ) 均视为随机变量, 利用

求解随机变量数字特征的代数综合法及随机变量数字特征的性质, 可推得结构位移响应的均

值和均方差分别为:

  Lx ( t) = 6
P

i= 1
L<iLz

i
( t) , ( 10)

  Rx( t) = 6
P

I= 1

L
2
<iL

2
z
i
( t) ( M

2
z
i
( t) + M

2
X
i
+ M

2
X
i

# M2z
i
( t) )

1P2
# ( 11)

由以上两式,可得结构中第 j 个自由度位移响应xj ( t ) 的变异系数为
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  Mx
j
( t) =

6
P

i = 1

L
2
<j
i
L
2
z
i
( t)

M
2
z
i
( t) + M

2
X
i
+ M

2
z
i
( t ) M

2
X
i

1P2

6
P

i= 1

L<j
i

# Lz
i
( t)

( 12)

式中: 符号 L, R, M分别表示随机变量的均值、均方差和变异系数 # 其中 Lz
i
( t) 和 Mz

i
( t) 可根据

( 7) 式利用求解随机变量函数矩的方法得出, 此时 z i ( t ) 是随机变量 Xi 和 R i ( t ) 的函数, 而

R i ( t ) 又是随机变量 <i 及Q( t ) 的函数# L<j
i
为结构中第j 个自由度的第 i阶固有模态的均值,

它可通过结构动力特性分析计算求得; MX
i
为固为频率随机变量 Xi 的变异系数,其计算表达式

已在文[ 11]中导出如下:

MX
i
=

2[ 1+ MQ( MQ- CEQME ) - 4 1 + MQ( MQ- CEQME )
2
- 2 M

2
E + M

2
Q- 2CEQMEMQ

4 1+ MQ( MQ- CEQME )
2
- 2 M

2
E + M

2
Q- 2CEQMEMQ

,

( 13)

式中: ME、MQ分别是随机变量E、Q的变异系数; CEQ是E 和 Q的相关系数# 

3  单元应力响应随机变量的数字特征

设结构材料为各向同性, 其物理参数 E、Q为随机变量,则结构各单元的弹性矩阵 D
e
可表

为:

  D
e
= ED

e#
, ( 14)

式中: E 是随机变量; D
e#
是 D

e
的确定性部分,即当 E = 1时单元 e的弹性矩阵# 

于是关系式( 9)现可表为:

  R( t )
e
= D

e#
B

e # Ex ( t )
e   ( e = 1, 2, ,, ng )# ( 15)

从上式出发,利用求解随机变量数字特征的代数综合法, 可求得各单元应力响应的均值、

均方差分别为:

  LR( t)
e
= D

e#
B

e # LELx ( t)
e
, ( 16)

  RR( t)
e
= D

e#
B

e
LELx ( t) e ( M

2
x ( t)

e
+ M

2
E + M

2
x( t)

eM
2
E )

1P2
, ( 17)

其中,单元 e 节点位移响应的变异系数Mx( t)
e

可由( 12)式求得# 

3  基于可靠性的灵敏度分析与优化分析

1  基于可靠性的结构动力响应灵敏度分析

结构的动应力和动位移可靠性约束函数经等价化处理之后, ( 2)c和( 3)c两约束均可统一

以下式表为

  B
*
- B [ 0, ( 18)

其中,可靠性指标 B的表达式为:

  B=
LR - LS - D
( R

2
R + R

2
S )

1P2 , ( 19)

式中, 脚标 R 表示许用的位移或应力对应的随机变量, 脚标 S 表示设计中的结构位移或应力

对应的随机变量,在荷载作用方式既定的情况下, S 仅是结构设计变量的函数,且通常 R 和S

两随机变是相互独立的; D是为了满足强度、刚度要求而给定的一个容差带# 

现将可靠性指标 B的表达式( 19) 两端对设计变量 Ai 求偏导,并引入变量 S 的变异系数MS
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= RSPLS ,经整理简化, 最终可导出可靠性指标 B对设计变量的灵敏度表达式为:

  5B
5A i

=
- R

2
R - M

2
SLS LR + M

2
S LS D

( R
2
R + R

2
S )

3P2 #
5LS

5A i
# ( 20)

现只需将上式中的变量 R 分别用诸许多位移和许用应力替代之,而将 S 由相应的动位移

和动应力响应值替代之, 便可获得结构动位移和动应力响应的可靠度和灵敏度分别为:

  
5Bx

j
( t)

5A i
=

- R
2
x
*

j
- M

2
x
j
( t) Lx

j
( t) Lx* j + M

2
x
j
( t) Lx

j
( t) D

( R
2
x
*

j + R
2
x
j
( t) )

3P2 #
5Lx

j
( t)

5A i
# ( 21)

  
5BR( t)
5A i

=
- R

2
R* - M

2
R( t) LR( t) LR* + M

2
R( t) LR( t) D

( R
2
R* + R

2
R( t) )

3P2 #
5 LR( t)
5A i

# ( 22)

式中: 5 Lx
j
( t)P5Ai , 5LR( t)P5A i 分别是结构动位移和动应力响应的均值对设计变量的灵敏

度,其值可以通过常规的结构动力响应灵敏度分析的/拟载荷0法 [ 7]
求得# 

由( 20)式可以看出,可靠性指标对设计变量的灵敏度即等于常规的灵敏度前乘以一个修

正系数,而该修正系数是由有关的随机变量的一、二阶矩和给定的容差三者共同确定的# 

2  优化方法

为了充分利用敏度信息, 提高优化的计算效率,本文采用了优化中广泛使用且相当有效的

内点惩罚函数求解方法# 在构造内点惩罚函数之后的一系列无约束优化中, 采用了收敛较为

迅速的共轭梯度算法# 

4  算   例

例1  具有动应力和动位移可靠性约束的矩形截面悬臂梁结构
该结构几何尺寸及单元划分见图 1# 结构材料的弹性模量 E 和质量密度Q均为正态分布

随机变量, 它们的均值和变异系数分别为: LE = 206. 706 MPa, ME = 0. 1; LQ = 3. 2054 @

10
3
kgPcm3

, MQ = 0. 1;材料的泊松比为 0. 3; 振型阻尼比 F= 0. 008# 该悬臂梁在自由端处作用

一沿 z 轴方向的简谐激励力QsinXt , 其力幅 Q亦为正态随机变量, 均值和变异系数分别为: LQ

= 444. 528N, MQ = 0. 1; 激励频率 X= 10 Hz# 结构许用的应力极限和位移限值亦为正态随机

变量,它们的均值和变异系数分别为: LR* = 9. 646 3 MPa, MR* = 0. 1; Lz * = 2. 032 cm, Mz * = 0.

1# 现以梁结构三个单元的横截面积为设计变量,设计变量的上下限分别为 32. 258 cm
2
和 3.

225 8 cm
2# 结构动应力和动位移的可靠性约束分别为: 结构中最大动应力响应的峰值和梁自

由端动位移响应的峰值分别满足各自给定的可靠度# 这里设计给定的动应力和动位移约束的

可靠度均定为 0. 95# 

为了将基于可靠性的优化设计与常规优化设计结构进行比较, 对本例我们建立了随机模

型Ñ和常规模型 Ò两种优化模型# 在常规模型中,是将所有随机变量的变异系数均取为零,将

动应力和动位移约束作为常规约束进行优化设计# 当获得常规的最优化设计结构之后, 再依

据随机模型中各随机变量的变异系数之值计算出相应的结构应力和位移的可靠度值# 初始设

计和两种模型的优化设计结构一并列在表1中# 从常规优化结构Ò易见: 常规优化虽然满足

常规约束条件, 但并不满足可靠性约束条件# 从可靠性的优化结果Ñ中显见:此例中的应力可

靠性约束是一个紧约束# 此外,经优化设计之后,结构重量均值下降非常显著,且梁的横截面

积呈现出从固定端至自由端逐渐变细的趋势,这与结构的受载情况是相符的# 
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图 1 矩形截面悬臂梁结构(单位 cm)      图 2  空间四杆桁架结构(单位 cm)

  表 1 悬臂梁优化设计结构

设计变量 A 1Pcm2 A2Pcm2 A 3Pcm2 �WPkg LR
max

( t )PMPa Lx
j max
Pcm R R Rx

结构分析次数

初始设计 19. 354 8 19. 354 8 19. 354 8 0. 945 5 3. 828 9 0. 471 9 1. 000 1. 000 1

优化结果Ñ 12. 671 6 9. 239 3 5. 600 0 0. 488 0 7. 227 8 1. 490 7 0. 95 0. 98 85

优化结构Ò 10. 943 8 7. 777 4 4. 671 0 0. 380 9 9. 604 9 2. 005 9 0. 52 0. 55 110

例2  具有动应力和动位移约束的空间四杆桁架结构
结构的几何尺寸及单元、节点编号如图 2# 结构材料为铝, 其振型阻尼 F= 0. 01;弹性模

量 E和质量密度Q均为正态随机变量, 它们均值分别为: LE = 68. 902 Gpa, LQ= 2. 77 @ 10
- 3

kgPcm3# 动力阶跃荷载作用于结点 5处,其力幅亦为正态随机变量,它在三方向分量的均值分

别为: LQ
x
= 4. 445 3 @ 10

4
N, LQ

y
= 8. 890 6 @ 10

4
N, LQ

z
= - 2. 667 2 @ 10

5
N# 全部杆件的许

用应力极限值以及结点5处在 z方向允许位移的极限值均为正态随机变量,它们的均值和变异

系数分别为: LR* = ? 172. 255 MPa, MR* = 0. 1, Lz* = 1. 27 cm, Mz * = 0. 1# 给定应力、动位移

约束的可靠度均为 0. 95# 现以四根杆件的横截面为设计变量,其给定的上、下限值分别为 64.

516 cm
2
和 0. 322 6 cm

2# 
  表 2 空间四杆桁架优化结构

设计变量 初始设计
常规优化结构

MQ= ME = MQ = 0

可靠性优化结果

模型Ñ

MQ= ME = MQ = 0. 01

模型 Ò

MQ= ME = MQ = 0. 1

A1Pcm
2 38. 709 6 26. 529 6 24. 549 0 5. 0651

A2Pcm2 19. 354 8 11. 809 0 14. 231 6 15. 034 2

A3Pcm2 25. 806 4 16. 440 0 19. 007 0 19. 757 4

A4Pcm
2 12. 903 2 3. 852 1 1. 384 5 0. 443 2

�WPkg 115. 31 69. 391 76. 374 80. 402

LR
max

( t )PMPa 110. 588 170. 877 143. 798 132. 912

Lx
j max

( t)Pcm 0. 812 8 1. 270 3 1. 144 8 1. 064

R R 1. 000 0. 532 0. 95 0. 95

Rz 1. 000 0. 5 0. 98 0. 98

  对本例仍构造了常规优化和可靠性优化两种模型# 对常规优化模型的处理同例 1# 在可

靠性优化模型中,为了考察随机变量的分散程度对优化结果的影响, 我们特将结构的物理参数

和作用荷载的变异系数分别取为Ñ、Ò两组不同的值, 分别进行了优化设计# 优化设计结果列
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于表 2中# 

从优化结构可以看出:可靠性优化设计所获得的两组结果是有大较大差异的# 这表明:结

构物理参数和作用荷载的分散程度对优化结果有着较大的影响;同算例 1, 常规优化结果虽然

满足了常规约束,但并不满足可靠性约束# 显然, 当结构物理参数或作用荷载两者之一具有随

机性时,常规的优化模型和方法将无能为力, 而本文提出的基于可靠性优化模型和方法可大显

身手# 

5  结   论

1) 悬臂梁结构经动力响应优化设计之后,梁的截面积设计方案将更为合理# 

2) 常规优化与可靠性优化的结果是不同的# 从概率的观点看, 一般前者是后者的不可行

解# 故对于随机参数结构或随机荷载的情况,常规的优化模型和求解方法是无法得出合理的

设计结果# 

3) 结构的物理参数和作用荷载的分散性对结构的优化结果具有较大影响,随着所有随机

变量分散性(变异系数)的增大,结构设计结果的最优程度将有所下降,即结构的目标函数值将

随之劣化# 

4) 算例表明:本文针对随机参数结构受到随机性荷载激励这一工程中较普遍存在的情

况,所提出的基于可靠性的结构动力响应优化设计数学模型和求解方法是合理与可行的# 
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Dynamic Response Optimization Design for Engineering

Structures Based on Reliability

DAI Jun,  CHEN Jian_jun,  LI Yong_gong,

ZHAO Zhu_qing,  MA Hong_bo

( School of Electr on ic Mechan ical En gineer ing ,

Xidian Univer sity , Xi . an 710071, Chin a )

Abstiact: In many practical structures, physical parameters of material and applied loads have random

property. To optimize this kind of structures, an optimum mathematical model was built. This model has rel-i

ability constranints on dymanic stress and displacement and upper & lower limits of the design variables.

The numerical characteristic of dynamic response and sensitivity of dynamic response based on probability

of structure were deduced repectively. By equivalent disposing, the reliability constraints were changed into

conventional forms. The SUMT method was used in the optimization process. Two examples illustrate the

correctness and practicability of the optimum model and solving approach.

Key words: engineering structure; dynamic response; dynamic sensitivity; reliability constraint; optimal

design
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