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摘要:  为加速具有函数值系数的幂级数收敛并估计积分方程的特征值, 建立了两个计算广义逆

函数值 Pad�逼近的有效的递推算法: E_算法和G _算法# 借助于这两个算法之间的内在关系, 给

出了广义逆函数值 Pad�逼近的著名的Wynn恒等式# 
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引   言

设 f ( x , K) 是一个给定的具有函数值系数的幂级数

  f ( x , K) = c0( x ) + c1( x ) K+ c2( x ) K
2
+ ,+ cn( x ) K

n
+ ,, (1)

其中 cj ( x ) 是一个定义在区间( a , b) 上关于 x 的实函数或复函数# 假定 f ( x , K) 作为 K的函

数在 K= 0是解析的# 

长久以来, 为了获得难于处理的积分方程的解, 尤其当积分方程具有形如( 1)的发生函数

时,人们对 Pad�逼近方法产生了兴趣# Chisholm 在文[ 1]已经表明, 具有秩为 n 核为K 的积分

方程的精确解, 可以用关于扰动级数的 Pad�逼近的前 2n 项来表示# Graves_Morris在文[ 2, 3]

引入广义逆函数值 Pad�逼近(GIPA)来加速幂级数( 1)的收敛性和估计积分方程的特征值# 本

文作者在文[ 4]建立了 GIPA的一个完整的行列式计算公式和一个有用的存在定理# 本文建立

了GIPA的两个递推算法: E_算法和G _算法# 借助于两个算法之间的内在关系,著名的 GIPA

的Wynn恒等式得以给出# 

定义 1  对于给定的幂级数( 1) ,型为 [ n/ 2k] 的广义逆函数值 Pad�逼近( GIPA) 定义为如

下的有理函数

  R( x , K) = P ( x , K) / Q( K) ,

其中 P( x , K) 是函数值多项式, Q( K) 是关于 K的数量多项式,满足下列条件:

( � ) deg P ( x , K) [ n, deg Q( K) = 2k , (2)
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( � ) Q( K) +P( x , K) +2
, (3)

( � ) Q( K) = Q
*
( K) , (4)

( � ) Q( K)f ( x , K) - P( x , K) = O( Kn+ 1
) , (5)

式中 K是实数, / * 0 表示复共轭, / | 0 表示整除符号# 条件( � ) 意味着存在一个数量多项式

q ( K) 使得 Q( K) q( K) = +P ( x , K) +2
, 而(3) 中的函数值多项式的范数为

  +P ( x , K) +2
= Q

b

a
| P( x , K) |

2
dx# 

注意到在上面的定义中deg P ( x , K) 仅仅与 K有关# 下面用[ n / 2k ] f表示关于给定幂级

数(1) ,型为[ n/ 2k ]的广义逆函数值Pad�逼近# 对 g( x , K) I L2( a, b) ,定义函数值的广义逆

如下

  g( x , K)
(- 1)

= 1/ g( x , K) = g ( x , K)
*
/ +g ( x , K) +2# (6)

值得一提的是函数值的广义逆( 6)与 Graves_Morris在文[ 3]中的定义稍有不同# 

1  GIPA的行列式公式和对积分方程的应用

文[ 4]的主要结果如下:

定理 Ñ[ 4]  设 R( x , K) = P ( x , K) / Q( K) 是一个[ n/ 2k ] f ,则成立

( � ) 当 n = 2k ,

  Q( K) =

0 l 01 l 02 , l 0, 2k

l 10 0 l 12 , l 1, 2k

l 20 l 21 0 , l 2, 2k

s s s w s

K2k K2k- 1 K2k- 2 , 1

(7)

和

P( x , K) =

0 l 01 l 02 , l 0, n

l 10 0 l 12 , l 1, n

l 20 l 21 0 , l 2, n

s s s w s

c0( x ) K
n E

1

i= 0
ci ( x ) K

i+ n- 1 E
2

i= 0
ci ( x ) K

i+ n- 2 , E
n

i = 0
ci ( x ) K

i

, (8)

其中

  lij = E
j- i- 1

l= 0
Q

b

a
cl+ i+ n- 2k+ 1( x ) c

*
j- l+ n- 2k( x )dx ,

  lij = - l ij   j < i ,

此处 c
*
l ( x ) 是 cl ( x ) 的复共轭函数# 

( � ) 对 n [ 2k, 设 d i = 0, i = 0, 1, ,, 2k- n - 1; di = ci- 2k+ n ( x ) , i = 2k - n, 2k -

n + 1, ,, 2k# 由系数 d i | i = 0, 1, ,, 2k , [ 2k/ 2k ] 型的 Q( K) 和 P
[ 2k / 2k]

( x , K) 分别由(7)

和(8) 得到# 而分子多项式由

  P( x , K) = Kn- 2k
P

[ 2k/ 2k ]
( x , K)

给出# 那么, P ( x , K) / Q( K) 是所需的[ n/ 2k ] f# 
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( � ) 对 n > 2k ,由系数 cn- 2k+ i ( x ) , i = 0, 1, ,, 2k, [ 2k / 2k ] 型的 Q( K) 和 P [ 2k / 2k ] ( x ,

K) 分别由( 7) 和(8) 得到# 而分子多项式由

  P( x , K) = Kn- 2k
P [ 2k/ 2k ] ( x , K) + Q( K) E

n- 2 k- 1

i= 0

ci ( x ) K
i

给出# 那么, P ( x , K) / Q( K) 是所需的[ n/ 2k ] f# 

定理 Ò[ 4] (存在性)  设 [ n/ 2k ] f = P ( x , K) / Q( K) ,其中 P ( x , K) 和 Q( K) 分别由(7) 和

(8) 得到# 假设 n = 2k# 那么[ n/ 2k ] f存在当且仅当

  Q(0) = detH (0, 2k - 1, 2k - 1) X 0# 

GIPA对积分方程的Neumann级数的收敛由文[ 2]讨论# 考虑下列具有已知解的 Fredholm

积分方程

  <( x ) = 1 + KQ
1

0
[ 1+ | x - y | <( y ) ] dy ,

它能够利用 Baker的方法[ 5]化为二阶常微分方程进行求解# 上述方程的解是

  <( x ) =
2coshM( x - 1/ 2)

2cosh(1/ 2)M- 3Msinh(1/ 2)M,

其中奇异值是 M= (2K) 1/ 2# 上述方程的Neumann级数的前几项是

  f ( x , K) = <( x ) = 1 +
5
4
+ x -

1
2

2

K+

    161
96 +

5
4 x -

1
2

2

+
1
6 x -

1
2

4

K
2
+ ,# 

例 1  由( 7)和( 8) , [ 2/ 2] f是

  R( x , K) =
P ( x , K)
Q( K)

= 1+ - 11425+ x -
1
2

2

K+ 01122 -

      11425 x -
1
2

2

+ 01167 x -
1
2

4

K2
(1- 21675K+ 11788K2

)# 

2  GIPA的 E_算法

显然, 用行列式公式( 7)和( 8)计算高阶 GIPA是困难的和代价大的# 为此,本文在本节和

第4节分别引入两个计算 GIPA的有效的递推算法# 

由广义逆( 6) ,函数值的 E_算法定义为

  E
( j )
- 1 = 0               ( j = 0, 1, 2, ,) , (9)

  E( j )0 = E
j

i= 0
c i ( x ) K

i           ( j = 0, 1, 2, ,) , (10)

  E( j )k+ 1 = E( j+ 1)
k- 1 + ( E( j+ 1)

k - E( j)k )
- 1      ( j , k \ 0)# (11)

定理 1(恒等定理)  函数值的 E_算法 ( 9) ~ ( 11)借助于由广义逆( 6)构造GIPA, 则成立

  E( j )2k = [ j + 2k / 2k ] f   j , k \ 0# (12)

证明  对 k = 0,证明是显然的# 由(9) ~ (11) 和(6) 得到

  E( j )1 = ( E( j+ 1)
0 - Ej0)

- 1
= 1/ ( cj+ 1( x ) K

j+ 1
) = H

( j )
0 ( x , K) / Kj+ 1

, (13)

其中   H
( j )
0 ( x , K) = c

*
j+ 1( x ) / +cj+ 1( x ) +2

, deg H
( j )
0 = 0# 

对第二列, 由( 11)成立

  E( j )2 = E
j

i= 0

c i ( x ) K
i
+ cj+ 1( x ) K

j+ 1
+ Kj+ 2

/ ( c
- 1
j+ 2( x ) - c

- 1
j+ 1( x ) K) , (14)
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那么由( 14)得到

  E( j )2 = O( Kj )   ( Ky ] )# (15)

设 g ( x , K) = c
- 1
j+ 2( x ) - c

- 1
j+ 1( x ) K,则有 deg +g ( x , K) +2

= 2,而( 14) 变成

  E( j )2 = ( +g( x , K) +2E( j+ 1)
0 + Kj+ 2

g
*
( x , K) ) / +g( x , K) +2

=

    P2( x , K) / Q2( K) , (16)

其中 Q2( K) = +g( x , K) +2# 于是,从(14) 和(15) 得到

  deg P2 = j + 2, deg Q2 = 2# 

从

  +P2 +2
= Q

2
2 +E( j+ 1)

0 +2
+ Q2K

2( j+ 1)
+ Q2( E

( j+ 1)*
0 #G *

+ E
( j+ 1)
0 #G ) ,

成立 Q2( K) +P 2( x , K) +2# 由上面的讨论,业已证明

  E( j )2 = P 2( x , K) / Q2( K) = [ j + 2/ 2] f# 

对 j = 0, 1, 2, ,, k > 2,作下列归纳假设:

( � ) E( j )2k- 1 = O( K- j- 1
) , E( j )2k = O( Kj ) ( Ky ] ) ; (17)

( � ) E( j )2k- 1 = H
( j)
2k- 2( x , K) / K

j+ 2k- 1
, (18)

其中 deg H
( j)
2k- 2 [ 2k - 2;

( � ) E( j )2k = [ j + 2k / 2k ] f# (19)

为证明定理,须证明( 17) ~ ( 19)对 k + 1成立# 

假设( � )成立, 由( 11)得

  E( j )2k+ 1 = O( K- j- 2
) + O( ( E( j+ 1)

2k )
- 1
) = O( K- j- 2

) + O( K- j- 1
) = O( K- j- 1

)

                      ( Ky ] ) ,

  E( j )2k+ 2 = O( Kj+ 1
) - O( ( E( j )2k+ 1)

- 1
) = O( Kj )   ( Ky ] ) , (20)

故( 17)对 k + 1成立# 当该结论成立时, ( � ) 和( � ) 是既约公式# 现假设

  E( j+ 1)
2k = S ( x , K) / T ( K) , E( j)2k = U( x , K) / V( K)# (21)

定义函数值多项式 F( x , K) 如下

  F( x , K) = S ( x , K) V( K) - U( x , K) T ( K) = K
j+ 2k+ 1

Fc ( x , K) , (22)

可以证明(见[ 6] ) V( K) T( K) +Fc( x , K) +2# 注意到

  deg S [ j + 2k + 1, deg T = 2k , deg U [ j + 2k , deg V = 2k, (23)

从( 22)和( 23) ,得到 deg Fc [ 2k , deg VT = 4k# 从而推导出

  M (x , K) = V( K) T( K) / Fc ( x , K) = V( K) T( K) F*
c ( x , K) / +Fc ( x , K) +2

是一个函数值多项式,且有 deg M \ 2k, 于是成立

  ( E( j+ 1)
2k - E( j )2k )

- 1
= 1/ ( S ( x , K) / T( K) - U( x , K) / V( K) ) =

      V( K) T( K) / Fc ( x , K) K
j+ 2k+ 1

= M( x , K) / Kj+ 2k+ 1# (24)

将( 24)代入 E( j )2k+ 1,从(24) 得

  E( j )2k+ 1 = E( j )2k- 1+ ( E( j+ 1)
2k - E( j )2k )

- 1
=

      H
( j+ 1)
2k- 2 = ( x , K) / Kj+ 2k- 1

+ M( x , K) / Kj+ 2k+ 1
= H

( j )
2k ( x , K) / K

j+ 2k+ 1 , ( 25)

其中   deg H
( j)
(2k ) [ 2k # 

故( 18)对 k + 1成立# 由( 25)和( 11) ,成立

  E
( j )
2k+ 2 = E

( j+ 1)
2k + K

j+ 2k+ 2
/ (H

( j+ 1)
2k ( x , K) - KH

( j )
2k ( x , K) )# (26)
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设 G ( x , K) = H
( j+ 1)
2k ( x , K) - KH ( j)

2k ( x , K) ,则有

  deg G [ 2k + 1# ( 27)

设 K= N是E( j+ 1)
2k = S ( x , K) / T( K) 中 T ( K) 的 2k 个零点中的任何一个零点, 从

  S( x , N) / T ( N) = E( j+ 1)
2k ( x , N) = E( j+ 2)

2k- 2 ( x , N) +

    ( E( j+ 2)
2k- 1 ( x , N) - E( j+ 1)

2k- 1 ( x , N) )
- 1

推出

  E( j+ 2)
2k- 1 ( x , N) = E( j+ 1)

2k- 1 ( x , N)# (28)

类似的,可以证明

  E( j )2k+ 1( x , N) = E( j+ 1)
2k- 1 ( x , N) , E

( j+ 1)
2k+ 1 ( x , N) = E( j+ 2)

2k- 1 ( x , N)# 

那么,从( 28)有

  E( j+ 1)
2k+ 1 ( x , N) = E( j )2k+ 1( x , N)# (29)

将( 29)代入( 26) , 成立

  E
( j )
2k+ 2( x , N) = S ( x , N) / T ( N) + 1/ ( E

( j+ 1)
2k+ 1 ( x , N) - E

( j )
2k+ 1( x , N) ) =

       S ( x , N) / T ( N) + N( j+ 2k+ 2)
G( x , N)# (30)

注意到, 由定理Ò(存在性)知 T(0) X 0, 即 N X 0# 因此, (30) 的两端在 K= N都有极

点# 上面的讨论表明: 如果 K= N是T ( K) 的任何一个零点,则有 G( N) = 0# 从(23) 和(27) ,

假定

  G( x , K) = T( K) G0( x , K) ,

那么,由( 27)成立

  deg G0 [ 1# ( 31)

由此, ( 26)变成

  E( j )2k+ 2 = S ( x , K) / T( K) + Kj+ 2k+ 2
/ G( x , K) =

      ( T ( K) +G0( x , K) +2
S ( x , K) +

    Kj+ 2k+ 2
T ( K) G*

0 ( x , K) ) / T
2
( K) + G0( x , K) +2

=

      P 2k+ 2( x , K) / Q2k+ 2( K) , (32)

其中 Q2k+ 2( K) = T
2
( K) +G 0( x , K) +2# 从(32) ,

  +P2k+ 2 +2
= +S +2 +G0 +2

Q2k+ 2+ K2( j+ 2k+ 2)
Q2k+ 2+

      Q2k+ 2K
j+ 2k+ 2

( S
* #G*

0 + S#G0) ,

从而得到

  Q2k+ 2( K) +P2k+ 2( x , K) +2# (33)

( 32)的既约分式是

  E( j )2k+ 2 = P ( x , K) / Q( K) = ( S( x , K) +G0( x , K) +2
+

      Kj+ 2k+ 2
G

*
( x , K) ) / T( K) +G0( x , K) +2

, (34)

其中 Q( K) = T( K) +G0( x , K) +2# 于是成立

  deg Q = 2k + 2# (35)

利用( 20) ,由( 35)知

  deg P = deg E( j)2k+ 2 + deg Q = j + 2k + 2# (36)

从( 33) ~ ( 36) ,证明了
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  E( j )2k+ 2 = P ( x , K) / Q( K) = [ j + 2k + 2/ 2k + 2] f# 

例 2  设 f ( x , K) = <( x ) = c0( x ) + c1( x ) K+ c2( x ) K
2
+ ,与例 1相同# 由 E_算法,求

[ 2/ 2] f # 

由( 9) ~ ( 11)和( 6) ,得到

  E(0)0 = c0( x ) , E
(1)
0 = c0( x ) + c1( x ) K, E

(2)
0 = c0( x ) + c1( x ) K+ c2( x ) K

2
,

  E(0)1 =
1

c1( x ) K
=

c1( x )

KQ
b

a
( c1( x ) )

2dx
, E(1)1 =

1

c2( x ) K
2 =

c2( x )

K2Q
b

a
( c2( x ) )

2dx
,

  E(0)2 = c0( x ) + c1( x ) K+ 1

c2( x )

K
2Q

b

a
( c2( x ) )

2
dx

-
c1( x )

KQ
b

a
( c1( x ) )

2
dx

=

      1 + - 11425+ x -
1
2

2

K+ 01122- 11425 x -
1
2

2

+

      01167 x -
1
2

4

K2
(1 - 21675K+ 11788K2

) =

      P ( x , K) / Q( K) = R ( x , K) ,

其中

  Q
b

a
( c1( x ) )

2
dx = 11783 3, Q

b

a
c1( x ) c2( x )dx = 21384 92,

  Q
b

a
( c2( x ) )

2dx = 31189 46# 

显然,例 2的结果与例 1的结果完全相同# 

3  GIPA的Wynn恒等式

记

  N = E( j+ 1)
2k- 2 , W = E( j- 1)

2k , C = E( j )2k , E = E( j+ 1)
2k , S = E( j- 1)

2k+ 2

分别是 E_表中按照东南西北中排列的 5个元素# 同时假设

  nw = E
( j )
2k- 1, ne = E

( j+ 1)
2k- 1 , sw = E

( j+ 1)
2k+ 1 , se = E

( j )
2k+ 1# 

按照 E_算法(9) ~ (11) , 上面的元素排列如下:

  

N

nw ne

W C E

sw se

S

(37)

引理 1  如果由( 9) ~ ( 11)和( 6)构造的元素没有出现分母为零的情形,则成立恒等式

  (N - C)
- 1
+ ( S - C )

- 1 S ( E - C )
- 1
+ ( W - C )

- 1# (38)

证明  由等式

  ( nw - ne) + ( se - sw ) = ( se - ne) + ( nw - sw ) (39)

和( 9) ~ ( 11)知( 39)成立,从( 37)又知( 38)得证# 

利用引理 1和定理1, 立刻得到下面的结果# 
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定理 2  如果由( 9) ~ ( 11)和( 6)构造的元素没有出现分母为零的情形, 则成立Wynn恒等

式

  ( [ j + 2k - 1/ 2k ] f - [ j + 2k / 2k ] f)
- 1
+

    ( [ j + 2k + 1/ 2k ] f - [ j + 2k/ 2k ] f)
- 1 S

      ( [ j + 2k - 1/ 2k - 2] f - [ j + 2k/ 2k ] f)
- 1
+

    ( [ j + 2k + 1/ 2k + 2] f - [ j + 2k/ 2k ] f)
- 1# 

4  GIPA的G_算法

由广义逆( 6) ,函数值的 G _算法定义为

  

G( j )- 1 = ]               ( j = 0, 1, 2, ,) ,

G( j )0 = cj ( x ) K
j             ( j = 0, 1, 2, ,) ,

1/ G( j)2k+ 1 = 1/ G( j+ 1)
2k- 1 + 1/ G( j+ 1)

2k - 1/ G( j)2k   ( k = 0, 1, 2, ,) ,

G
( j )
2k = G

( j+ 1)
2k- 2 + G

( j+ 1)
2k- 1 - G

( j )
2k- 1       ( k = 1, 2, 3, ,)# 

( 40)

形式如同 E_表一样, 上述 G _算法(40) 构造一个称为 G_表的二维数组(见[ 7] )# 下面的

结果揭示了函数值 G _算法和E_算法之间的内在关系# 

定理 3  在 E_算法(9) ~ (11) 中设 E( j )0 = E
j

i = 0
ci ( x ) K

i
, i = 0, 1, 2, ,, 如果由(9) ~

(11) , (40) 和(6) 构造的元素都有意义,则成立恒等式

  
G( j )2k S E( j )2k - E( j- 1)

2k S ( E( j- 1)
2k+ 1 - E( j)2k- 1)

- 1
,

G
( j )
2k+ 1 S E

( j- 1)
2k+ 2 - E

( j )
2k S ( E

( j )
2k+ 1- E

( j- 1)
2k+ 1 )

- 1# 
(41)

推论 1  如果由( 9) ~ ( 11) , ( 40)和( 6)构造的元素都有意义,则成立关系式

  

E( 0)
2k = E

2k

i= 0
G( 0)
i      ( k = 0, 1, 2, ,) ,

E( j )2k = E( j)0 + E
2k

i = 0G
( j)
i   ( k = 0, 1, 2, ,)# (42)

公式( 42)可将 G _表变成E_表的偶数列,从而奇数列随之而定# 另一方面,公式(41) 可将

E_表的偶数列变成 G _表, 从这个意义上讲, G _算法与E_算法是等价的# 

例 3  设 f ( x , K) = <( x ) = c0( x ) + c1( x ) K+ c2( x ) K
2
+ ,与例 1相同# 由 G _算法,

求[ 2/ 2] f# 

从 G _算法(40) 和关系(42) , 得到

  E(0)2 = G(0)0 + G(0)1 + G( 0)
2 = G(0)0 + G( 1)

0 + G(1)1 =

      1 + - 11425+ x -
1
2

2

K+ 01122- 11425 x -
1
2

2

+

      01167 x -
1
2

4

K2
(1 - 21675K+ 11788K2

) =

      P ( x , K) / Q( K) = R ( x , K)# 
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Epsilon_Algorithm and Eta_Algorithm of Generalized Inverse

Function_Valued Pad�Approximants Using for

Solution of Integral Equations

LI Chun_jing1, 2,  GU Chuan_qing1

( 1. Depar tm ent of Mathem atics , Shanghai Un iv er sity , Shan gha i 200436, P . R . China ;

2. Depar tm ent of Mathem atics , T ongji Univer sity , Shanghai 200331, P . R . China )

Abstract: Two efficient recursive algorithms epsilon_algorithm and eta_algorithm are introduced to

compute the generalized inverse function_valued Pad�approximants. The approximants were used to

accelerate the convergence of the power series with function_valued coefficients and to estimate char-

acteristic value of the integral equations. Famous Wynn identification of the PadU approximants is also

established by means of the connection of two algorithms.

Key words: generalized inverse; function_valued Pad�approximant; epsilon_algorithm; eta_algo-

rithm; integral equation
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