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摘要:  研究了 E2类二阶椭圆型方程组相当广泛的一类非线性边值问题# 通过引进一种代换把

它化为一类非线性广义 Riemann_Hilbert边值问题,再引进奇异积分算子,建立与该问题等价的非线

性奇异积分方程# 应用奇异积分算子性质和泛函分析与函数论方法, 在一定的假设条件下,证得

了该问题的可解性# 
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引   言

本文研究 E 2类二阶椭圆型方程组相当广泛的一类非线性边值问题,这类非线性边值问题

的研究在工程和力学中有重要的应用,并越来越为国内许多学者所重视# 俄罗斯学者 L. V.

Wolfersdorf在研究全纯函数的边值问题时最先提出并讨论了这类非线性边值问题[ 1, 2] , 得到了

有益的结果,而后 Sigrid Kencht和 Ali Seif Mashimba[ 3] , R. P. Gilbert和本文作者[ 4, 5]又对一阶和

二阶方程组的这类问题做了更深入的研究,本文在此基础上进一步探讨一般形式的二阶强椭

圆型方程组这一类非线性边值问题# 通过引进一种代换把它化为一类非线性广义 Riemann_

Hilbert边值问题# 再通过引进奇异积分算子和计算积分, 建立与该问题等价的非线性奇异积

分方程# 进而应用奇异积分算子性质和泛函分析与函数论方法,在一定的假设条件下,证得了

该问题的可解性# 

该文的方法,为深入进行椭圆型方程组一般形式的非线性边值问题的研究,开辟了新的思

路# 有关的积分算子的建立也为深入开展这方面的研究打下了基础# 
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1  问题的提出与问题的转化

考察以下二阶拟线性椭圆型方程组

  52w
5z5�z - q1( z )

52w
5�z 2

- q2( z )
52�w
5z 2

- q3( z )
52w
5z 2

- q4( z )
52�w
5�z 2

=

    F z , w ,
5w
5�z ,

5w
5z   z I G : | z | < 1, ( 1)

其中 F 可写为

  F S A 1( z , w )
5w
5�z + A 2( z , w )

5�w
5z + A 3( z , w)

5w
5 z + A 4( z , w )

5�w
5�z + A 0( z , w ) ,

  w = u + iv# 
方程( 1)是一致椭圆型的,即要求 qi ( z ) 满足不等式

  6
4

i= 1

| qi ( z ) | [ q0 < 1, ( 2)

同时满足非线性边界条件

  
W1( s , u( e

is
) , v ( eis) ) = f 1( s)

W2( s , u( e
is
) , v ( e

is
) ) = f 2( s)

  t = eis I #: | t | = 1, ( 3)

称问题( 1) ~ ( 3)为非线性边值问题 P# 

问题 P是复杂非线性边值问题,为研究它, 我们将该问题进行有效转化# 

第一步:问题的转化与问题的等价性

引进参数 S: 0 [ S [ 1,考察以下带参数 S的边值问题

    

52w
5z5�z - q1( z )

52w
5�z 2

- q2( z )
52�w
5z 2

- q3( z )
52w
5z 2

- q4( z )
52�w
5�z 2

=

  SF z , w ,
5w
5�z ,

5w
5z   z I G , (4)

SW1( s, u, v ) + (1- S) ( uW1u( s , u, v) + vW1v ( s , u, v) ) = Sf 1( s )

SW2( s, u, v ) + (1- S) ( uW2u( s , u, v) + vW2v ( s , u, v) ) = Sf 2( s )

t = eis I ## (5)

显见边界条件( 3)是条件( 5)中 S = 1的情形# 

在方程( 4)和边界条件( 5)中对 S求导,即得到如下形式的广义 Riemann_Hilbert边值问题

  

52Ûw
5z5�z - q1( z )

52Ûw
5�z 2

- q2( z )
52�w

#

5z 2
- q3( z )

52Ûw
5z 2

- q4( z )
52�w

#

5�z 2
=

  SF * z , Ûw , 5Ûw5�z ,
5Ûw
5z   z I G , (6)

F* S F + SFwÛw + SF�w�w
#
+ SF

w
(1)
5Ûw
5�z + SF

w
( 2)
5Ûw
5z +

   SF
w ( 1)

5Ûw)

5z + SF
w (2)

5 Ûw)

5�z ,

w
( 1)

=
5w
5�z , w

( 2)
=
5w
5z ,

Re K1( t , S, w ) Ûw = g1( t , S, w )

Re K2( t , S, w ) Ûw = g2( t , S, w )
  t I #, ( 7)
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这里

  

Ûw =
dw
dS

= Ûu + iÛv , Kj = aj + ibj , | Kj | = 1   ( j = 1, 2) ,

aj = �a j | �a j + i�bj | , �a j = Wju + (1 - S) Wjuuu + (1 - S) Wjuv v ,

bj = �bj | �a j + i�bj | , �bj = Wjv + (1- S) Wjvuu + (1 - S) Wjvv v,

gj = �g j | �a j + i�bj | , �g j = uWju + vWjv - Wj# 

( 8)

易见问题( 4) ~ ( 5)的解必为( 6) ~ ( 7)的解# 反之, 由以后的假设和定理 2的证明可知当 S= 0

时, (4) ~ (5) 仅有零解,即 w ( z , 0) = 0,于是对问题(6) ~ (7) 的解 Ûw ( z , S) 关于 S在区间[ 0,

1] 上积分立即得到问题(4) ~ (5) 在 S = 1时的解,即原问题( 1) ~ ( 3)的解# 

假设 A

� ) qi ( z ) I D1, p (�G ) 且适合不等式(2) , A i ( z , w ) ( i = 0, 1, ,, 4) 关于 z I �G , w I E( E

为复平面) 按HÊ lder_Lipschitz连续有界,且当 w ( z ) I D1, p (�G ) 时, A i ( z , w ( z ) ) I D1, p (�G ) 并

按 D1, p( �G ) 的范数均匀有界;

� ) Wj ( s , u, v) 和它的关于 u, v的直到三阶偏导数按HÊ lder_Lipschitz连续有界, Wju, Wjv >

0, j = 1, 2;

� ) f j ( s) , s I [ 0, 2P] 是以 2P为周期的实连续函数, 且 f
c
j ( s) I Lp [- P,P] , p > 2, j =

1, 2, ;

� ) 对给定的 w , Kj ( t , S, w ) X 0,且 1
2PQ#

d arg Kj ( t , S, 0) = 0# 

第二步:引进代换,把问题( 6) ~ ( 7)转化为标准非线性边值问题# 

现在引进代换

  Ûw = w
* eip ( z)+ ip

*
( z)
, ( 9)

其中

  p ( z ) = p 1( z ) + ip 2( z ) =
1
2PQ

2P

0
arg K1( t , S, 0)

e
it
+ z

eit - z
dt ,

  p
*
( z ) = p

*
1 ( z ) + ip

*
2 ( z ) =

1
2PQ

2P

0
arg K2( t , S, 0)

eit + z

e
it
- z
dt# 

显然在边界 #上,有

  p 1( t ) = arg K1( t , S, 0) , p
*
1 ( t ) = arg K2( t , S, 0) , ( 10)

所以我们有

  �K1Ûw = e- i argK1w * eip ( z)+ ip
*
( z)

= e- i argK1eip 1- p
2
+ ip

*

1
+ p

*

2 w
*
,

  �K1( z , S, 0) Ûw = e- i argK1( z , S, 0) eip 1- p
2
+ ip

*

1
+ p

*

2 w
*
+ �K1( z , S, 0) Ûw - �K1( z , S, w ) Ûw ,

  �K2Ûw = e- i argK2w * eip ( z)+ ip
*
( z)

= e- i argK2eip 1- p
2
+ ip

*

1
+ p

*

2 w
*
,

  �K2( z , S, 0) Ûw = e- i argK2( z , S, 0) eip 2- p
1
+ ip

*

1
+ p

*

2 w
*
+ �K2( z , S, 0) Ûw - �K2( z , S, w ) Ûw # 

于是边界条件( 7)化为

  
Re eip

*

1 w
*

= ep 2- p
*

2 g 1+ Re (�K1( z , S, 0) - �K1( z , S, w ) ) e
ip
1
+ ip

*

1 w
*

,

Re eip 1w* = ep 2- p
*

2 g 2+ Re (�K2( z , S, 0) - �K2( z , S, w ) ) e
ip
1
+ ip

*

1 w
*

,
( 11)

将( 11)写成
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eip
*

1 w
*
+ e- ip

*

1 w
*
= 2ep 2- p

*

2 g1+ (�K1( z , S, 0) - �K1( z , S, w ) ) e
ip
1
+ ip

*

1 w
*
-

  ( K1( z , S, 0) - K1( z , S, w ) ) e
- ip

1
- ip

*

1 �w * ,

eip
*

1 w
*
+ e- ip

*

1 w
*
= 2ep 2- p

*

2 g2+ (�K2( z , S, 0) - �K2( z , S, w ) ) e
ip
1
+ ip

*

1 w
*
-

  ( K2( z , S, 0) - K2( z , S, w ) ) e
- ip

1
- ip

*

1 �w * # 

记上述方程组的系数行列式为

  $ S
eip

*

1 + (�K1( z , S, 0) - �K1( z , S, w ) ) e
ip
1
+ ip

*

1

e
ip
1 + (�K1( z , S, 0) - �K1( z , S, w ) ) e

ip
1
+ ip

*

1

     
e
- ip

*

1 + ( K1( z , S, 0) - K1( z , S, w ) ) e
- ip

1
- ip

*

1

e- ip 1 + ( K1( z , S, 0) - K1( z , S, w ) ) e
- ip

1
- ip

*

1

,

则有

  $- �$ = 2 e
i( p

*

1
- p

1
)
- e

i( p
1
- p

*

1
)
,

如果 $ = 0,则�$ = 0,即 e
i( p
*

1
- p

1
)
= e

i(p
1
- p

*

1
)
,从而有 p

*
1 = p 1, argK1 = argK2, K1= K2,即边界

条件(7) 变为一个, 这与所作假设A相矛盾 ,所以 $X0, 从而由( 11) ,边界条件又可归结为

  
Re[ w * ] = g

*
1 ( z , S, w

*
) ,

Re[ iw
*
] = g

*
2 ( z , S, w

*
)# 

( 12)

其中

  g
*
1 ( z , S, w

*
) = e- p

2
+ p

*

2 Re[ eip
*

1 w
*
] -

    Re[ (�K1( z , S, 0) - �K1( z , S, w ) ) eip 1+ ip
*

1 w
*
] ,

  g
*
2 ( z , S, w

*
) = e

p
*

2
- p

2 Re[ e
ip
*

1 w
*
] -

    Re[ (�K2( z , S, 0) - �K2( z , S, w ) ) eip 1+ ip
*

1 w
*
] # 

现将代换( 9)代入方程( 6) ,可得

eip ( z)+ ip
*
( z) 52w *

5z5�z +
5
5z ( e

ip ( z)+ ip* (z )
)
5w *

5�z +

  5w *

5z
5
5�z ( e

ip
(
z )+ ip

*
( z)
) + w

* 52

5z5�z ( e
ip ( z)+ ip

*
( z)
) -

  q1( z ) ( eip (z )+ ip
*
( z)
)
52w *

5�z 2
+ 2

5w *

5�z
5
5�z ( e

ip (z )+ ip
*
(z )
) + w

* 52

5�z 2
( eip (z )+ ip

*
( z)
) -

  q2( z ) ( eip (z )+ ip
*
( z)
)
52w *

5�z 2
+ 2

5w *

5�z
5
5�z ( e

ip (z )+ ip
*
(z )
) + w

* 52

5�z 2
( eip (z )+ ip

*
( z)
) -

  q3( z ) ( e
ip (z )+ ip

*
( z)
)
52w *

5z 2
+ 2

5w *

5z
5
5z ( e

ip (z )+ ip
*
(z )
) + w

* 52

5z 2
( e
ip (z )+ ip

*
( z)
) -

  q4( z ) ( e
ip (z )+ ip

*
( z)
)
52w *

5z 2 + 2
5w *

5z
5
5z ( e

ip (z )+ ip
*
(z )
) + w

* 52

5z 2( e
ip (z )+ ip

*
( z)
) =

  SF * z , w ,
5w
5�z ,

5w
5z # ( 13)

注意到 p ( z )、p * ( z ) 为全纯函数,并以 eip ( z)+ ip* (z ) 除以上式两端,则( 13)又可简化为

  52w *

5z5�z - q1( z )
52w *

5�z 2
- q 2( z ) e

- 2i(p
1
+ p

*

1
) 52 w *

5z 2
-
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    q3( z )
52w *

5z 2
- q 4( z ) e

- 2i(p
1
+ p

*

1
) 52 w*

5�z 2
=

    SF
*

z , w
*
,
5w *

5�z ,
5w *

5z , ( 14)

其中

  F
*
= e- ip- ip

*

F* +

    q 1( z ) e
- ip- ip

*

2i p * c( z ) eip
* 5w *

5�z + ( i p * d( z ) - [ p
*c( z ) ] 2) eip

*

w
*

+

    q2( z ) e
- ip- ip

*

2i p * c( z ) eip
* 5w *

5�z + ( i p * d( z ) - [ p
*
( z ) ]

2
) eip

*

w
*

+

    q3( z ) e
- ip- ip

*

2ipc( z ) eip
( z) 5w *

5z + ( i pd( z ) - [ pc( z ) ] 2) eip ( z)w * +

    q4( z ) e
- ip- ip

*

2ipc( z ) eip
( z) 5w *

5z + ( i pd( z ) - [ pc( z ) ] 2) eip (z )w * # ( 15)

显见,由于 p 1( z )、p
*
1 ( z ) 分别是全纯函数 p ( z )、p

*
( z ) 的实部,故方程( 14)的第 2、4项的系数

的绝对值不变, 即

  | qj ( z ) e
- 2i[ p

1
( z)+ p

*

1
(z) ]

| = | qj ( z ) |   ( j = 2, 4) ,

从而得知,经过形如( 9)的代换, 方程( 6)和( 14)的椭圆型性质不变# 

换言之,我们可把原非线性边值问题( 6) ~ ( 7)化为关于 w
*
的方程( 14)适合边界条件

( 12)的非线性边值问题以求解# 

为方便起见,以后仍不妨记 qj ( z ) e
- 2i[ p

1
(z )+ p *

1
( z) ]
为 qj ( z ) , j = 2, 4 , 以下建立与该问题

( 12)、( 14)等价的非线性奇异积分方程# 

为方便计, 我们首先研究如下问题( 1) * 、( 12) * ,又简称问题 P* :

  52w
5z5�z - q1( z )

52w
5�z 2

- q2( z )
52�w
5z 2

- q3( z )
52w
5z 2

- q4( z )
52�w
5�z 2

=

    F z , w ,
5w
5�z ,

5w
5z   z I G : | z | < 1, ( 1) *

  
Re[ w ] = g 1( z , w ) ,

Re[ iw ] = g 2( z , w )# 
( 12) *

采用奇异积分算子性质和先验估计,获得该问题( 1) * 、( 12) * 的可解性结果# 然后在假设A下

可通过通常的连续性方法获得问题( 12)、( 14)的可解性# 

2  建立与问题 P* 等价的奇异积分方程

应用文献[ 6]中所熟悉的基本定理和算子 T 和 0 的表示, 由方程( 1) * ,可得到它的等价积

分表示式

  w ( z ) = U1( z ) + U2( z ) + T�T q1( z )
52w
5�z 2

+ q2( z )
52�w
5 z2

+

    q 3( z )
52w
5z 2

+ q 4( z )
52�w
5�z 2

+ T�TF , ( 16)

其中 U1( z )、U2( z ) 为任意全纯函数# 以下先考虑 qi ( z ) I D
0
] ( G) 情形# 

首先计算 T�T ( q 1( z )52w / 5�z 2) ,应用 Green公式,我们有
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  �T q1( z )
52w
5�z 2

= -
1
PQQG

q 1( F)
52w
5�F2

�F- �z
dRF=

    -
1
PQQG

5
5�F

q1(F)
5w
5�F

�F- �z
dRF+

1
PQQG

5w
5�F

5
5�F

q1( F)
�F- �z

dRF=

    -
1
2PiQ#

q 1(F)
5w
5�F

�F- �z
dF+ lim

Ey 0

1
2PiQ#E

q 1( F)
5w
5�F

�F- �z
dF+

    1
PQQG

5w
5�F

5
5�F

q1(F)
�F- �z

dRF   #E: | F- z | = E,

而

  lim
Ey 0

1
2PiQ#E

q1(F)
5w
5�F

�F- �z
dF=

    lim
Ey 0

1
2PiQ#E

q1(F)
5w
5�F- q1(F)

5w
5�z

�F- �z
dF+ lim

Ey 0

q1(F)
5w
5�z

2Pi Q#E

dF
�F- �z

# 

由假设 qi ( z ) I D
0
] ( G ) ,所以 qi ( z ) 在�G 内连续,按广义解的定义, w ( z )及其一阶偏导数也连

续,所以上式右端的第一个极限为零,而第 2项积分也为零,这是因为

  1
2PiQ#E

dF
�F- �z

=
1
2PiQ

2P

0

EeiH

Ee
- iHdH=

1
2PiQ

2P

0
e2iHdH= 0# 

因此有

  �T q1( z )
52w
5�z 2 =

1
PQQG

5w
5�F

5
5�F

q1(F)
�F- �z

dRF# ( 17)

另外

  T�U0 = -
1
PQQG

U0( z1)
z 1- z

dRz
1
= -

1
PQQG

U0( z 1)
5
5�z 1
lg(�z 1- �z )dRz

1
=

    - 1
2PiQ#

U0( z 1) lg(�z 1- �z )dz 1+ lim
Ey 0

1
2PiQ#E

U0( z 1) lg(�z 1- �z )dz1 =

    - 1
2PiQ#

U0( z 1) [ lg(1- z 1�z ) - lgz 1] dz 1+ O( ElgE) =

    - 1
2PiQ#

U0( z 1) [ lg(1- �z 1z ) - lgz 1]
dz 1

z
2
1

# 

显见, 它是关于 z 的全纯函数, 不妨把它拼入任意全纯函数 U1( z )# 于是 T�T( q1( z )52w / 5�z 2)
只含有以下项

  1

P2QQG

dRz
1

z 1- zQQG

5w
5�F

5
5�F

q1( F)
�F- �z

dRF=

    -
1

P2QQG

5w
5�FdRFQQG

(�F- �z 1)
5q 1
5�F- q1(F)

(�F- �z 1)
2
( z 1- z )

dRz
1
=

    -
1

P2QQG

5 q1
5�F

5w
5�FdRFQQG

dRz
1

(�F- �z 1) ( z 1- z )
+

    1

P2QQG
q1( F)

5w
5�FdRFQQG

dRz
1

(�F- �z 1)
2
( z 1- z )

# ( 18)
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在( 18)式中,利用 Green公式我们可计算得

  1
PQQG

dRz
1

(�F- �z 1)
2
( z1 - z )

= -
z

1- �Fz
+

1
�z - �F

, ( 19)

和

  1
PQQG

dRz
1

(�F- �z 1) ( z 1- z )
= -

�Fz
1- �Fz

+
�F
�z - �F

-
1
PQQG

�z 1dRz
1

( z 1- z ) (�z 1- �F)
2 # ( 20)

这样一来,我们有

  T�T q 1( z )
52w
5�z 2

= -
1
PQQG

5 q1
5�F

5w
5�F -

�Fz
1 - �Fz

+
�F
�z - �F

dRF+

    1
PQQG

5 q1
5�F

5w
5�FdRF

1
PQQG

�z 1dRz
1

(�F- �z 1)
2
( z 1- z )

+

    1
PQQG

q1( F)
5w
5�F

�F
�z - �F-

z
1 - �Fz dRF+ U

*
0 ( z ) ; ( 21)

同样可以计算得

  1
PQQG

�z 1dRz
1

(�F- �z 1)
2
( z1 - z )

= -
�Fz

1- �Fz
+

�F
�z - �F

+
1
PQQG

dRz
1

(�z 1- �F) ( z 1- z )
# ( 22)

将( 22)式代入( 21)式, 并把 U*0 ( z ) 拼入 U1( z ) ,则我们有

  T�T q 1( z )
52w
5�z 2

=
1
PQQG

q1(F)
5w
5�F

�F
�z - �F

-
z

1- �Fz
dRF+

    1
PQQG

5 q1
5�F

5w
5�FdRF

1
PQQG

dRz
1

(�F- �z 1) ( z 1- z )
, ( 23)

而

  Ñ =
1
PQQG

q1(F)
5w
5�F

�F
�z - �F

-
z

1 - �Fz
dRF=

    -
1
PQQG

5
5�F

q 1( F) w( F)
�z - �F

dRF+
1
PQQG

w (F)
5
5�F

q1( F)
�F- �z

dRF-

    1
PQQG

5
5�F

zq 1( F) w (F)
1 - �Fz

dRF+
1
PQQG

w (F)
5
5�F

zq 1(F)
1 - �Fz

dRF=

    -
1
2PiQ#

q 1(F) w (F)
�F- �z

dF+ lim
Ey 0

1
2PiQ| F- z| = E

q1( F) w ( F)
�F- �z

dF-

    1
PQQG

w (F)
5 q1(F)
5�F

dRF
�F- �z

+
1
PQQG

q1(F) w (F)
(�F- �z ) 2

dRF-

    1
2PiQ#

zq 1(F) w (F)
1- �Fz dF+

1
PQQG

w (F) z
5q 1( F)
5�F

dRF
1- �Fz +

    z
2

PQQG

q1(F) w (F)

(1- �Fz )
2 dRF=

1
PQQG

q 1( F) w (F)

(�F- �z )
2 dRF+

z
2

PQQG

q1(F) w (F)

(1- �Fz )
2 dRF-

    1
PQQG

w (F)
5 q1(F)
5�F

dRF
�F- �z

+
z
PQQG

w (F)
5 q1( F)
5�F

dRF
1 - �Fz

+

    U1( z ) + U2( z )   ( Ui 为任意全纯函数) ,

即

  Ñ =
1
PQQG

q1(F) w (F)

(�F- �z )
2 dRF+

z
2

PQQG

q1( F) w ( F)

(1 - �Fz )
2 dRF+

    T 0( w ) + U1( z ) + U2( z )   ( T 0( w ) 为弱奇性积分) ; ( 24)
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而

  Ò =
1
PQQG

5 q1
5�F

5w
5�FdRF

1
PQQG

dRz
1

(�F- �z 1) ( z1 - z )
=

    1
PQQG

5
5�F w

5 q1
5�F

1
PQQG

dRz
1

(�z 1- �F) ( z 1- z )
dRF-

    1
PQQG

w (F)
52q 1
5�F2
dRF

1
PQQG

dRz
1

(�z 1- �F) ( z 1- z )
-

    1
PQQG

w (F)
5 q1
5�FdRF

1
PQQG

dRz
1

(�z 1- �F)
2
( z 1- z )

# 

由[ 7]中阿达玛不等式可知

  

1
PQQG

dRz
1

| �z 1- �F| | z 1- z |
[ 8 lg

Q0
| F- z |

,

1
PQQG

dRz
1

| �z 1- �F|
2
| z 1- z |

[ 8 | F- z |
- 1
,

( 25)

所以 Ò式中的右端第 2、第 3项都是弱奇性积分,而第一项又可应用Green公式写成

  1
PQQG

5
5�F w

5q1
5�F

1
PQQG

dRz
1

(�z 1- �F) ( z 1- z )
dRF=

    1
2PiQ#

w
5q 1
5�F

1
PQQG

dRz
1

(�z 1- �F) ( z 1- z )
dF-

    lim
Ey 0

1
2PiQ| F- z | = E

w
5 q1
5�F

1
PQQG

dRz
1

(�z 1 - �F) ( z1 - z )
dF,

而

  1
2PiQ| F- z| = E

w
5 q1
5�F

1
PQQG

dRz
1

(�z 1- �F) ( z 1- z )
dF [

    1
2PmaxFI G

w ( F)
5q 1
5�FQ| F- z | = E

1
PQQG

dRz
1

| �z 1- �F| z 1- z |
| dF| [

    1
2P
max
FI G

w ( F)
5q 1
5�FQ| F- z | = E

8 lg
Q0

| F- z |
| dF| [ McElgE y 0# 

所以第一项的弱奇性积分等于零, 即得到

  T�T q 1( z )
52w
5�z 2

= -
1
PQQG

q1( F) w ( F)
(�F- �z ) 2

dRF+

    z
2

PQQG

q1(F) w (F)

(1- �Fz )
2 dRF+ T 1( w ) + U1( z ) + U2( z ) , ( 26)

其中 T 1( w ) 是弱奇性积分算子, Ui 为全纯函数# 同样有

  T�T q 4( z )
52�w
5�z 2

= -
1
PQQG

q4( F) w (F)
(�F- �z ) 2

dRF+

    z
2

PQQG

q4(F) w ( F)
(1- �Fz )

2 dRF+ T 4( w ) + U1( z ) + U2( z )# ( 27)

类似地可以计算

  �T q3( z )
52w
5z 2

= -
1
PQQG

q 3( F)
52w
5F2

�F- �z
dRF= -

1
2PiQ#

q3(F)
5w
5F

F(1 - F�z )
dF+
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    lim
Ey 0

q3( z )
5w
5z

2Pi Q#E

Ee- iHidH
Ee- iH

+
1
PQQG

5w
5F

5
5F

q3(F)
�F- �z

dRF=

    U0( z ) + q3( z )
5w
5z +

1
PQQG

5w
5F

5
5F

q 3( F)
�F- �z

dRF,

  T�T q 3( z )
52w
5z 2

= -
1
PQQG

5
5F

q3(F) w (F)
F- z

dRF+
1
PQQG

w ( F)
5
5F

q3(F)
F- z

dRF-

    1
P2QQG

dRz
1

z 1- zQQG

5w
5F

5q 3( F)
5F

�F- �z 1
dRF-

1
PQQG

U0( F)
F- z

dRF=

    1
2PiQ#

q3( F) w ( F)

F
2
( F- z )

dF- lim
Ey 0

q3( z ) w ( z )

2Pi Q
2P

0

- ie- iHdH
Ee
iH +

    1
PQQG

w (F)
5 q3(F)
5 F

F- z
dRF-

1
PQQG

q 3( F) w (F)
( F- z )

2 dRF-

    1

P2QG

5w
5F

5 q3( F)
5F dRFQQG

dRz
1

(�F- �z 1) ( z 1- z )
-
1
PQQG

U0(F)
F- z

dRF, ( 28)

而

  52

5z5�z -
1
PQQG

U0( F)
F- z

dRF =
5
5z U0( z ) = 0,

所以

  -
1
2PiQ#

q 3(F) w (F)
F2(F- z )

dF-
1
PQQG

U0(F)
F- z

dRF= U1( z ) + U2( z )

          ( Ui 为任意全纯函数, i = 0, 1, 2, )# ( 29)

利用 Green公式和阿达玛估计式, 有

  -
1

P
2QQG

5w
5F

5 q3(F)
5F dRFQQG

dRz
1

(�F- �z 1) ( z 1- z )
=

    -
1

P2QQG

5
5 F w (F)

5 q3(F)
5F QQG

dRz
1

(�F- �z 1) ( z 1- z )
dRF+

    1
P2QQG

w (F)
52q 3(F)
5 F2 dRFQQG

dRz
1

(�F- �z 1) ( z 1- z )
-

    1

P2QQG
w (F)

5 q3( F)
5F

5
5FQQG

dRz
1

(�F- �z 1) ( z 1- z )
dRF=

    1
2PiQ#

w ( F)
5q 3(F)
5F QQG

dRz
1

(�F- �z 1) ( z 1- z )
d�F-

    lim
Ey 0

1
2PiQ| F- z | = E

w (F)
5 q3(F)
5F QQG

dRz
1

(�F- �z 1) ( z 1- z )
d�F+

    1

P2QQG
w (F)

52q 3(F)
5 F2

dRFQQG

dRz
1

(�F- �z 1) ( z 1- z )
-

    1
PQQG

w (F)
5 q3(F)
5 F

dRF
F- z

, ( 30)

而

  1
PQQG

dRz
1

(�F- �z 1) ( z 1- z )
[ 8 lg

Q0
| F- z |

,
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  1
2PiQ| F- z| = E

w (F)
5 q3( F)
5F

1
PQQG

dRz
1

(�F- �z 1) ( z 1- z )
d�F [

    max
FI G

w (F)
5 q3(F)
5F E#8 lg

Q0
E

y 0# 

所以( 30)中第 1、2、4项都是弱奇性积分,第 2项为零,由此回到( 28) , 我们可表示

  T�T q 3( z )
52w
5z 2 = -

1
PQQG

q3( F) w ( F)
(F- z )

2 dRF+ T 3( w ) + U1( z ) + U2( z ) , ( 31)

其中 T 3( w ) 为弱奇性积分# 

  由此又易推得

  T�T q 2( z )
52�w
5z 2

= -
1
PQQG

q2( F) w (F)
(F- z )

2 dRF+ T 2( w ) + U1( z ) + U2( z ) , ( 32)

而 T 2( w ) 也是弱奇性积分# 

综合以上讨论结果( 26)、( 27)、( 31)、( 32) ,得到与( 16)等价的奇异积分方程

  w ( z ) = U1( z ) + U2( z ) -
1
PQQG

q1( F) w ( F)
(�F- �z ) 2

dRF+

    z
2

PQQG

q1(F) w (F)
(1- �Fz ) 2

dRF-
1
PQQG

q2(F) w (F)
(F- z )

2 dRF-

    1
PQQG

q3(F) w (F)

( F- z )
2 dRF+

1
PQQG

q4(F) w (F)

(�F- �z )
2 dRF+

    z
2

PQQG

q4(F) w ( F)
(1- �Fz ) 2

dRF+ T( w ) + T�TF, ( 33)

其中 T (w ) 是弱奇性积分:

  T (w ) = 6
4

j= 1

Tj ( w ) , ( 34)

Ui ( z ) ( i = 1, 2) 为域 G 内的任意全纯函数# 

由于在 #: | z | = 1上,有

  

-
1
PQQG

q 1( F) w (F)
(�F- �z ) 2

dRF+
z
2

PQQG

q 1(F) w (F)
(1- �Fz ) 2

dRF= 0,

-
1
PQQG

q 4( F) w ( F)

(�F- �z )
2 dRF+

z
2

PQQG

q4( F) w (F)

(1- �Fz )
2 dRF= 0,

( 35)

不妨可取任意全纯函数 U2( z ) 为

  U2( z ) =
z
2

PQQG

q2( F) w ( F)
(1 - �Fz ) 2

dRF+
z
2

PQQG

q 3( F) w ( F)
(1- �Fz ) 2

dRF+ U*2 ( z ) , ( 36)

则方程( 33)又可化为

  w ( z ) = U1( z ) + U*2 ( z ) + 0* ( q1w ) + 0* ( q2�w ) +

    0* ( q3w ) + 0* ( q 4�w ) + T( w ) + T�TF, ( 37)

其中 0* 、0* 为以下奇异积分算子

  
0* f = -

1
PQQG

f (F)
(�F- �z ) 2

dRF+
z
2

PQQG

f ( F)
(1 - �Fz ) 2

dRF,

0
*
f = -

1
PQQG

f (F)
( F- z )

2dRF+
�z 2

PQQG

f ( F)
(1 - F�z )

2dRF# 
( 38)

将边界条件( 12)代入( 38) ,注意到 0* f 对任意f I Lp (�G ) , p > 1,在边界 #: | z | = 1上都取值
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为零,所以我们有

  
Re U1( z ) + U*2 ( z ) = g 1+ Re T( w ) + T�TF ,

Re i( U1( z ) + U*2 ( z ) ) = g2- Im T( w ) + T�TF # 
( 39)

应用 Schwartz公式,可解得

  
U1( z ) + U*2 ( z ) =

1
2PiQ#

[ g 1+ Re T (w ) + T�TF ] (F+ z )

( F- z )F
dF,

U1( z ) - U*2 ( z ) = -
1
2PQ#

[ g 2- Im T (w ) + T�TF ] ( F+ z )

(F- z ) F
dF,

( 40)

由此得

  

U1( z ) =
1
4PiQ#

[�g + T (w ) + T�TF ] ( F+ z )
( F- z )F dF,

U
*
2 ( z ) =

1
4PiQ#

g + T (w ) + T�TF ( F+ z )
( F- z ) F dF,

  g = g1+ ig2# ( 41)

这就是说,我们最后得了与非线性边值问题 P* 等价的奇异积分方程 ( 37) , 其中全纯函数

U1( z ) 和 U*2 ( z ) 由Schwartz积分( 41)给定# 

3  与问题 P* 等价的奇异积分方程的可解性

由( 37)和( 41) ,与问题 P
*
等价的奇异积分方程为

  w ( z ) - 0 *1 ( q 1w) - 0 *2 ( q2�w ) - 0*2 ( q3w ) + 0*1 ( q4�w ) - #�g =

    # ( T( w ) + T�TF) + T(w ) + T�TF , ( 42)

其中 #f 表示下列积分

  #f = 1
4PiQ#

f (F) ( F+ z )
(F- z )F

dF+ 1
4PiQ#

f (F) (1+ F�z )
(1- F�z ) F

dF# ( 43)

参考文献[ 6] ( p. 61, Riesz M.定理) ,当 g (F, w (F) ) I Lp ( # ) 时, p > 1,则有 #g I Lp (�G ) ,且

  + #g +p (�G) [ M
*
p Q#

| g( F, w ) | pdF
1/ p

;

若 g (F, w (F) ) I Lp( �G ) , p > 1 ,则又有

  + #g +p (�G) [ M
*
p +g + p (�G ) # 

由假设A知, g( z , w ) 满足H_L 连续条件, 所以有

  + #g +p (�G) [ M
*
pH 1 +w +p (�G) + M

*
p + g( z , 0) +p (�G) [

    M
*
pH 1+w +p (�G) + M 0# ( 44)

注意到算子

  Sw = 0 *1 ( q 1w ) + 0 *2 ( q2�w ) + 0*2 ( q3w ) + 0*1 ( q 4�w ) ( 45)

是空间 Lp (�G ) 中的线性有界算子,它在 Lp 中的范数为 +*p ; 当 p = 2时, + *2 [ q0 < 1;当 2 <

p < 2+ E时, 0 < +*p < 1# 因此当 H 1适当小时,方程( 42)又可表示成

  w ( z ) = ( S - #)- 1 # ( T( w ) + T�TF) + T(w ) + T�TF # ( 46)

显然,由前面讨论知道 T(w ) 是弱奇性算子,它把w I Lp( �G )映射到 CA(�G ) , 同时也把w ( z ) I

CA( �G) 映射到 C
1
A(�G ) # 

现在进一步考察 T�TF (和 �TTF ) , 不妨只考察其中一小项, 即考察 �TTF(1) , F (1) =

e- ip- i�p
*

A 1(F, w )5w / 5�F, 因此
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  TF (1) = -
1
PQQG

eip- i�p
*

A 1( F, w )
5w
5�F

F- z
dRF=

    -
1
PQQG

5
5�F

e
- ip- i�p

*

A 1( F, w ) w (F)
F- z

dRF+

    1
PQQG

w ( F) e
- ip (F)- ip

*
(F)

F- z

5A 1(F, w )
5�F dRF+

    1
PQQG

w ( F) e- ip (F)- ip
*
(F)

(- i) p * c(F) A 1(F, w )
F- z

dRF=

    -
1
2PiQ#

e- ip- i�p
*

A 1( F, w ) w (F)
F- z

dF+ e- ip (z )- i�p
*
( z)
A 1(F, w )w ( z ) +

    - i
PQQG

w ( F) e
- ip (F)- ip

*
(F)

p
* c(F) A 1(F, w )

F- z
dRF+

    1
PQQG

w ( F) e- ip (F)- ip
*
(F)

F- z

5A 1( F, w )
5�F dRF, ( 47)

于是我们有

  �TTF( 1) =
1
PQQG

dRz
1

�z 1- �z
1
2PiQ#

e- ip- i�p
*

A 1(F, w )w (F)
F- z 1

dF-

    1
PQQG

e- ip ( z1)- i�p
*
( z
1
)
A 1( z 1, w )w ( z 1)

�z 1- �z
dRz

1
+

    1
PQQG

dRz
1

�z 1- �z
- i
PQQG

w (F) e- ip (F)- ip
*
(F)
p
* c(F) A 1(F, w )

F- z 1
dRF+

    1
PQQG

w ( F) e- ip (F)- ip
*
(F)

F- z

5A 1( F, w )
5�F dRF =

    I 1+ I 2+ I 3# ( 48)

易知在第一项的积分 I1 中, 当 w I Lp 时, A 1(F, w ) 也属于 D1, p (�G) , 从而围道积分属于

Lp (�G ) ;而当 w I CA时, A 1(F, w ) 也属于 CA; 所以当 w 分别属于Lp 和CA时, I 1 就分别属于

CB(�G ) 和 C
1
A(�G ) , 同样也有积分 I 2 分别属于 CB(�G ) 和 C

1
A( �G ) , B= ( p - 2) / p# 

对于 I 3 ,记

  h( F) = w (F) e- ip (F)- ip
*
(F)

- i p * c( F) +
5A 1
5�F

# 

易知,当 w( F) I Lp (�G) 时, p
* c(F) I Lp (�G ) , A 1( F, w ) I D1, p (�G ) ,所以 h(F) I Lp

0
(�G ) , 1/ p 0

= 2/ p ;而当 w ( F) I CA( �G ) , p
* c I CA(�G ) , h( F) I Lp (�G ) # 因此相应地分别有

  -
1
PQQG

dRz
1

�z 1- �z
1
PQQG

h( F)
F- z

dRF I C( C- 2) / C( �G ) ,

      ( C是大于 2而小于 2p 0/ (2- p 0) = 2p / (4 - p ) 的任意正数)

和

  -
1
PQQG

dRz
1

�z 1- �z
1
PQQG

h( F)
F- z

dRF I C
1
(p- 2) / p (�G ) # 

同理可证对 F 的其它 4项也有同样的结果# 综上所述,当 w ( F) I Lp (�G ) 和 CA( �G) 时,分别

有
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�TTF (同样 T�TF ) I CD( �G) 和 C

1
C( �G ) ,

D= min p - 2
p

,
C- 2
C

, C= min A, p - 2
p

# 
( 49)

由于 2/ C> (4 - p ) / p , 所以 1- 2/ C< 2( p - 2) / p , 所以可取

  1 - 2/ C> ( p - 2) / p , D= ( p - 2) / p # 

其于以上结果, 我们回到方程( 46) ,对任意的 w i ( i = 1, 2) ,我们可得估计式

  

+ #( T (w 1) ) + T (w 1) - #( T (w 2) ) - T( w2) + p [ A
* +w1- w 2 +p ,

+ #(�TTF (w 1) ) + �TTF( w1) - #( �TTF (w 2) ) - �TTF (w 2) +p [

  B
* +w 1- w 2+ p# 

( 50)

于是由( 42)或( 46)可得

  +w1 - w 2 +p [ ( q0 +
*
p + HM

*
p + A

*
+ B

*
) +w 1- w2 + p =

    A+w1- w 2 +p , ( 51)

其中 A与 S无关,且令它取得适当小,使得

  0 < A= q0 +
*
p + HM

*
p + A

*
+ B

*
< 1, ( 52)

则奇异积分方程( 42)或( 46)有唯一解,且解 w ( z ) I Lp (�G ) ,它适合模不等式

  +w ( z ) + p [
M
*
0

1 - q 0 +
*
p - HM

*
p - A

*
- B

* , M
*
0 = const# ( 53)

由本节前面的讨论可知, w ( z ) 又可表示成(46) 的形式,这时 #( T (w ) + �TTF) + T(w ) +

�TTF 是把w I Lp (�G) 映射到空间 CD(�G ) 中的全连续算子, 所以属于 Lp (�G ) 中的解必属于

CD(�G ) , 0 < D< 1# 同时由前面讨论又不难推得 w( z ) I C
1
C( G) H D2, p ( G) # 

综上所述, 我们即得

定理 1  在假设条件A下,当 qi ( z ) I D
0
] ( G) 且 A适合不等式(52) 时,非线性边值问题

P* 是可解的且解唯一,解w ( z ) I CC(�G ) H C
1
C( G ) H D1, p ( G ) ,其中 C= min( A, ( p - 2) / p ) ,

1/ 2 < A< 1, p > 2# 

以下进一步考察满足椭圆型条件的一般的 qi ( z ) I D1, p(�G ) ,这时存在 q
( n)
i ( z ) I D

0
] ( G) ,

使得

  
L ] ( q

( n)
i - qi , �G ) y 0, Lp

5 q( n)i

5�F -
5qi
5�F, �G y 0,

Lp
5q ( n)i

5F -
5 qi
5F, �G y 0   ( n y ] )# 

( 54)

考察边值问题 P* :

  52w
5z5�z - q1( z )

52w
5�z 2

- q2( z )
52�w
5z 2

- q3( z )
52w
5z 2

- q4( z )
52�w
5�z 2

=

    F z , w ,
5w
5�z ,

5w
5�z   z I G , ( 55)

  w ( z ) = �g ( z , w ) , �g ( z , w ) = g1- ig 2# ( 56)

由[ 6]可知, ( 55)的一般解可表示成

  w ( z ) = U1( z ) + U*2 ( z ) +
2
PQQG

f (F) lg
F- z
1- �Fz

dRF, ( 57)

其中 f (F) 是属于 Lp( �G) 的待定函数# 将( 57)代入( 56)即有
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  Re[ U1( z ) + U
*
2 ( z ) ] = g1,

Rg[ i( U1( z ) + U*2 ( z ) ) ] = g2# 
( 58)

由此可得

  
U1( z ) =

1
4PiQ#

�g (F, w ( F) ) ( F+ z )
(F- z ) F

dF,

U*2 ( z ) =
1
4PiQ#

�g (F, w ( F) ) ( F+ z )
(F- z ) F

dF,
( 59)

从而可得边值问题的解式

  w ( z ) =
1
4PiQ#

�g (F, w (F) ) ( F+ z )
(F- z )F

dF+
1
4PiQ#

�g ( F, w ( F) ) (1+ F�z )
(1- F�z )�F

dF+

     2
PQQG

f (F) lg
F- z
1- �Fz dRF# ( 60)

相应地,对于 q
( n)
i ,也有解式

  w n( z ) =
1
4PiQ#

�g( F, wn( F) ) (F+ z )

( F- z ) F
dF+

1
4PiQ#

�g( F, wn( F) ) (1+ F�z )
(1 - F�z )�F

dF+

    2
PQQG

f n(F) lg
F- z
1- �Fz

dRF# ( 61)

将( 61)代入方程( 55) , 可得 f n ( z ) 所适合的积分方程

  f n ( z ) - q
( n)
1 ( z ) S1f n - q

( n)
2 ( z ) S1f n - q

( n)
3 ( z ) S2f n -

    q
( n)
4 ( z ) S2f n - q1( z )

1
PiQ#

F2�g ( F, w n(F) )

(1 - F�z )
3 dF-

    q2( z )
1
PiQ#

F2�g (F, wn (F) )
(1 - F�z ) 3

dF- q3( z )
1
PiQ#

F�g( F, wn( F) )
(F- z )

3 dF-

    q 4( z )
1
PiQ#

F�g (F, wn( F) )
(F- z )

3 dF=

    F F, w n,
5wn

5�z ,
5wn

5�z # ( 62)

按假设A, 可得

  1
PiQ#

F�g
( F- z )

3dF= -
1
2PiQ#

1

( F- z )
2
5
5FF�g dF=

    -
1
2PiQ#

1

(F- z )
2 �g + F

5
5F�g dF I Lp

1
( �G ) , p 1 =

1
1 - A

,
1
2
< A< 1,

所以

  1
PiQ#

F�g
(F- z )

3dF
p
1
(�G)

[ Mp
1
( Lp

1
(�g ( F, w n(F) ) ) ) Lp

1

5
5F�g ( F, w n(F) ) [

    Mp
1
H 1 +w n( F) + p

1
+ M

c
p
1
Lp(�g( F, 0) ) + Lp

5
5F(�g ) (F, 0) [

    Mp
1
H 1 +w n( F) + p

1
+ M0   M0 = const# ( 63)

类似地,也有

  
1
PiQ#

F2�g
(1- F�z ) 3

dF
p
1
(�G)

[ Mp
1
H1 +wn( F) + p

1
+ M 0# ( 64)

于是再回到( 62) ,又得估计式

  +f n( z ) +p
1

[ q0 +p
1
+f n( z ) +p

1
+ q 0Mp

1
H 1+wn (F) +p

1
+
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    F z , wn,
5w n

5�z ,
5w n

5 z p
1

+ M0# ( 65)

另外,由( 61) , 又有

  +wn( F) + p
1

[ Mp
1
H 1 +wn (F) +p

1
+ L0 +f n( z ) +p

1
# ( 66)

按假设A, Lipschitz系数H 1 可取适当小,所以有

  +wn( F) + p
1

[
L 0 +f n ( z ) +p

1

1- Mp
1
H 1

# ( 67)

再由 F 的表示式和( 57)或( 60)可得

  F z , w n,
5wn

5�z ,
5wn

5z p
1

[

    Mp
1
H1 +wn( F) +p

1
+ 6

4

i= 1
A iM +f n +p

1
+ A 0M+ M 0, ( 68)

其中

  A i = +A i ( z , w ) +p# 

不妨记 Ac= 6
4

i = 1Ai , M
c
0 = A 0M + M0 ,并将( 67)和( 68)代入( 65)得到

  +f n( z ) +p
1

[ q0 +p
1
+f n( z ) +p

1
+

q0Mp
1
H 1L0

1- Mp
1
H 1

+f n +p
1
+

    L0 +f n +p
1

Mp
1
H 1

1 - Mp
1
H 1

+ Ac+f n +p
1
+ M

c
0 =

    q0 +p
1
+

(1+ q0)Mp
1
H 1L0

1- Mp
1
H 1

+ Ac +f n +p
1
+ M

c
0 [

    Ac+f n + p
1
+ M

c
0   Ac = q0 +

*
p +

(1+ q 0)Mp
1
H 1L0

1- Mp
1
H 1

+ Ac< 1# ( 69)

回到( 67)又有

  +wn( F) + p
1

[
L0

1- Mp
1
H 1

+f n( z ) + p
1

[
L0

1- Mp
1
H 1

1
1- AcM

c
0# ( 70)

于是由( 69)、( 70)知 f n ( z )、wn( z ) 按 Lp
1
( �G ) 范数均匀有界, 因此存在子序列 f n

k
( z )、wn

k
( z ) 分

别弱收敛也概收敛于 f ( z )、w ( z ) I Lp
1
( �G ) ;因为w n( z ) I CD(�G) ,所以 wn

k
( z ) 也按 C的范数

一致收敛于 w ( z ) , 且 w ( z ) I CD(�G ) # 

由于积分

  1
2PiQ#

�g ( F, w n
k
( F) ) (F+ z )

( F- z ) F dF,
1
2PiQ#

�g ( F, w n
k
( F) ) (1+ F�z )

(1 - F�z )F dF

也在 G 内分别内闭匀敛于

  1
2PiQ#

�g ( F, w ( F) ) (F+ z )
( F- z ) F

dF,
1
2PiQ#

�g ( F, w ( F) ) (1+ F�z )
(1- F�z )F

dF,

所以 f n
k
( z ) 也内闭匀敛,从而对 PE> 0和 G> 0,存在 GG < G ,当mes( GG) < G时,在 G- GG

上, f n
k
( z ) 按 C 的范数一致收敛于f ( z ) , 即有

  lim
n
k

y ]

1
PQQG- G

G

f n
k
( F) lg

F- z
1 - �Fz

dRF=
1
PQQG- G

G

f (F) lg
F- z
1- �Fz

dRF, ( 71)
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且

  QQG
G

lg
F- z
1 - �Fz

q

dRF
1/ q

< E# ( 72)

进而也有

  QQG
G

f n
k
(F) lg

F- z
1- �Fz

dRF [

    QQG
G

( f n
k
(F) ) pdRF

1/ p

QQG
G

lg
F- z
1- �Fz

q

dRF
1/ q

[

    QQG
G

(f n
k
( F) ) p dRF

1/ p

# E [
M 0

1- AcE# ( 73)

再令 G y 0, (同时 E y 0) ,即得

  lim
n
k

y ]

1
PQQG

f n
k
( F) lg

F- z
1 - �Fz

dRF=
1
PQQG

f (F) lg
F- z
1- �Fz

dRF# ( 74)

这样就最后得到

  w ( z ) =
1
4PiQ#

�g (F, w (F) ) ( F+ z )
(F- z )F

dF+
1
4PiQ#

�g ( F, w ( F) ) (1+ F�z )
(1- F�z )�F

dF+

     2
PQQG

f (F) lg F- z
1- �Fz

dRF, ( 75)

它给出了边值问题 P* 的解, w ( z ) I CC( �G ) # 

即我们又证明了

定理 2  在假设A和椭圆型条件 6
4

i = 1 | qi ( z ) | [ q0 < 1下,当成立不等式

  Ac = q0 +
*
p +

(1+ q0)Mp
1
H 1L0

1- Mp
1
H 1

+ Ac< 1

时,非线性边值问题 P* 一定可解,且解 w ( z ) I CD(�G) H C
1
( p
1
- 2) / p

1
( G) H D

2
p
1
( G) # 

基于以上结果, 采用文献[ 6, 7]中的连续性方法类似可证问题 P的可解性# 
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A Class of Nonlinear Boundary Value Problems

for the Sceond_Order E 2 Class Elliptic Systems

in General Form
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Abstract: A class of nonlinear boundary value problems( BVP) for the second_order E2 class elliptic

systems in general form is discussed. By introducing a kind of transformation, this kind of BVP is re-

duced to a class of generalized nonlinear Riemann_Hilbert BVP. And then some singular integral opera-

tors are introduced to establish the equivalent nonlinear singular integral equations. The solvability is

proved under some suitable hypotheses by means of the properties of singular integral operators and

the function theoretic methods.

Key words: elliptic systems; boundary value problems; singular integral equations; singular integral

operators; existence
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