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摘要 : 在允许自由项关于解梯度的增长阶满足自然增长条件时
,

证明了拟线性椭圆型方程不恒

等于常数的有界广义解成立解的最大值原理
.
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1 引言与主要结果

195 0 年以来
,

对于多个自变量的二阶线性散度型的椭圆型方程广义解的正则性的研究得

到飞速发展并在拟线性椭圆型方程的理论中起重要作用 [ ‘
, 2 ]

.

但是
,

尽管 Mo

rTe y〔3〕对散度型的

二阶线性椭圆型方程的广义解的可解性证明成立 F民曲。
如 备择原理

,

尽管广义解的唯一性定

理和最大值原理对二阶线性椭圆型方程广义解的存在乃至在拟线性椭圆型方程的求解中的作

用是重要的
,

但 70 年代以前对广义解的唯一性定理和最大值原理的研究发展却相对缓慢
.

Bi c ad 比闭给出了特殊情况下解的唯一性结果
.

伽d
岭产

5 3给出了线性椭圆型方程广义解唯一

性的完备结果
.

而 70 年代以后
,

情况就不大相同了
.

不仅有多种方法证明对散度型的二阶线

性椭圆型方程的广义解成立弱最大值原理
,

而且解的最大值原理成立 (见【1
,

2〕
,

〔6
一

s] 等 )
.

特别【9] 中对拟线性椭圆型方程的广义解证明了其弱最大值原理成立
.

而〔10〕又把对线性方

程广义解成立的最大值原理推广到拟线性方程
:
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,
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,
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阮加le v
空间

.

A (
x , u ,

宁)和 B (
x , u ,
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odO
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,

即 A
、

B 对任何
u 、

泞和固定的
二
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,
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,
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其中常数
‘ 〕 1

,

C(
二

) 满足适 当的可积性条件
.

在上述 (2 )
、

(3 ) 的假定下
,

se 币砂
‘〕和

子川d in g e

淤
’2〕证明了方程(1)的非负上解成立如下 H

~
k 不等式

(
。一
丁

u
(: ) I

‘
d x

B (2夕)

n
(p 一 x )

_
户~ i证 “

乓 七B (P)
’

才蕊 +

n 一 P

aO

当 p 感

当 p >

矛口.

rwe
.

、
.L

应用与仁2〕
、

仁7 3类似的方法和上述不等式
,

在〔1倒中得到了方程 (1) 的广义解的最大值原理
.

本文我们将继续这方面的工作
,

证明 B (
x , u ,

勃关于 誉的增长阶高于p 一 1时
,

即当州
: ,

“ ,

勃 满足

I B (
x , u

P 一 1 <

,

V u
) I感 C (

x
) ! V u 4) ,

y 感 P

(4 )

(5 )

时
,

对方程 (l) 的有界广义解成立最大值原理
.

这里

r 二 + aO

n
r =

P 一 y

当 y 二 p
,

当 1 < p < n ,

p 一 1 < y < p
,

n

口 一 y

P

口 一 y

当 p 二 n ,

p 一 l < y < p
,

当 p > n ,

p 一 1 < 7 < p
.

(6 )
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X
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本文主要结果叙述为

定理 设 ‘是 E
“

中的有界连通区域
,

设 p > 1
, 。 任 畔(C) n L 二

(c) 满足方程(l )
.

且

设条件 (2)
,

(4 )
一

(6) 满足
.

如果
u
不是常数

,

则有

e s

sc , u p u < e ss

矛
u p

,

V C
’

e c c
·

(7 )

注
“

e L。 (‘)的条件可减弱
.

当 p 一 1 < 7 < p 一 1 十 n

/P
,

1 < p < 。 ,

只要 u e 叽(c)
,

当 p 一 1

十 n

/P < y < p
,

1 < p < n ,

只要 u e 吧(C) n 入(C) (t 足够大 )
,

可以证明 。在 ‘内局部有界
,

后者对证明

(7) 完全足够
.

只有 y 二 p 的情形
,

才必需要求 u e L抓 C)
.

简记 B (
x 。 ,

尸)
=

{ l 二 一 x 。 I < 尸}
,

B (尸) = 刀(o
,

尸)
.

为证明定理成立
,

我们要用到下面

引理 设
“ 任 吧(B 伽))

,

户 ) 1
.
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, u = 0

.
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,
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,
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,
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jii ) 当 p > n
时

,

成立
e

嗯(
职p I u
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) l , (
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) ‘
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,
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, , , ‘·
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·

以上断言中的常数 C > O只依赖于它标出的量
.

证明 断言( i) 是【13」中第二章引理 5
.

1 的结论
.

断言( ii) 可在〔10] 中找到
.

下面给出

断言(jjj )的证明
.

据引理的条件
,

对几乎所有的
二 e B (p )

,

成立

u (
二

) , 夕(
x

) 蕊 c (n )盖丁
, (; ,

兴号黔
d ,

(8 )

(参见〔13 ]
,

p

所以在 p >

.

注意由于
u
在s 上取值为 0

,

故(8) 式右端积分的有效区域只是 B (p ) 、5
.

,

由 E泌lde r
不等式给出

沪 I r
_ 、 _
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u
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) me
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由此即可得到欲求的结果
.

2 定理的证明

假定断言不真
,

那么我们有

me
s{ ‘ 任 c

, u
(

,
) < M } > o

,

M = e , s

矛
u p u < + aO

,

并且存在某个 ‘
,

c c ‘
,

使得
e s

飞争
u p u = M

·

那么一定有某个点
,

不妨设是坐标原点和有某个 p > 0
,

使 B( 2川 c ‘
,

并使
e

嗯(
尸p u = M

,

m e s B (* ) n { u
(
二
) < M } > o

,

否则
, u
只能是 G 中的常数

.

下证存在依赖于
。 ,

p 的于< O 和 0 任 (0
,

l)
,

使

(10 )

me
sB (尸) 门 { u

不然的话
,

对任何正整数

me
s。(; ) 。 {

。

从而

me
sB (尸) 门 { u

与(10) 式矛盾
.

衬 一 于} 〕 o me
s丑(尸)

,

,

都有

1 1 1 。 ,

M 一
士 } < 亡me

s B (p )
.

(1 1)
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g。(。) n {

· < 。 一

众卜
0

·

在下面的证明中
,

把 于
、

6 视为常数
,

因为
u 、

p 是确定的
,

设
。 > O

,

置

, = 玩 石一艺甲, (于为(l l) 中的常数)
,

Z投 一 “ 十 石

(M 一 u + 。
)

p 一 ‘

(1 2)

(13)
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l)作劣砂其中 几 > 0 为待定常数
,

k 芬 。而
: 二

声/ (p 一
1)

.
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,

夸(x)
二
以l

为 l : l的逐段为线性的连续函数
,

满足

g (
二
)

= l 当 一 r感 。1 ; g (
二
)

二 0 当 I / l多 : o
,

对这样的 夸(劝
,
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.
.

一 Po 一 Pl

由(12)
、

(13 )定义的函数分别属于

为试验函数
,

代人(l) 给出

畔(‘) n : 。
(e )和属于命二(e ) n : 二

(e )
.

取这样的

I + 11 + 111 + IV + V = 0
, (14 )
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·
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V 二 ) d x ,

U 十 e

= B (户。) 门 { w (
x
) > 无}是积分的有效域

.

根据 (2 )
、

(4 )
,

分别有如下估计
:

: 二

丁
, ( *

,

, 。)

( M
丛

.

A (
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u ,
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其中 占 > 0 可为任意正数
,
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、 :
和

‘
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·

扩
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为得到 V 的估计式
,

我们分两种情况
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,
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X
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.

考虑到 ”
“
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: . (‘)

,

联合以上结果并取
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x
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,
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、
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。
、

k
、
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、

尸; 以及 户都无关 (只依赖于
n 、

p
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}}
“
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,

有
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,
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,
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下面进一步处理(16) 式右端的第二项
.

首先考虑 1 < p < n
的情形

,

根据(6)

C‘
X
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,
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·
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,
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联合 (r6 )
、

(2 2 )与(2 3)
,

取 万 > o 足够大
,

占 > o 足够小
,

即得当 p 一 l < ) < p 时
,

有

丁
, (*

,

P0 , : 二 v 切 l·d二 、

可
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·
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、
、
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、
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、
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.
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时

,

(24 )亦成立
.

事实上
,
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时

,
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.
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x
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一 y )

.

取 口
,

< + ao
,

尹,

任 (l
, n

)
,

(2 2 )

使
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=
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+
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c
!

PO 一 户l

d ia ln G
+

—
P

P 广

J
, (‘

,

。 , 护
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.
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、了、、,
产
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⋯

当
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,

尸。) ‘ m e s B (户
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)
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邝
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