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摘要:  通过引入位移函数, 使得立方准晶的轴对称弹性问题归结为求解一个高阶偏微分方程# 

在此基础上,研究了立方准晶含有圆盘状裂纹的剪切问题,得到了此问题弹性场的精确解析解, 以

及应力强度因子与应变能释放率# 
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引   言

准晶作为一种新的固态物质结构
[ 1, 2]
不仅给凝态聚物理带来了新的思想, 而且对此新的

结构材料物理与力学性能的理论与实验研究,包括弹性理论研究也带来了新的挑战,取得了一

系列很有价值的成果
[ 3~ 5]# 

准晶发现不久, 就观测到此材料存在缺陷[ 6, 7]# 裂纹就是缺陷之一,它的存在严重影响准

晶材料的物理与力学性能# 研究准晶的裂纹问题无疑具有重要的意义# 

立方准晶是一重要的三维准晶,由于其弹性基本方程的复杂性, 解析解很难得到# 发展求

解准晶弹性复杂边值问题系统和直接的方法是一基本的任务[ 5, 8~ 11]# 本文在立方准晶轴对称

弹性理论的基础上, 运用Hankel变换与对偶积分方程理论研究剪应力作用下的圆盘状裂纹问

题,得到了其弹性场的解析解, 并由此确定了应力强度因子与应变能释放率, 为研究准晶的变

形与断裂提供了重要的信息# 

1  位移函数与轴对称问题

立方准晶的应力_应变关系(广义Hooke 定律)在轴对称条件下可表示如下(其中( r , H, z )

为柱坐标) [ 5] :

  Rrr = C11Err + C12( EHH+ Ezz ) + R11Err + R 12( EHH+ Ezz ) , ( 1)

  RHH = C11EHH+ C 12( Err + Ezz ) + R11EHH+ R12( Err + Ezz ) , ( 2)
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  Rzz = C11Ezz + C12( EHH+ Err ) + R11Ezz + R 12( EHH+ Err ) , ( 3)

  Rzr = Rrz = 2C 44Erz + 2R44Erz , ( 4)

  H rr = R11Err + R12( EHH+ Ezz ) + K 11Err + K 12( EHH+ Ezz ) , ( 5)

  HHH= R11EHH+ R 12( Err + Ezz) + K 11EHH+ K 12( Err + Ezz) , ( 6)

  H zz = R11Ezz + R12( EHH+ Err) + K 11Ezz + K 12( EHH+ Err) , ( 7)

  H zr = H rz = 2R44Erz + 2K 44Erz , ( 8)

其中 Rij是声子场应力分量, H ij是相位子场应力分量; Eij 是声子场应变分量, E ij 是相位子场应

变分量; C ij 是声子场弹性常数, K ij 是相位子场弹性常数, R ij 是声子场_相位子场耦合弹性常

数# 应变分量定义如下:

  Err =
5 ur
5 r , EHH=

ur
r
, Ezz =

5uz
5z , Erz = Ezr =

1
2

5u r

5z +
5 uz
5r

, ( 9)

  Err =
5wr

5r , EHH =
wr

r
, Ezz =

5wz

5z , Erz = Ezr =
1
2

5wr

5z +
5wz

5 r
, ( 10)

其余的应变分量为零# 这里 ui是声子场位移分量, w i 是相位子场位移分量# 不计体力的平衡

方程为:

  
5Rrr
5r +

5Rrz
5z +

Rrr - RHH
r

= 0,
5Rzr
5r +

5Rzz
5z +

Rzr
r

= 0, ( 11)

  
5H rr

5r +
5H rz

5z +
H rr - H HH

r
= 0,

5H zr

5r +
5H zz

5z +
H zr

r
= 0# ( 12)

方程( 1) ~ ( 12)为立方准晶轴对称弹性理论的基本方程# 为了简化方程,引入位移函数

F ( r , z ) ,使得位移可用此函数表示如下[ 3] :

  ur = -
52

5r5z A 1
52

5 r2
+

1
r

5
5 r

2

- A 2
52

5r 2
+

1
r

5
5r

52

5z 2
+ A 3

54

5z 4 F, ( 13)

  uz = - B1
52

5r 2
+

1
r

5
5r

3

- B2
52

5r 2
+

1
r

5
5r

2 52

5z 2
+

    B3
52

5r 2
+

1
r

5
5r

54

5z 4
- B 4

56

5z 6
F , ( 14)

  wr = -
52

5r5z C1
52

5r 2
+

1
r

5
5r

2

- C2
52

5r 2
+

1
r

5
5r

52

5z 2
+ C 3

54

5z 4 F, ( 15)

  wz = - D1
52

5r 2
+

1
r

5
5r

3

- D2
52

5r 2
+

1
r

5
5r

2 52

5z 2+

    D3
52

5 r2
+

1
r

5
5r

54

5z 4
- D4

56

5z 6
F , ( 16)

其中 A i、Bi、Ci 和D i 是由弹性常数表示的已知常数(见[ 3] 附录)# F( r , z ) 满足下面的偏微分

方程:

  58

5z 8
- b

52

5r 2
+

1
r

5
5r

56

5z 6
+ c

52

5 r2
+

1
r

5
5 r

2 54

5z 4
-

    d
52

5 r2
+

1
r

5
5 r

3 52

5z 2 + e
52

5r 2
+

1
r

5
5 r

4

F = 0, ( 17)

其中 b、c、d 与 e是由弹性常数组成的常数[ 3]# 

把式( 13) ~ ( 16)代入( 9) ~ ( 10)再代入( 1) ~ ( 8) ,就得到应力 Rij 和H ij 用F( r , z ) 表示的式

638 周  旺  民    范  天  佑    尹  姝  媛



子(因太长,这里省略)# 这样,立方准晶的轴对称弹性问题就归结为求解方程( 17)# 

引进零阶Hankel变换

  �F ( N, z ) = Q
]

0
rF( r , z ) J0( Nr )dr,

这里 J0( Nr) 是第一类零阶 Bessel函数# 在方程( 17)两端施行Hankel变换,得

  
d8

dz 8
+ bN2

d6

dz6
+ cN4

d4

dz4
+ dN6

d2

dz 2
+ eN8 �F = 0, ( 18)

其中 N表示 Hankel变换参数# 

利用应力、位移与函数 F ( r, z ) 的关系,应力和位移可用 �F ( N, z ) 表示如下:

  ur = Q
]

0
A 1N

6 d
dz

+ A 2N
4 d3

dz3
+ A 3N

2 d5

dz 5
�F ( N, z ) J1( Nr )dN, ( 19)

  uz = Q
]

0
B1N

7
+ B2N

5 d2

dz
2+ B 3N

3 d4

dz
4 + B4N

d6

dz
6 �F ( N, z ) J0( Nr )dN, ( 20)

  wr = Q
]

0
C1N

6 d
dz

+ C2N
4 d

3

dz 3
+ C3N

2 d
5

dz 5
�F ( N, z ) J1( Nr )dN, ( 21)

  wz = Q
]

0
D1N

7
+ D2N

5 d2

dz 2
+ D3N

3 d4

dz 4
+ D4N

d6

dz 6
�F ( N, z ) J0( Nr )dN, ( 22)

  Rrr = Q
]

0
E 1N

7 d
dz + E 2N

5 d3

dz
3 + E3N

3 d5

dz
5+ E 4N

d7

dz
7 �F ( N, z ) J0( Nr) dN+

    1
rQ

]

0
E5N

6 d
dz

+ E6N
4 d3

dz 3
+ E 7N

2 d5

dz 5
�F ( N, z ) J1( Nr )dN, ( 23)

  RHH = Q
]

0
F 1N

7 d
dz

+ F2N
5 d3

dz 3
+ F3N

3 d5

dz 5
+ F4N

d7

dz 7
�F ( N, z ) J0( Nr )dN-

    1
rQ

]

0
E5N

6 d
dz

+ E6N
4 d

3

dz 3
+ E 7N

2 d
5

dz 5
�F ( N, z ) J1( Nr )dN, ( 24)

  Rzz = Q
]

0
G 1N

7 d
dz

+ G 2N
5 d3

dz 3
+ G3N

3 d5

dz 5
+ G4N

d7

dz 7
�F ( N, z ) J0( Nr) dN, ( 25)

  Rrz = Rzr = Q
]

0
H 1N

8
+ H 2N

6 d2

dz
2 + H 3N

4 d4

dz
4 + H 4N

2 d6

dz
6 �F ( N, z ) J1( Nr )dN, ( 26)

  H rr = Q
]

0
I 1N

7 d
dz

+ I2N
5 d3

dz 3
+ I 3N

3 d5

dz 5
+ I 4N

d7

dz 7
�F( N, z ) J0( Nr )dN+

    1
rQ

]

0
I5N

6 d
dz

+ I 6N
4 d3

dz 3
+ I 7N

2 d5

dz 5
�F( N, z ) J1( Nr )dN, ( 27)

  HHH= Q
]

0
J 1N

7 d
dz

+ J 2N
5 d

3

dz 3
+ J 3N

3 d
5

dz 5
+ J 4N

d
7

dz7
�F ( N, z ) J0( Nr )dN-

    1
rQ

]

0
I5N

6 d
dz

+ I 6N
4 d3

dz 3
+ I 7N

2 d5

dz 5
�F( N, z ) J1( Nr )dN, ( 28)

  H zz = Q
]

0
K 1N

7 d
dz

+ K 2N
5 d3

dz
3 + K 3N

3 d5

dz
5+ K 4N

d7

dz
7 �F ( N, z ) J0( Nr )dN, ( 29)

  H rz = H zr = Q
]

0
L 1N

8
+ L 2N

6 d2

dz2
+ L3N

4 d4

dz 4
+ L 4N

2 d6

dz6
�F ( N, z ) J1( Nr )dN, ( 30)

这里 Ei , F i , G i ,H i , I i , J i , K i 和L i 是由弹性常数构成的已知常数,

E i = C11A i + C12B i + R11Ci + R12D i , F i = C12( Ai + B i ) + R12( C i + Di ) ,

G i = C12A i + C11B i + R12Ci + R11D i , H i = C44( A i- 1- B i ) + R44( Ci- 1- D i ) ,
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Ii = R 11Ai + R12Bi + K 11C i + K 12Di , J i = R12( A i + B i ) + K 12( Ci + Di ) ,

K i = R12A i + R11B i + K 12Ci + K 11D i , L i = R 44( Ai- 1- B i ) + K 44( C i- 1 - Di )

            ( i = 1, 2, 3, 4; A 0 = C0 = A 4 = C4 = 0) ,

E i+ 4 = ( C12- C11) A i + ( R12- R 11) C i , Ji+ 4 = (R 12- R11) A i + (K 12 - K 11) C i

                        ( i = 1, 2, 3) ,

J1( Nr ) 为第一类一阶 Bessel函数# 

作为典型的轴对称问题, 下面我们研究含有圆盘状裂纹的立方准晶在轴对称剪应力作用

下的弹性问题# 

2  圆盘状裂纹问题的解

考虑立方准晶材料中央有一半径为 a的圆盘状裂纹,裂纹的大小相对于该固体非常小,可

以认为该材料为无穷大# 在无穷远处, 此材料在 xy_平面受到一轴对称剪应力 s # 坐标系的

选取如图 1所示# 

图 1  立方准晶中的圆盘状裂纹和坐标系

由于问题的对称性,只需研究上半空间 z > 0(或下半空间 z < 0) # 此时,问题的边界条件

可表示为

  r
2
+ z

2 y ] : Rzr = s, H zr = 0, ( 31)

  z = 0, 0 [ r [ a: Rzz = Rzr = 0; H zz = H rz = 0, ( 32)

  z = 0, r > a: Rzz = 0, ur = 0; H zz = 0, wr = 0# ( 33)

应用线性叠加原理, 此问题可化为两个问题的叠加# 其中之一具有边界条件

  r
2
+ z

2 y ] : Rij = H ij = 0, ( 34)

  z = 0, 0 [ r [ a: Rzr = - s, Rzz = 0; H zz = H rz = 0, ( 35)

  z = 0, r > a: Rzz = 0, ur = 0; H zz = 0, wr = 0# ( 36)

另一问题是没有裂纹的材料在无穷远处受一剪应力 s 作用, 此问题的解是已知的, 即 Rzr

= s, 其余的应力分量为零# 因此,只需求解偏微分方程的边值问题( 18)与( 34) ~ ( 36)# 

在Hankel变换域,方程( 18)满足条件( 34)的解为

  �F ( N, z ) = A1( N) e
- K

1
Nz
+ A2( N) e

- K
2
Nz
+ A3( N) e

- K
3
Nz
+ A4( N) e

- K
4
Nz
, ( 37)
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其中 Ki ( i = 1, 2, 3, 4) 是仅与弹性常数有关的常数[ 3]
, Ai ( N) ( i = 1, 2, 3, 4) 是待定函数# 

这里假定 Ki X Kj ( i X j ) 且 Ki > 0(对于 Ki中有相等的、或者有不大于零的、或者有复数的

情形可作类似的讨论# 只有 Ki 中有纯虚数的情形时,解无物理意义)# 

把式( 37)代入式( 19)、( 21)、( 25)、( 26)、( 29)与( 30) ,由边界条件( 35)与( 36) , 可得确定

Ai ( N) ( i = 1, 2, 3, 4) 的对偶积分方程组

  Q
]

0
Ai ( N) N

8J1( Nr )dN= - 0 is   0 [ r [ a, ( 38)

  Q
]

0
Ai ( N) N

7
J1( Nr )dN= 0     r > a, ( 39)

其中 0i = $i / $ ( i = 1, 2, 3, 4) 是与弹性常数有关的常数

  $ =

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

, $1 =

a12 a13 a14

a22 a23 a24

a42 a43 a44

, $2 = -

a11 a13 a14

a21 a23 a24

a41 a43 a44

,

  $3 =

a11 a12 a14

a21 a22 a24

a41 a42 a44

, $4 = -

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a41 a42 a43

,

  a1i = G1Ki + G2K
3
i + G 3K

5
i + G4K

7
i , a2i = K 1Ki + K 2K

3
i + K 3K

5
i + K 4K

7
i ,

  a3i = H 1+ H 2K
2
i + H 3K

4
i + H 4K

6
i , a4i = L 1+ L2K

2
i + L3K

4
i + L 4K

6
i# 

求解对偶积分方程组( 38)与( 39) ,得

  Ai ( N) = - 0is N- 9
(1- cosaN) -

a
2
N- 8sinaN # ( 40)

至此,这一问题已得到解决# 把式( 40)代入式( 37)再代入式( 19) ~ ( 30) ,就得到了所有应

力分量与位移分量的解析表达式# 由表示式( 26) ,容易得到

  Rzr( r , 0) =

- s                    r < a,

- s 1-
1
r
( r

2
- a

2
)
1/ 2

-
a
2

2r
( r

2
- a

2
)
- 1/ 2   r > a# 

( 41)

从上式( 41)可以看到,当 r - a = D n 1时,

  Rzr( r , 0) W D
- 1/ 2

, ( 42)

即应力在裂尖附近呈 1/ 2阶奇异性# 

由此可得到应力强度因子 K Ò ,应变能 W Ò 及应变能释放率 G Ò 如下
[ 12] :

  K Ò = lim
ry a

+
2P( r - a) Rzr( r , 0) =

s Pa
2 , ( 43)

  W Ò = Q
a

0
2PrRzr ( r , 0) ur( r , 0)dr = 0a3

s
2
, ( 44)

  GÒ =
1

2Pa
5W Ò

5a =
3 0s2a
2P

# ( 45)

这里 0 = �0 / 12$是仅与弹性常数有关的一常数,其中
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  �0 =

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a51 a52 a53 a54

a41 a42 a43 a44

, a5i = A 1Ki + A 2K
3
i + A 3K

5
i   ( i = 1, 2, 3, 4) # 

3  结论与讨论

准晶弹性理论的基本方程比传统弹性理论要复杂得多,直接求解非常困难# 包括本文在

内的一些工作, 我们通过引入位移函数或应力函数把复杂的原始基本方程简化成一个高阶偏

微分方程, 发展了消去变量法这一方法# 用该方法, 求解了立方准晶弹性复杂的边值问题,得

到了圆盘状裂纹的精确解析解# 在一定程度上, 这是经典弹性的方法论在准晶弹性领域的发

展# 

实验
[ 13]
指出,准晶材料是相当脆弱的, 文[ 13]也报道了准晶 Al65Cu20Co15断裂韧性的测量# 

众所周知,脆性固体的破坏总是与裂纹有关[ 14] , 本文及相关工作试图把经典的 Griffith断裂理

论推广到准晶领域# 目前,由于缺乏关于准晶圆盘裂纹的实验结果, 本文的解析解为实验研究

与数值分析估计提供了理论预测# 
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Crack Problem Under Shear Loading in Cubic Quasicrystal

ZHOU Wang_min
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3
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1

( 1. Departm ent of Mathem atics and Phy sics , Hebei In stitute of Archit ectur al Sci ence &Technolo gy ,
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3. Depar tment of Applied Phy sics , Beijin g In stitute of Techn ology , Beijin g 100081, P . R . China )

Abstract: The axisymmetric elasticity problem of cubic quasicrystal is reduced to a single higher_order

partial differential equation by introducing a displacement function. Based on the work, the analytic so-

lutions of elastic field of cubic quasicrystal with a penny_shaped crack under the shear loading are

found, and the stress intensity factor and strain energy release rate are determined.
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