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摘要 :  应用平均法研究迟滞型材料阻尼转轴的分岔# 首先用 Hamilton 原理推导出复数形式的转

轴运动微分方程,然后用平均法求出各阶模态主共振时的平均方程, 并分析定常解的稳定性, 最后

用奇异性理论分析正常运动和失稳运动响应 (异步涡动)的分岔# 研究表明, 一定参数条件下, 转

轴在通过各阶临界转速(主共振)时,可能会因受到冲击而失稳( Hopf分岔)# 正常运动响应在不平

衡量较大时有滞后和跳跃现象,而失稳运动响应是一类余维数较高的非对称分岔# 由于内阻尼的

非线性,响应随转速增加时还可能产生二次 Hopf分岔, 对应原系统的双调幅运动# 做好动平衡及

提高外阻尼水平是避免这种大幅值自激振动的有效措施# 
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引   言

材料内阻尼引起转轴失稳的现象很早就被发现, 因此是转子动力学研究的一个重要课

题[ 1]# 早期研究主要集中于线性内阻尼作用下转子的动力稳定问题,以给出失稳判据[ 2~ 4] ;随

着非线性动力学的发展, 转子的失稳运动即分岔机理的研究也受到重视# 文献[ 5, 6]用中心流

形定理分别研究了自治粘弹性转轴和轴_盘系统的稳定区域和分岔, 文[ 7]则进一步研究了非

自治转轴在一阶模态共振域附近较复杂的非线性动力学行为# 

前述研究, 特别是分岔机理的研究,主要是针对具有较强粘弹性阻尼的转子,这类转子在

诸如航天器和纺织机械中应用较多# 其内阻特点是与材料应变速率有关, 进行稳定性分析时,

可以采用粘性阻尼模型[ 4]# 而其他旋转机械如汽轮机、压缩机转子等, 多由弹性较强(但非完

全)的钢材制成,在很大频率范围内,内阻与材料应变速率无关, 仅与应变幅值有关# 对此材料

特性比较有说服力的描述是迟滞阻尼模型[ 8] ,它认为材料内阻尼是由应变变化落后于应力变

化引起的,而转轴失稳后的大幅异步涡动情况下, 内阻尼因材料大变形而呈非线性特点# 

本文用平均法研究迟滞型材料阻尼转轴的分岔# 首先用Hamilton原理推导出两端简支、

考虑几何非线性和内阻的转轴运动微分方程,然后用平均法求出其各阶模态主共振时的平均

方程,按线性内阻尼模型分析其定常解的稳定性, 最后用奇异性理论分析正常运动响应和失稳
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运动(应用非线性内阻尼模型)响应的分岔# 

1  迟滞型材料内阻尼

由于非完全弹性,工程上大多数材料受动载荷作用时, 都会表现出应变变化落后于应力变

化的滞后特性,其动态力 F 与动变形r 形成图1所示的滞后回线# 除去静变形弹性力F s即得

到材料内阻力 Fd= F- Fs# 实验指出[ 8]
,大多数金属材料(如钢材) 的内阻力最大值 Fd 0在很

大频率范围内与应变速率(动载频率) 无关,而与变形幅值 a 呈指数关系,即 Fd 0 = ka
m
, 其中

k、m 与材料性质有关# 

图 1  动态力与动变形滞后回线

正常的同步涡动时(即 8 = X,以下称为正常运动) ,转

轴截面不受动应力作用# 非同步涡动时( 8 X X) ,截面受

动应力作用,滞后现象表现为应力中性线 R= 0与应变中性

线 E= 0存在夹角# 由于动态力与应力中性线垂直, 所产

生涡动切向分力 F t 便成为促成转轴失稳的潜在因素, 见图

2# 对于非同步涡动转轴,最大内阻力 F d0 = ka
m
中的a可

以等效为轴心的涡动幅值 �O�Oc# 一般认为, 可用线性内阻

模型进行稳定性分析,即取 m = 1,且 k = k1# 失稳后则应

按非线性内阻模型进行分岔分析,以钢材转轴为例, m = 2

~ 2. 3(本文取 m = 2) 及 k = k1/ a
m- 1
0 , a0为失稳时的轴心

涡动幅值# 由于图 1(b) 的滞后回线短轴一般远远小于长

轴,所以有 F d U Fd0,并与轴心位移速度方向相反# 因此,

作用于转轴截面形心 Oc的内阻力可写成:

( a)                       ( b)

图 2  转轴模型与异步涡动时截面动态力

( 8 > X; R ) 应力, E) 应变 )

  Fd = - ka
mN

Ó
/ | N

Ó
| , ( 1)

式中 N
Ó
为 Oc相对于以自转角速度 8 转动的动坐标系Oxcyc的速度# 

2  运 动方 程

考虑图2( a)所示两端简支的均直转轴, 长度为 l ,截面半径R ,面积A,惯性矩 I ,密度 Q,以

角速度 8 自转# 因横向挠曲,轴线上点 O(0, 0, s) 位移至 Oc( u, v, w + s )# 令 Z = u + iv ,
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i = - 1 , 不考虑扭转运动,转轴横向挠曲动能为

  T =
1
2Q

l

0
ÛZÛZQA ds = QA

2Q
l

0
ÛZ2ds # 

根据工程梁理论,截面上距 E= 0为 b 且与之平行的线段上的应变_位移关系为: E= wc- bZd

+ 0. 5Zc�Zc, 其中( )c = 5( ) /5 s , 这样,轴弯曲变形应变能为:

  U =
1
2QV

REdV =
E
2Q

l

0
IZd2+ Awc2+ 1

2
AwcZc�Zc ds ,

其中 E 为材料弹性模量# 将材料内阻力看作沿轴向分布的外力,同时考虑外阻和质量不平衡

力, 应用Hamilton原理结合边界条件 w (0) = w ( l ) = 0,推导出 Z 方向复数形式的运动微分方

程:

  QA&Z + EIZdd+ CeÛZ - F d( s) -
EA
2l
ZdQ

l

0
Zc�Zcds = QA#e( s) 82ei 8t , ( 2)

其中 Ce为外阻尼系数, e( s ) 和 F d( s ) 为沿轴向各截面的质量偏心距和内阻力# 设模态函数

Z = 6
]

n = 1
f n( t ) Un( s ) ,这里 Un ( s) = sin

nPs
l

( s I [ 0, l ] ) ,代表线性简支梁的第 n阶弯曲振型,

f n( t ) 为 t的复数形式的未知函数,即第 n阶模态振幅# 将内阻力F d( s) 沿轴向按模态振型展

开得到

  Fd( s) = - 6
]

n = 1
k( f n�f n )

m/ 2 N
Ó
n

| N
Ó
n |
sin

nPs
l
, ( 3)

其中 N
Ó
n是第n阶模态振型波腹点相对于动坐标系Ocxcyc的速度# 质量偏心距也按模态振幅展

开为

  e( s ) = 6
]

n= 1
Ensin

nPs
l

# 

将 Z、F d( s) 和 e( s ) 的展开式代入( 2) ,应用 Galerkin法计算得到考虑迟滞内阻影响的转轴关

于模态振幅的常微分方程组:

  &f n+ X
2
n f n+ LÛf n +

M
n
X
2
n (f n�f n)

m/ 2 N
Ó
n

| N
Ó
n |

+
X
2
n

n
2
R
2f n 6

]

j= 1
j
2
f j�f j =

    En 8
2
e
i 8t   ( n = 1, 2, 3, ,) , ( 4)

其中 L= Ce / QA , M= kl
2
/ ( EIP

2
) 分别为调整后的外、内阻尼系数, Xn = ( nP/ l )

2
EI / QA 为线

性轴的第 n 阶固有圆频率# 

3  平均方程和稳定性

由于作为转轴失稳因素的迟滞材料内阻力 Fd与转轴涡动幅值成正比,因此应主要研究通

过各阶主共振(模态共振) 时的稳定性# 第 n阶主共振条件为 8 = Xn+ �E�R, 这里�R= O(1) 是

调谐参数,�E是小参数# 对于简支轴,此时f n > > f k , k X n ,因此考虑各项的量级之后, ( 4)式

可写为:

  &f n+ X2n f n = �E En 8
2ei 8t - LÛf n -

X2n
R
2 f

2
n�f n -

        M
n

X2n( f n�f n )
m/ 2 Ûf n- i 8f n

| Ûf n- i 8f n |
# ( 5)

设其一次近似解为: f n = ane
i( 8t+ H

n
)
, Ûf n = i Xnan e

i( 8t+ H
n
)
, an、Hn (均为实数)分别为振幅和
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相位# 将其代入( 5)式并进行KB一次平均[ 9] , 得平均方程:

  
a
#
n = �E -

1
2
Lan +

1
2
M
n
Xna

m
n -

1
2
En XnsinHn ,

H
Ó

n = �E - �R+
Xn
2R2

a
2
n-

1
2an

En Xn cosHn # 
( 6)

取 m = 1,研究内阻力影响下的转轴稳定性# 设�an、�Hn为平均方程( 6) 的定常解 a
#
n = H

Ó

n

= 0 ,经推导,其线性变分方程的特征方程为:

  K
2
+ pK+ q = 0, ( 7)

其中

  p = L-
MXn
n

,

  q = -
1
2 L+

MXn
2n

En Xn
2�an

sin�Hn+
Xn�an
R
2 +

En Xn
2�a2n

cos�Hn
En Xn
2
cos�Hn# 

因此,正常运动响应的稳定条件是:

  L>
MXn
n

= nMX1# ( 8)

当 L = nMX1时, 特征方程( 7)具有一对纯虚根, 因此定常解失稳源于 Hopf分岔,意味着转轴产

生异步振动# 正常同步涡动时,转轴并不受内阻力作用,内阻力一般首先出现于由横向冲击引

起的瞬态异步涡动过程中# 若条件( 8)成立,瞬态异步涡动过程很快衰减,恢复同步涡动; 反之

若条件( 8)不被满足,异步涡动将持续下去, 形成失稳运动# 常见横向冲击源于动、碰摩[ 10]
和

汽流扰动等等, 这在通过共振区时往往是不可避免的现象# 失稳后的持久异步涡动为自激振

动,过大的振幅及轴内较大的交变应力对系统的安全性是有害的# 

( 8)式还表明,提高外阻尼有利于转轴正常运动的稳定性;但随着转速提高(即通过更高阶

主共振区) ,外阻尼的抑止作用降低,转轴失稳的可能性增大,这与文[ 2, 8]的结论相符# 

4  正常运动的分岔

令M= 0,从平均方程(6) 的定常解 a
#
n = H

Ó

n = 0中消去循环项 Hn, 得到正常运动的第 n阶

主共振分岔方程

  R( x , K, #) = [ ( x
2
- K) 2+ A2] x 2 + B= 0, ( 9)

图 3 正常运动的转迁集和分岔曲线

其中 x =
Xn

R
an , A= L, B= -

X
3
n

R
2 E

2
n, K= 2�R# 

取代表转速增量的 K为分岔参数, # = ( A, B) 为

开折参数平面,应用奇异性理论
[ 11]
导出转迁集B

G H G D:分岔集 B= B= 0, A< 0 ; 滞后集

H= A= - ( 3/ 2) B1/ 3, B [ 0 ; 双极限点集 D

= 空集 # 参数平面 # = ( A, B) 上的转迁集和

对应各参数域的分岔曲线(实线为稳定解, 虚线为

不稳定解) 见图 3# 对于实际物理系统,我们有 A

\0和 B [ 0,因此在物理参数平面( En, L) 上只

有滞后集 H= E
2
n = 8R 2L3/ (3 3X3n) 以及 ¹ 和 º 两种分岔曲线# 分析表明, 越细长的
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轴,越需要较大的不平衡量( En) 以使响应出现滞后和跳跃现象,即分岔曲线 º ,但相应的最大

振幅值及跳跃幅度也会更大# 

5  失稳(自激)运动的分岔

不满足稳定条件( 8)并受冲击失稳后,转轴一直受到非线性内阻力作用# 取 m = 2,从(6)

的定常解 a
#
n = H

Ó
n = 0中消去循环项 Hn ,得失稳(自激)运动分岔方程:

  G( x , K, #) = [ ( x
2
- K) 2+ ( A- Cx ) 2] x 2+ B= 0, ( 10)

其中 C= MR( Xn )
1/ 2
/ n 是内阻力对运动的影响# (10) 为一类余维数较高的非对称分岔( G (- x )

X G ( x ) ) ,目前对此情况的研究还比较少[ 12]# 本文也暂不研究其普适开折形式, 仅针对本文

讨论的具体问题,推导出(10) 在开折参数空间 # = ( A, B, C) 上的转迁集B0 G B G H G D:

分岔集

  B0 = B= 0, A< 0 , B= B= -
A4

16C
2, sgn( ACx ) > 0 ;

滞后集

  H= B= - x
3
+
AC
4

x
3
, A2

9
8
C2+ 8x 2 -

    3ACx ( C2+ 7x
2
) + 2x

2
( C

4
+ 6C

2
x
2
- 3x

4
) = 0 ;

双极限点集 D= 空集 # 其中滞后集以参数形式给出( x 作为参数) ,需用数值求解并描绘其

代表性曲面# 由于实际物理系统只能有 A\ 0, B [ 0和 C\0的情形,我们绘出该区域内 #

= ( A, B, C) 空间及投影到( A, B) 平面的转迁集, 以及各参数域的分岔曲线,见图4# 由于 A=

L而 | B| W E
2
n ,因此若外阻尼固定,随着不平衡量增大,分岔响应曲线依次为¹ 、º 、» (或¹ 、

º、» 、¼、» ) , 显然,最大振幅值也在依次增大# 反之不平衡量固定,最大振幅值随外阻尼增

加而减小# 

图 4 自激运动的转迁集和分岔曲线(C2> C1)

令 m = 2, a
#
n = H

Ó

n = 0 ,由平均方程( 6)得到对应自激运动响应的特征方程仍如( 7)式所
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示,其中:

  p = L-
3MXn
2n

a,

  q =
1
4 L-

2MXn
n

an L-
MXn
n
an +

1
4
2�R-

Xn
R
2 a

2
n 2�R-

3Xn
R
2 a

2
n # 

因此当3MXnan / (2n) < L时,自激运动稳定;而 an = 2nL/ (3MXn) 则为其Hopf分岔条件,也就

是说, 响应在随转速增加时会产生二次分岔, 对应原系统的双调幅运动,特别是对于不平衡量

及振幅较大的情形º 、» 更是如此# 持久的大幅度异步运动既会引起轴内较大的交变应力,从

而使材料产生疲劳, 还可能会在一定转速时诱发油膜振荡, 对系统的安全性是有害的# 尽可能

做好动平衡以消除通过临界转速时的过大冲击,以及提高外阻尼水平,是避免转轴因迟滞材料

阻尼引起有害自激振动的有效措施# 

6  结   论

对转轴来说,迟滞型材料阻尼是一种潜在的自激因素,一定参数条件下, 使其在通过各阶

临界转速(主共振)时,经冲击作用而失稳(通过 Hopf 分岔) # 本文研究表明, 提高外阻尼有利

于转轴的稳定性,但随着转速提高, 外阻尼的抑止作用随之降低, 仍存在失稳的可能性# 正常

运动响应在不平衡量较大时会有滞后和跳跃现象,而失稳运动响应是一类余维数较高的复杂

非对称分岔# 由于内阻尼的非线性, 响应在随转速增加时还可能产生二次Hopf分岔, 对应原

系统的双调幅运动# 持久的大幅值异步涡动对系统的安全性是有害的,应尽可能做好动平衡

及提高外阻尼水平, 以避免这种有害的自激振动# 
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Bifurcation of a Shaft With Hysteretic_Type Internal

Friction Force of Material

DING Qian,  CHEN Yu_shu

( Depar tment of Mechanics , T ianjin Un iv er sity , Tianjin 300072, P . R . China )

Abstract: The bifurcation of a shaft with hysteretic internal friction of material was analysed. Firstly,

the differential motion equation in complex form was deduced using Hamilton principle. Then averaged

equations in primary resonances were obtained using the averaging method. The stability of steady_

state responses was also determined. Lastly, the bifurcations of both normal motion( synchronous

whirl) and self_excited motion( non_synchronous whirl)were investigated using the method of singular-i

ty. The study shows that by a rather large disturbance, the stability of the shaft can be lost through

Hopf bifurcation in case the stability condition is not satisfied. The averaged self_excited response ap-

pears as a type of unsymmetrical bifurcation with high orders of co_dimension. The second Hopf bifur-

cation, which corresponds to double amplitude_modulated response, can occur as the speed of the

shaft increases. Balancing the shaft carefully to decrease its unbalance level and increasing the external

damping are two effective methods to avoid the appearance of the self_sustained whirl induced by the

hysteretic internal friction of material.

Key words: shaft; hysteretic_type internal friction of material; Hopf bifurcation; non_synchronous

whirl
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