
文章编号: 1000_0887(2003) 07_0747_08

符号空间的拟移位和MÊbius带上的
奇怪吸引子

X

陈芳跃
1, 2

,  陈凤娟
2

( 1.上海大学 数学系 ,上海 200436;

2. 浙江师范大学 数学系,浙江 金华 321004)

(刘曾荣推荐)

摘要 :  给出了双边符号空间上的一种新的拟移位映射, 得到了它与传统的移位映射拓扑共轭# 

类似 Smale马蹄,对这种拟移位映射给出了一个模型,即在 MÊbius带上给出一类映射# 同时刻划了

这类映射的吸引子的结构及动力学行为# 
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引   言

1967年, Smale构造了影响深远的马蹄(Horssshoe)模型, 并成功地运用符号空间上的移位

映射刻划了它的丰富的动力学性质[ 1]# 由此引发了众多学者对符号动力系统的研究# 人们不

断发现许多复杂的自映射存在子系统 ( X , f ) 与( 2, R) 拓扑共轭# 其中 2为相应的符号空间,

R为移位映射# 

然而,符号空间上的自映射不仅限于移位(包括有限子移位) ,已有一些文献给出了称之为

拟移位或部分变号移位的自映射, 并用它们刻划了某些自映射的动力学性质[ 2, 3]# 

设由符号 0, l 构成的单边符号空间为 2,即 2 = F
+ ]

l= 0
0, 1 在 2上定义拟移位映射S1: 2

y 2# Pa = ( a0a1a2,) I 2,

  S1( a) =
( a1a2a3 ,)   (当 a0 = 0) ,

( â1 â2â3 ,)   (当 a0 = 1)# 

其中 âi 为a i的对称元,即

  â i =
0   (当 ai = 1) ,

1   (当 ai = 0)# 

文[ 2]用该类映射描述了 Cantor集及平面 Cantor 集上的混沌映射# 

文[ 3]给出了由符号 0, l 构成的双边符号空间
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  22 = F
+ ]

l= - ]
0, 1

上的拟移位映射: S2: 22 y 22# 

对    a = ( ,a- n ,a- 1. a0a1 ,an ,) I 22,

  S2( a) =
( ,a- n ,a- 1a0. a1a2 ,an ,)   (当 a0 = 0) ,

( ,â- n ,â- 1a0. â1â2 ,ân ,)   (当 a0 = 1) ,

并用 S2 描述了经典的 Smale马蹄映射,且证明了( 22, S2) 与移位映射( 22, R) 拓扑共轭# 

在本文中, 我们在 22上定义一种新的拟移位映射:

定义 1  对 a = ( ,a- n ,a- 1. a0a1,an ,) I 22, S: 22 y 22,

  S( a) =
( ,a- n ,a- 1a0. a1a2 ,an ,)   (当 a0 = 0) ,

( ,â- n ,â- 1a0. a1a2 ,an ,)   (当 a0 = 1) ,
( 1)

S称为符号空间 22的拟移位映射,其中 ai 的对称元 â i 意义同上# 

我们的主要结果是,如此定义的 S, ( 22, S) 与( 22, R) 拓扑共轭# 同时, 类似Smale马蹄映

射, 我们对 S给出了一个模型,即在MÊbius带上给出一个映射 F,存在 F的吸引不变集 + ,并且

证明了子系统( + , F | + ) 与( 22, S) 拓扑共轭,从而说明 + 是一个奇怪吸引子# 

1  ( 22, S) 与( 22, R) 拓扑共轭

为方便计, 我们用两个符号 1, - 1 代替符号 0, 1 ,其中以 1代替 0, - 1代替 1# 设 s =

( ,s- n ,s- 2s- 1. s 0s1 s2 ,) I 22, 定义 N: 22 y 22为,

  N( s ) i =
si+ 1   (当 i \- 1) ,

s0 @ si+ 1   (当 i [ - 2) ,

这里 N( s ) i 为N( s) 的第 i 个元素, 即

  N( s ) = ( ,( s0 @ s- n) ,( s0 @ s- 2) ( s0 @ s- 1) s0. s1s 2,sn ,)# ( 2)

( / @ 0为传统意义上的乘号)# 显然在现在的记号下, N与(1) 式定义的 S是相同的# 

定理 1  ( 22, S) 与( 22, R) 拓扑共轭# 

证明  在 22 上定义距离为

  d( s , t ) = 6
+ ]

j= - ]

D( s j , tj )

2
| j| ( 3)

其中 D( sj , tj ) =
0   (当 sj = tj ) ,

1   (当 sj X tj ) # 

作 G: 22 y 22, 对于 s = ( ,s- n ,s- 3 s- 2 s- 1. s0 s1 ,sn ,) I 22, 记 G( s ) i 为其第i 个元

素,

  G( s) i =
si   (当 i \- 1) ,

si @ si+ 1   (当 i [ - 2)

即    G( s) = ( ,( s- n @ s- n+ 1) ,( s- 3 @ s- 2) ( s- 2 @ s- 1) s- 1. s0 s1 ,sn ,) # ( 4)

容易看出 G是个一一映射# 下证 G的连续性# 

设 s = ( ,s- n ,s- 2s- 1. s0s 1,sn ,) , t = ( ,t- n ,t- 2t- 1. t 0 t1 ,t n ,) I 22,

有    G( s) = ( ,( s- n @ s- n+ 1) ,( s- 3 @ s- 2) ( s- 2 @ s- 1) s- 1. s0 s1 ,sn ,) ,

    G( t ) = ( ,( t- n @ t- n+ 1) ,( t- 3 @ t- 2) ( t- 2 @ t- 1) t- 1. t 0t 1 ,t n ,) ,
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PE> 0, vN I Z
+

,使得1/ 2N
< E# 当 d ( s, t ) < 1/ 2N+ 1时, 由 d 的定义(3) 可得,对 | i | [

N + 1,有 si = ti# 所以,当- N [ i [ - 2时,有 si = ti 及 si+ 1 = ti+ 1# 于是此时有 si @ si+ 1

= ti @ ti+ 1# 而当- 1 [ i [ N 时,显然有 si = ti# 仍由(3) 式,有 d( G( s ) , G( t ) ) [ 1/ 2
N

<

E# 即取 D= 1/ 2N+ 1
,当 d( s , t ) < D时,有 d ( G( s) , G( t ) ) < E# 类似可得 G- 1的连续性# 故

G为 22 到自身的同胚# 

于是,对 Ps = ( ,s- 3 s- 2 s- 1. s 0s1 s2 s3 ,) I 22 ,

  G( N( s ) ) = G( ,( s 0 @ s- 3) ( s0 @ s- 2) ( s 0 @ s- 1) s0. s1s 2s3 ,) =

    ( ,( s
2
0 @ s- 3 @ s- 2) ( s

2
0 @ s- 2 @ s- 1) ( s

2
0 @ s- 1) s0. s1 s2 s3 ,) =

    ( ,( s- 3 @ s- 2) ( s- 2 @ s- 1) s- 1 s0. s1s 2s3 ,) =

    R( ,( s- 3 @ s- 2) ( s- 2 @ s- 1) s- 1. s0 s1 s2 ,) = R( G( s) )

即 ( 22, R) 与( 22, N) 拓扑共轭,因而( 22, R) 与( 22, S) 拓扑共轭# 证毕# 

2  MÊbius 带上的奇怪吸引子

设MÊbius带表示为

  M = ( x , p ) | x (mod  1) I [ 0, 1) , p = r eiPx
, -

1
2

[ r [ 1
2

, ( 5)

把 M 看作由两部分M0和 M1组成:

  M 0 = ( x , p ) | ( x , p ) I M, 0 [ x <
1
2 , ( 6)

  M 1 = ( x , p ) | ( x , p ) I M,
1
2

[ x < 1 # ( 7)

在 M 上定义连续自映射F : M y M 为

  F( x , p ) =

(2x ,
r - 1
3

eiP2x
)   ( ( x , p ) I M0) ,

(2x - 1,
r - 1
3

eiP2x )   ( ( x , p ) I M1)# 
( 8)

由此定义, F 将M 映成M 上的一条宽度为1/ 3的新带子 F ( M ) = V0 G V 1# 其中 V0 =

F ( M0) , V1 = F( M1) , V0 G V1是连通的# 几何上看, F( M) 可视为在 M 中剪去一个宽度为

1/ 3的小MÊbius带后留下的部分# 而 F
2
( M ) 是由 V 0 G V1中的 2条宽度为1/ 32的小带子组

成# 即 F
2
( M ) = ( V00 G V11) G ( V01 G V10)# 这里, V00= F ( M0 H V0) , V01= F( M0 H V 1) ,

V10 = F( M1 H V0) , V11 = F ( M1 H V1) ,其中 V00 G V11, V01 G V10是各自连通# 如图1所示# 

图  1

递推可知, H
n

i= 0
F

i
( M ) 为 2n- 1 个宽度为 1/ 3n 的各自连通的小带子组成# 于是 + = H

]

i= 0
F
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i
( M ) 由M上的无穷多封闭线圈组成# 对于 Px 0 I [ 0, 1) ,用直线 x = x 0截 + ,则得直线上的

一个 Cantor三分集# 显然 +是吸引的,因为整个M 都可视为 +的吸引域,故 +是F 的一个吸

引子[ 4, 5]# 下面证明, F | + 是混沌的, 从而说明 + 是一个奇怪吸引子# 

M0, M1 已在式( 6)和( 7)中定义,现定义

  M 00 = ( x , p ) | ( x , p ) I M, 0 [ x <
1
4

,

  M 01 = ( x , p ) | ( x , p ) I M,
1
4

[ x <
1
2

,

  M 10 = ( x , p ) | ( x , p ) I M,
1
2

[ x <
3
4

,

  M 11 = ( x , p ) | ( x , p ) I M,
3
4

[ x < 1 # 

一般地,定义

  M s
0
s
1

,s
n- 1

= ( x , p ) | ( x , p ) I M, a [ x < b # 

其中 a, b的二进制小数为a = 0. s0 s1 ,sn- 1000,, b = 0. s0 s1 ,sn- 1111,# 对满足 a [ x 0 <

b 的所有x 0,其二进制小数表示中小数点后的前 n 位均为 s 0s1 ,sn- 1# 显然 M s
0

s
1

, s
n- 1
的宽度

(欧氏意义下,下同)为

  | M s
0
s
1
, s

n- 1
| = | b - a | =

1

2n y 0   ( n y+ ] ) # 

对应[ 0, 1)中的二进制小数, 我们规定:

  ( s0 s1 ,sk0111,) = ( s0 s1 ,sk1000,)   ( Pk \ 0) # ( 9)

则对于任一符号序列 ( s0 s1 ,sn- 1,) (除(11,1,) 外) , M s
0
s
1

,s
n- 1

,为 M 上的一条直线 # 反

之, M 的任一直线 x = x 0 I [ 0, 1) , 对应一符号序列 ( s 0s1 ,sn- 1 ,) ( ( s0 s1 ,sn- 1 ,) X
(11 ,1,) ) # 

设 �C 为[- 1/ 2, 1/ 2] 上的Cantor三分集,则 C = y | y = x + 1/ 2, x I �C 为[ 0, 1] 上的

Cantor三分集# 对 C 中的点,可展开成相应的三进制小数,其展开式中仅出现 0和 2# 

V0, V1可表示为:

  V0 = ( x , p ) | ( x , p ) I M , p = r eiPx
, -

1
2

[ r [ -
1
6

,

  V1 = ( x , p ) | ( x , p ) I M , p = r eiPx
,

1
6

[ r [ 1
2

,

同理,令

  V00 = ( x , p ) | ( x , p ) I M, p = r e
iPx

, -
1
2 [ r [ -

7
18 ,

  V01 = ( x , p ) | ( x , p ) I M, p = r eiPx
, -

5
18

[ r [ -
1
6

,

  V10 = ( x , p ) | ( x , p ) I M, p = r e
iPx

,
1
6 [ r [ 5

18 ,

  V11 = ( x , p ) | ( x , p ) I M, p = r eiPx
,

7
18

[ r [ 1
2

,

一般地,令

  Vs
- 1

, s
- n

= ( x , p ) | ( x , p ) I M, p = r eiPx
, c1 [ r [ c2 ,

其中 c1, c2 I �C , c1+ 1/ 2、c2+ 1/ 2的三进制小数表示分别为: c1+ 1/ 2 = 0# s- 1s- 2,s- n00,,

c2+ 1/ 2 = 0. s- 1s- 2 ,s- n22,# 对于满足 c1 [ r 0 [ c2的每个 r0, r 0+ 1/ 2的三进制小数展开
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式中,其小数点后的前 n位小数均为s- 1 s- 2 ,s- n# 对于 c1、c2的对称点- c1和- c2,也有- c1

- c2 I �C# 可知- c1+ 1/ 2、- c2+ 1/ 2的三进制小数表示为

  - c1+ 1/ 2 = 1 - ( c1 + 1/ 2) = 0. ŝ- 1ŝ- 2,ŝ- n22,,

  - c2+ 1/ 2 = 1 - ( c2 + 1/ 2) = 0. ŝ- 1ŝ- 2,ŝ- n00,# 

  其中 ŝi =
2   ( si = 0)

0   ( si = 2)

即对满足- c2 [ r1 [ - c1的 r 1, r 1+ 1/ 2的三进制小数展开式中,其小数点后的前 n位小数均

为 ŝ- 1ŝ- 2 ,ŝ- n # 

易知每个 Vs
- 1

s
- 2

, s
- n
的宽度为

  | Vs
- 1

s
- 2

,s
- n

| [ 1
3n y 0,   ( n y+ ] ) # 

r 0+ 1/ 2 = 0. s- 1 s- 2 ,s- n ,,

- r0 + 1/ 2 = 0. ŝ- 1 ŝ- 2, ŝ- n ,

图  2

这样我们得到: 每一个 r 0 I �C < -
1
2

,
1
2

, 对应一个由 0、2

两个符号构成的符号序列( s- 1s- 2 ,s- n ,)# 而 r 0的对称点-

r 0 I �C , 对 应 它 们 的 对 称 元 构 成 的 符 号 序 列

( ŝ- 1ŝ- 2 ,ŝ- n ,)# 相应地, Vs
- 1

s
- 2

, s
- n

,, Vŝ
- 1

ŝ
- 2

,ŝ
- n

,为M的互

为对称的两曲线段,而 Vs
- 1

s
- 2

, s
- n

, G Vŝ
- 1

ŝ
- 2

,̂s
- n

,构成M 上的

一条曲线,# 如图 2# 

反之, 对 于 任 一 由 0 和 2 两 个 符 号 组 成 的 序 列

( s- 1 s- 2 ,s- n ,) ,对应 �C 的一点 r0, 因而对应 M 上的曲线段

Vs
- 1

s
- 2

,s
- n

,# 

将 ( s- 1 s- 2 ,s- n ,) 中的符号 2换成 1(符号 0不变) ,再在前面( 9)的规定下,我们得到

  + = H
]

n= 1
G

s
i

I 0, 1
( Vs

- 1
s
- 2

,s
- n

H M s
0

s
1

, s
n- 1

) =

    G
s
i

I 0, 1
( Vs

- 1
s
- 2

,s
- n

, H M s
0

s
1

, s
n- 1

) # ( 10)

由以上分析及 + 的结构,为得到 F 在 + 上的动力学性质,需在 22中除去某些序列# 记

  �22 = s I 22 | s = ( ,s- n ,s- 2 s- 1. s0 s1 ,sn- 1 ,) ,

     PN I Z
+

, v i \ N , si X 1 # 

易知 �2 2上的位移 R与 22上的位移 R具有同样的复杂性质(例如拓扑混合性,多种意义下的混

沌性等) ,且(�22, R) 与(�22, S) 拓扑共轭, 其中 S如定义 1中所定义的拟移位(证明与定理1完

全一样# 略)# 

我们还需要下述引理# 

引理  ( � ) 设 x I [ 0, 1) , 若 x 的二进制表示为 x = 0. x 0x 1x 2 ,, 则 2x (mod 1) = 0.

x 1x 2x 3,;

( � ) 对于[ 0, 1]中的Cantor 三分集 C, x I C,设其三进制小数为 x = 0. x- 1x- 2 ,, ( x i为0

或2) ,则 x / 3 = 0. 0x - 1x- 2 ,和 1- x / 3 = 0. 2x̂- 1x̂- 2 ,# 其中

  x̂ i =
2   ( xi = 0) ,

0   ( xi = 2)# 

证明  (略)# 
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定理 2  ( +, F | + ) 与(�22, S) 拓扑共轭# 

证明  Pq I +,由(10) 式, v 序列( s 0s1 s2 ,sn- 1 ,) 和( s- 1 s- 2 ,s- n ,) ,

q I Vs
- 1

s
- 2

,s
- n

, H M s
0

s
1

s
2

, s
n- 1

,,记 q ~ ( ,s- n ,s- 2 s- 1. s 0s1 s2 ,sn- 1 ,) # 

设 q = ( x 0, p 0) , p 0 = r 0e
iPx

0 , r 0 I �C < - 1/ 2, 1/ 2 , 其中 x 0 = 0. s 0s1 ,sn- 1 ,# 记 x 0 ~

( s0 s1s 2,sn- 1 ,) , r0 ~ ( s- 1 s- 2 ,s- n ,) (若将( s- 1 s- 2 ,s- n ,) 中的符号 1换回 2,则 r0+ 1/ 2

= 0. s- 1 s- 2 ,s- n ,) # 

由 F 的定义( 8) ,有

  F( q ) = F ( x 0, p 0) =

2x0,
r 0- 1

3
eiP2x 0   (当 x 0, p 0) I M0)# 

2x0 - 1,
r 0- 1

3
eiP2x 0   (当 x 0, p 0) I M1)# 

于是

1) 当 ( x 0, p 0) I M0,即0 [ x 0< 1/ 2,此时 x 0 ~ ( s0 s1 s2 ,sn- 1 ,) ,其中 s0= 0# 一方面,

由引理, 有2x 0 = 0. s1 s2 ,sn- 1 ,, 即2x 0 ~ ( s1 s2 ,sn- 1 ,) ;另一方面,由 r 0 I �C, 有( r0- 1) / 3

I �C , 且

  
r 0- 1

3 + 1/ 2 =
r 0+

1
2

3 # 

由引理之( � ) ,

  
r 0+ 1/ 2

3
= 0. 0s- 1s- 2 ,s- n , ,

将其中出现2的符号换为 1,则得 ( r 0- 1) / 3的序列表示为

  
r 0- 1

3
~ (0s- 1s- 2 ,s- n ,) # 

故

  F( q ) ~ ( ,s- n ,s- 2s- 10. s1s 2,sn- 1 ,) ( 11)

2) 当 ( x 0, p 0) I M1,即 1/ 2 [ x 0 < 1# 此时 x 0 ~ ( s0s 1s2 ,sn- 1 ,) ,其中 s 0 = 1# 

首先, 2x 0- 1 = 0. s1 s2 ,sn- 1,# 记 2x 0- 1 ~ ( s1s 2,sn- 1 ,) # 其次,这时有

  
r 0- 1

3
e
iP2x

0 =
1- r0

3
e
iP(2x

0
- 1) # 

由引理之( � ) ,

  
1 - r 0

3
+ 1/ 2 = 1 -

r 0+ 1/ 2

3
= 0. 2̂s- 1ŝ- 2 ,ŝ- n ,# 

将该式中的符号 2换成1, 得到 (1 - r 0) / 3的符号序列表示为

  
1 - r 0

3
~ (1 ŝ- 1ŝ- 2 ,ŝ- n ,) # 

于是

  F( q ) ~ ( ,ŝ- n ,ŝ- 2ŝ- 11. s1s 2,sn- 1 ,) # ( 12)

这样,我们得到

  F( q ) =
V0s

- 1
s
- 2

, s
- n

, H Ms
1
s
2

,s
n

,   (当 q I M0) ,

V1 ŝ
- 1

ŝ
- 2

,ŝ
- n

, H Ms
1
s
2

,s
n

,   (当 q I M1)# 
( 13)

故 F ( + ) < +# 即 + 为不变集# 
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Pq I +,设 q = Vs
- 1

s
- 2

, s
- n

, H Ms
0
s
1
s
2

,s
n- 1

, # 

现定义映射

  5: + y �2 2为

  q X y S = ( ,s- n ,s- 1. s0 s1 s2,sn- 1,)

由( 9)和( 10)式知, 5 是一一映射, 且易证 5及 5- 1 均为连续映射, 故 5 为 + 到�2 2的一个同

胚# 于是

  S( 5 ( q) ) = S( s) = S( ,s- n ,s- 2 s- 1. s 0s1 ,sn- 1 ,) =

    
( ,s- n ,s- 2s- 1s0. s 1s2 ,sn- 1 ,)   (当 s0 = 0) ,

( ,ŝ- n ,ŝ- 2ŝ- 1s0# s1s 2,sn- 1 ,)   (当 s0 = 1)# 

而

  5( F( q ) ) =
5( V 0s

- 1
s
- 2

,s
- n

, H M s
1

s
2

, s
n- 1

,)   (当 q I M0) ,

5( V 1ŝ
- 1

ŝ
- 2

,ŝ
- n

, H M s
1

s
2

, s
n

,)   (当 q I M1)# 

      =
( ,s- n ,s- 2s- 10# s1s 2,sn- 1 ,)   (当 q I M0) ,

( ,ŝ- n ,ŝ- 2ŝ- 11# s1s 2,sn- 1 ,)   (当 q I M1)# 

即 S . 5 = 5 . F | + # 证毕# 

由定理2,我们得到了 + 是M 上的映射F 的一个奇怪吸引子# 

3  结 束语

我们在给出了 22上的拟移位映射 S与通常的移位映射R拓扑共轭的同时,成功地刻划了

MÊbius带上的映射 F 在其吸引子 + 上的动力性质# 从数学上讲, , 进一步的问题是如何刻划

M 上的比F 更复杂的映射,如在 x 方向的扩张不是 2倍,而是一般的 u倍( u > 1) ,在 r 方向的

压缩是 K倍( K< 1/ 2) ,值得探讨# 另一方面,真如 22上移位映射 R能在实际上得到应用一

样
[ 6, 7]

,我们认为从力学和物理角度来看,这种MÊbius带上奇怪吸引子可能意味着扭结在一定
条件也可能产生复杂运动,这对于理解复杂运动的起源是有益的,具体实例将另行发表# 
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Model Shift and Strange Attractor

on MÊ bius Strip

CHEN Fang_yue1, 2,  CHEN Feng_juan2

( 1. Depa rtment of Mathema tics , Shan gha i Univer sity , Shanghai 200436, P . R . China ;

2. Depa rtm ent of Mathema tics , Zhejiang Norm al Univer sity , Jinhua , Zhejian g 321004, P . R . China )

Abstract: A new model shift mappingwas given in bilateral symbol space. It is topologically conjugate

with the traditional shift mapping. Similar to Smale Horseshoe, a model was constructed correspondent

to the model shift mapping, i. e. a class of mapping on MÊ bius strip was given. Its attractors. structure

and dynamical behaviour were described.

Key words: model shift mapping; MÊ bius strip; chaos; strange attractor
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