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纤维复合材料中弹性波散射与动应力
X
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(哈尔滨工业大学 航天工程与力学系,哈尔滨 150001)

(王彪推荐)

摘要:  基于弹性波动理论, 对纤维增强复合材料结构中弹性波多重散射与动应力集中问题进行

了分析研究,给出了介质各区域弹性波分析解的表达式# 根据位移与应力在各区界面处的连续条

件,确定了未知弹性波模式系数# 采用 Hankel函数的加法定理, 将不同局部坐标系中散射波场的

表达式变换到了同一个局部坐标系中,以给出弹性波模式系数和动应力集中因子的表达式# 分析

了多相纤维基体中两个散射体的间距、界层区材料性质以及界层区和纤维核区截面尺寸的变化,

对各区界面动应力集中系数的影响# 分析表明, 两个散射体的间距、界层区材料性质和结构尺寸

的变化对复合材料的力学特性具有显著影响# 作为算例, 给出了纤维增强复合材料结构中各区界

面动应力集中系数的数值结果,并对其进行了分析讨论# 
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引   言

研究固体中弹性波的散射和动应力集中问题,既有理论意义,又有广阔的工程应用前景# 

在航空航天、复合材料力学、土木建筑工程和地震工程等领域这个问题一直受到广泛的关

注
[ 1~ 3]# 弹性波在均匀介质中传播时,传播速度和方向不会发生变化# 但若介质中存在不连

续处, 如夹杂物、裂纹或孔洞等,弹性波就会发生散射# 纤维增强型复合材料由嵌入到基体中

的纤维核组成, 纤维核和基体之间存在多相界层区# 界层会对结构的动力学性质产生影响,因

此,有必要研究含界层结构弹性波多重散射与动应力集中问题# 

20世纪 60年代,Y.H. Pao
[ 4, 5]
采用波函数展开法, 曾对固体结构弹性波的散射及动应力集

中问题进行了研究, 并给出了许多问题的分析解及数值结果# 随着现代工业的发展,工程中广

泛采用复合材料结构# 1989年 Achenbach 等
[ 6]
采用边界元方法, 研究了界层区对纤维增强复

合材料力学性质的影响, 给出了界层参数变化时应力分布和总体弹性模量的变化规律# 1991

年Datta[ 7]等采用有限元与特殊函数展开方法,研究了复合材料圆柱中的导波并刻画了界层材

料的性质# 1996年, R. B. Yang 和A.K.Mal[ 8]对纤维增强型复合材料结构中弹性波的多重散射

问题进行了研究,通过采用一种均匀化和统计平均化技术, 给出了与频率相关的相速度和相干
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波衰减的计算方法# 1998年, 胡超[ 9]等利用复变函数及局部坐标系方法,分析研究了平板含

双圆孔弹性波散射与动应力集中问题,并给出了数值结果# 2001 年, H. Sato 和 Y. Shindo
[ 10]
研

究了纤维增强型复合材料结构中弹性波的多重散射问题,分析了界层区的材料性质对相速度、

相干波衰减和有效弹性模量的影响# 以前人们主要针对纤维增强型复合材料结构中, 界层区

材料性质对弹性波散射的影响进行了分析研究# 

本文基于弹性动力学理论,对纤维增强型复合材料结构中弹性波多重散射及动应力集中

问题进行了研究,建立了求解此种结构弹性波多重散射问题的分析解法# 分析研究了多相纤

维基体中两个散射体的间距、界层区材料性质(弹性常数和密度)以及界层区和纤维核区截面

尺寸的变化,对各区界面附近动应力集中系数的影响# 

1  反平面剪切波动方程及分析求解

含有两个截面为圆形的增强纤维(散射体)的复合材料结构如图 1所示,图中 1, 2, 3 区分

别是基体区、界层区和纤维核区,且两个界层区和纤维核区的材料性质和截面尺寸分别相同# 

K1, L1 和 Q1 分别为基体区的 LamU弹性常数和材料密度; K2, L2 和 Q2 分别为两个界层区的

LamU弹性常数和材料密度; K3, L3和 Q3分别为两个纤维核区的 LamU弹性常数和材料密度# 

( x , y , z ) 为整体坐标系, 它的柱坐标为( r , H, z ) ; ( x 1, y 1, z 1) 和( x 2, y2, z 2) 为两个散射体的局

部坐标系,它们的柱坐标为( r1, H1, z 1) 和( r 2, H2, z 2)# 第一个散射体的局部坐标原点 O1 在整

体坐标系中的坐标为 O1( r 1O, H1O, z 1O) ; 第二个散射体的局部坐标原点 O2 在整体坐标系中的

坐标为 O2( r 2O, H2O , z 2O)# 各区截面尺寸及两个散射体的相对位置均示于图 1中# 

反平面SH波的波动控制方程为
[ 11, 12]

  52w
5x 2 +

52w
5y 2 =

1

c
2
52
w

5 t 2
, ( 1)

图 1 含有两个圆形增强纤维的复合材料分区图

式中, w 为反平面问题的位移函数# 
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在各向同性介质中剪应力与位移的关系为

  Sxz = L
5w
5x , Syz = L

5w
5y , ( 2)

式中, L为复合材料的剪切弹性模量; c 为复合材料中的剪切波波速, c = L/ Q# 
研究弹性波问题的稳态解 # 设有单频波 w = Re[ Wexp(- i Xt ) ] 入射# 引进无量纲量 �x

= x / a, �y = y / a, 则方程( 1)用无量纲量表示为(为了简便,以下略去无量纲变量上面的标记

~ )

  ¨2
W+ A2W = 0, ( 3)

式中, X为介质中弹性波的圆频率; A为无量纲波数, A= ka; a 为纤维增强复合材料动力学问

题的特征尺度, 取为 1区与 2区界面处截面圆的半径; k 为波数, k = X/ c ; ¨2为 Laplace算子

  ¨2
=

52

5x 2+
52

5y 2# 

在极坐标系 ( r , H) 中,剪应力的表达式( 2)又可表示为

  Srz = L
5w
5 r , SHz = L

1
r
5w
5H# ( 4)

由文献[ 11]可知,方程( 3)解的一般表达式为

  W = 6
+ ]

n= - ]
A nH

(1)
n ( Ar ) exp[ inH] , ( 5)

式中, A n 为弹性波模式系数,可利用位移与应力的边界条件确定;H(1)
n (#) 为第一类Hankel函

数# 

2  总弹性波场的确定

设在基体区的无穷远处, 有一条与 z 轴平行的线源产生的反平面剪切波,沿 x 轴正方向传

播,略去时间因子后,波动方程在整体坐标系中表示为

  W
( i)

= W0exp( iA1x ) = W0exp( iA1r cosH) =

      W0exp( iA1 rmocosHmo) 6
+ ]

n= - ]
inJn( A1rm) exp( inHm)   ( m = 1, 2) , ( 6)

式中, W0为入射波幅值; A1为 1区中剪切波的无量纲波数; Jn(#) 为第一类 Bessel函数# 

由式( 5)知, 由1区与 2区界面处在 1区产生的散射波场为

  W
( s)
1m = 6

+ ]

n= - ]
A
m
nH

( 1)
n ( A1r ) exp( inHm)   ( m = 1, 2) , ( 7)

式中, W ( s)
1m 中第 1个下标代表1区,第2个下标 m代表第m 个散射体; Amm为第m个散射体产生

的散射波模式系数# 这样,基体区的总弹性波场应由入射波场与两个散射体的散射波场叠加

而成

  W
( t)
1 = W

( i)
+ 6

2

k= 1

W
( s)
1k = 6

] +

n= - ]
inW0exp( iA1rmocosHmo) Jn( A1rm) exp( inHm) +

      6
2

k= 1

A
k
nH

( 1)
n ( A1rk) exp( inHk) # ( 8)

在2区内有两组驻波, 它们分别代表入射波通过1区和2区界面折射到 2区的折射波,以

及2区和 3区界面处的反射波# 因此, 2区中总的弹性波场可表示为

  W
( t)
2m = W

( f)
2m + W

( s)
2m = 6

+ ]

n= - ]
B
m
n Jn ( A2 rm) + C

m
nH

(1)
n ( A2rm) exp( inHm)
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(m = 1, 2) , ( 9)

式中, W
( t)
2m中第 1个下标代表2区,第 2个下标 m 代表第m 个界层区; A2为2区中剪切波的无

量纲波数; B
m
n 和C

m
n 分别为第m 个界层区中弹性波模式系数# 

3区内的总弹性波场即为通过 2区和 3区界面折射到 3区的折射波场,表示为

  W
( t)
3m = W

( f)
3m = 6

+ ]

n= - ]
D
m
n Jn( A2rm) exp( inHm)   ( m = 1, 2) , ( 10)

式中, W ( t)
3m中的1个下标代表3区,第2个下标 m代表第m个纤维核区; D

m
n 为第m个纤维核区

弹性波模式系数; A3 为 3区中剪切波的无量纲波数# 

各区中的无量纲波数 Ai ( i = 1, 2, 3) 表示为

  Ai = kia,

其中 ki为第i区中剪切波的有量纲波数, ki = X/ ci ; ci为第i区中剪切波的波速, ci = Li / Qi ;

Li 和Qi 分别为第 i 区材料的剪切弹性模量和密度# 

3  弹性波的多重散射

散射体的边界条件是位移与应力在界面处的连续条件,对于受两个散射体散射的反平面

SH波而言,这些边界条件表示为

  W
( t)
1 r

m
= 1 = W

( t)
2m r

m
= 1, ( 11)

  L1
5W ( t)

1

5rm r
m
= 1

= L2
5W ( t)

2m

5rm r
m
= 1
, ( 12)

  W
( t)
2m r

m
= G = W

( t)
3m r

m
= G , ( 13)

  L2
5W ( t)

2m

5rm r
m
= G

= L3
5W ( t)

3m

5rm r
m
= G

  ( m = 1, 2) , ( 14)

式中, G= b/ a 为 3区与 2区截面圆的半径之比# 

通过满足界面连续的边界条件,可确定各介质区弹性波模式系数# 将式( 8) ~ ( 10)代入满

足界面边界条件的关系式( 11) ~ ( 14)中, 并将所得表达式两端乘以 exp(- i sHm) ( s 的取值为 s

= 0, ? 1, ? 2,) ,然而在区间[- P, P] 上积分,可得如下表达式

  W0i
s
exp( iA1rmocosHmo) Js( A1) + 6

2

k= 1
6
] +

n= - ]
A
k
nLkmns r

m
= 1 =

    B
m
s J s( A2) + C

m
s H

(1)
s ( A2) , ( 15)

  W0i
sexp( iA1rmocosHmo) sJ s( A1) - A1Js+ 1( A1) + 6

2

k= 1
6
+ ]

n= - ]
A
k
n
5Lkmns
5rm r

m
= 1

=

    
L2

L1
B
m
s s Js( A2) - A2J s+ 1( A1) + C

m
s sH( 1)

s ( A2) - A2H
(1)
s+ 1( A2) , ( 16)

  B
m
s J s( A2G) + C

m
s H

(1)
s ( A2G) = D

m
s Js( A3G) , ( 17)

  B
m
s s Js ( A2G) - A2GJs+ 1( A2G) + C

m
s sH( 1)

s ( A2G) - A2GH
( 1)
s+ 1( A2G) =

    
L3

L2
D
m
s sJs ( A3G) - A3 GJs+ 1( A3G)   ( m = 1, 2) , ( 18)

其中, ( 15)和( 16)两式中的积分算子符号 Lkmns 为
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  Lkmns =

1
2PQ

P

-P
H(1)

n ( A1rk ) exp( inHk)
r
m
= 1

exp(- i sHm)dHm   ( k X m) ,

H(1)
n ( A1rk)Dns   ( k = m) ,

( 19)

式中, Dns 为Kronecker Delta 函数# 

利用Hankel函数的加法定理[ 10, 11, 13] ,则式( 19)可表示为

  Lkmns =
H(1)
n- s( A1r0) J s( A1rm) exp[- i( n - s ) Hmk ]   ( k X m) ,

H(1)
n ( A1rm)Dns   ( k = m) ,

( 20)

式中, r0 为两个散射体局部坐标系原点间距离; Hmk 角如图1所示# 

将式( 20)代入式( 15)和( 16)中, 可将式( 15) ~ ( 18)整理成如下形式的矩阵方程

  

E
11
s E

12
s E

13
s E

14
s

E
21
s E

22
s E

23
s E

24
s

E
31
s E

32
s E

33
s E

34
s

E
41
s E

42
s E

43
s E

44
s

A
m
s

B
m
s

C
m
s

D
m
s

=

E
1
s

E
2
s

E
3
s

E
4
s

  ( m = 1, 2)# ( 21)

方程( 21)右端含有未知系数 A
m
s ,因此需要通过精度控制,迭代求解方程(21)# 这样,便可

获得未知弹性波模式系数 A
m
s , B

m
s , C

m
s 和D

m
s ( m = 1, 2; s = 0, ? 1, ? 2, ,)# 

4  界面上的动应力集中

动应力集中系数的定义为各区界面上的环向剪应力与入射波产生的剪应力幅值之比,其

表达式为

  C= | SHz / S0 | , ( 22)

式中, S0为入射波剪应力幅值,将式(6) 代入式(4)中得 S0= L1A1W0; SHz为界面周边上任一点

的环向剪应力# 由式(8) 和式(4) 可得第 m个增强纤维中, 1区和 2区界面上的环向剪应力为

  S
m

1
Hz = L1 6

+ ]

n= - ]
n i n+ 1

W0exp( iA1 rmocosHmo) J n( A1) + iAm
nH

(1)
n ( A1) exp( inHm) +

     L1 6
+ ]

n = - ]
A
k
n 6

+ ]

u= - ]
iuH

(1)
n- u( A1r 0) Ju ( A1) exp( iuHm)   ( k X m) , ( 23)

式中,利用了Hankel函数的加法定理,将第 k个局部坐标系中散射波场的表达式变换到了第m

个局部坐标系中# 

由式( 9)和式( 4)可得第 m 个增强纤维中, 2区和 3区界面上的环向剪应力为

  S
m

2
Hz =

L2
G 6

+ ]

n= - ]
in B

m
n Jn( A2G) + C

m
nH

(1)
n ( A2G) exp( inHm)# ( 24)

由式( 23)和( 24)可知,环向剪应力 SHz 可以写成A + iB的形式# 添上时间因子后,真实的 SHz为

( A + iB) exp(- i Xt ) ,其实部与虚部分别代表在一个周期 T = 2P/ X内, t = T / 4和 t = T/ 2时

SHz 的值# SHz 的幅值即为 | SHz | # 

5  算例与分析讨论

作为算例, 研究了图 1所示含有两个增强纤维的复合材料结构中, 多相界面附近的弹性波

散射与动应力集中问题# 研究时取 H12 = H21 = P/ 2 , 为了计算简便, 将整体坐标系原点 O取

在两个局部坐标系原点O1和 O2连线的中点处, 并且 Ox 轴、O1x 1轴和 O2x 2轴互相平行# 假

719纤维复合材料中弹性波散射与动应力



定反平面剪切波从基体区的无穷远处, 沿 x 轴正方向传播# 迭代求解方程(22) , 确定出了未

知弹性波模式系数# 计算散射波时,通过精度控制,级数项截取21项# 根据动应力集中系数

的表达式, 在两个散射体的间距不同、界层区和纤维核区截面尺寸不同时, 计算了以碳化硅

( SiC)为纤维核、碳( C)为界层以及金属钛(T i)为基体, 所构成的复合材料中各区界面附近动应

力集中系数# 碳化硅、碳和钛的材料特性常数如表 1所示[ 8]# 
表 1 复合材料各组成部分的材料常数

性质 L/ (GPa) Q/ ( kg/ m3) c/ (m/s)

SiC 172. 0 3 200 7 331. 4

C 14. 3 1 400 3 196. 0

Ti 37. 1 4 500 2 871. 3

图 2 各区界面处动应力集中系数随入射波波数的变化 (Hm = P/ 2)

  由表 1中的值可以算得各介质区无量纲波数及剪切弹性模量之比为: A2/ A1 = 0. 898 4,

A3/ A1 = 0. 391 6, L2/ L1 = 0. 385 4和 L3/ L2 = 12. 028# 图 2在 G= 0. 9、r0取不同值时,给出

了各区界面处动应力集中系数 C随入射波波数变化的情况# 图3在 r 0 = 3. 0、G取不同值时,

给出了各区界面处 C值随入射波波数变化的情况# 基于本文研究可以得出如下结论:

1) SH 波对含有两个增强纤维的复合材料结构中,各区界面附近波散射与动应力集中系

数的影响, 不但与无量纲入射波波数 A1以及各区介质的参数比 L2/ L1、L3/ L2 有关, 而且与两

个散射体横截面圆的中心距 r 0有关# 而图2可见, 当 A1取不同值时,随着 r0的增加, 1区与 2

区界面处的 C值变化较大,而 2区与 3区界面处的 C值变化较小# 

2) 由图 2可见,在 r 0超过20. 0时各区界面附近的DSCF值变化很小,认为两散射体的互不
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图 3 各区界面处动应力集中系数随入射波波数的变化 (Hm = P/ 2)

影响间距为 r0 = 20. 0# 另外, 在 G= 0. 9、r 0取不同值时, 1区与2区界面处的 DSCF的峰值频

率接近 A1 = 6. 0# 

3) 由图 3可见, 当 r 0值一定时,随着 G值的不同, 1区与 2区界面处的 DSCF值变化较小,

而2区与 3区界面处的 DSCF 值变化较大# 
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Abstract: Based on the theory of elastic dynamics, multiple scattering of elastic waves and dynamic

stress concentrations in fiber_reinforced composite were studied. The analytical expressions of elastic

waves in different region were presented and an analytic method to solve this problem was estab-

lished. Themode coefficients of elastic waves were determined in accordance with the continuous con-

ditions of displacement and stress on the boundary of the multi_interfaces. By making use of the add-i

tion theorem of Hankel funcitions, the formulations of scattered wave fields in different local coord-i

nates were transformed into those in one local coordinate to determine the unknown coefficients and

dynamic stress concentration factors. The influence of distance between two inclusions, material prop-

erties and structural size on the dynamic stress concentration factors near the interfaces was analyzed.

It indicates in the analysis that distance between two inclusions, material properties and structural size

has great influence on the dynamic properties of fiber_reinforced composite near the interfaces. As ex-

amples, the numerical results of dynamic stress concentration factors near the interfaces in a fiber_re-

inforced composite are presented and discussed.

Key words: fiber_reinforced composite; multi_interfaces; scattering of elastic waves; dynamic stress

concentration
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