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摘要:  研究了带 visco_elastic项的非线性系统, 在谐和与有界噪声联合参激作用下的响应和稳定

性问题# 用多尺度法分离了系统的快变项,并求出了系统的最大 Liapunov指数和稳态概率密度函

数,根据最大 Liapunov 指数可得系统解稳定的充分必要条件# 讨论了系统的 visco_elastic项对系统

阻尼项和刚度项的贡献, 给出了随机项和确定性参激强度等参数对系统响应影响的讨论# 数值模

拟表明该方法是有效的# 
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引   言
研究含有参数激励的非线性随机动力系统,对于解决工程实际问题具有重要意义# 当系

统受到谐和及随机噪声联合作用时, Stratonovitch 和 Romanovskii
[ 1]
, Dimentberg 等

[ 2]
和 Na-

machchivaya[ 3]用随机平均法研究了系统的几乎必然稳定性, Ariaratnam 和Tam[ 4]研究了系统响

应的矩稳定性, Dimentberg[ 5]则给出了系统的响应分析. 当系统受到谐和及窄带噪声联合作用

时,本文作者[ 6]对 Duffing系统进行了研究# 

当系统受到 additive 和 multiplicat ive 噪声联合作用时, Ariaratnam[ 7]用传统的随机平均法研

究了带 visco_elast ic项的线性系统的随机稳定性, Cai, Lin和 Xu [ 8]用改进的随机平均法, 进一步

研究了这一系统的随机稳定性# 本文对带 visco_elastic项的非线性模型,研究在谐和与有界噪

声联合作用下的参数主共振响应和稳定性问题# 

1  基本公式的推导

考虑同时受谐和与有界噪声参激的带 visco_elast ic项的非线性系统

  �+ EQ
t

0
f ( t - S) Ûu( S)dS+ X2( u + EG1u

3
) + EG2Ûu2

u +
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    E( h cos 80 t + N( t ) ) u = 0, ( 1)

式中 u 上方的圆点表示对时间 t的导数, E n 1为小参数, G1, G2> 0,Q
t

0
f ( t - S) Ûu ( S)dS, X分

别为系统的 visco_elastic项和自然频率,一般 visco_elastic项的被积函数 f ( t ) 常可模型化为:

  f ( t ) = 6
i

Bi exp(- Ait )# 

Ai \ 0, Bi \ 0代表 visco_elastic系数, h, 8 0 > 0是常数,分别表示确定性谐和激励的振幅和频

率, N( t ) 是有界噪声项,本文采用Wedig[ 9]提出的统一的模型

  N( t ) = kcos( 8 1t + CW( t) ) , ( 2)

式中 k > 0为随机激励的强度, 81为随机激励的中心频率, W( t ) 为标准Wiener过程, C\ 0为

W 的强度系数# 

带 visco_elast ic项的非线性系统是一个很重要的物理模型,很多实际问题都可以用这个模

型进行描述,Ariaratnam[ 7] , Cai, Lin 和本文作者[ 8]对带 visco_elastic项线性系统, 在白噪声参激

和外激联合作用下, 用随机平均法做过讨论# 一般说来,与系统的松弛时间相比,用随机平均

法需假设 N( t ) 具有快速衰减的自相关函数,而本文的模型中,当 C较小时并不具有这个性质,

故不能应用随机平均法进行研究, 本文用多尺度法进行研究# 多尺度法已广泛应用于确定系

统的研究中,近些年来在随机系统中也有一些应用# 在随机外激的情形, Rajan和 Davies
[ 10]

,

Nayfeh和 Serha[ 11]用多尺度法研究了非线性系统的响应; 本文作者[ 6]则将多尺度法推广到非线

性系统的随机参激情形# 设系统( 1)具有如下形式的解

  u( t , E) = u0( T 0, T 1) + Eu1( T 0, T 1) + ,, ( 3)

式中 T 0 = t , T 1 = Et 分别是快、慢时间尺度# 

本文仅对( 1)的首次近似解 u0( T 0, T 1) 进行讨论# 记 D0 = 5/ 5T 0,D1 = 5/5T 1,按照 T 0,

T 1对时间的微分转化为

  d
dt

= D0+ ED1+ ,,
d2

dt2
= D2

0+ 2ED0D1+ ,# ( 4)

由( 1)、( 3)、( 4)可得下列微分方程组:

  D2
0u0+ X2u0 = 0, ( 5)

  D2
0u1+ X2u1 = - G1X

2
u
3
0- G2(D0u0)

2
u0- 2D0D1u0-

    6
i

Bi
Ai

A2i + X2
u0- 6

i

Bi
1

A2i + X2
D0u0- ( hcos 80t + N( t ) ) u0# ( 6)

( 6)的解为

  u0( T 0, T 1) = A( T 1) exp( iXT 0) + c. c. , ( 7)

式中 c. c.表示前述各项的共轭, A( T 1) 是随时间缓变的系统响应的振幅# 进而可得

  D
2
0u1+ X

2
u1 = - 2i XAcexp( i XT 0) - 6

i

Bi
Ai

A
2
i + X

2Aexp( iXT 0) -

    iX2 6
i

Bi
1

A2i + X2
A exp( i XT 0) - ( G1- G2) X

2
A

3exp( 3i XT 0) -

    ( 3G1+ G2) X
2
A

2�A exp( iXT 0) -

    A
2
h exp[ i( 80+ X) T 0] -

�A
2
h exp[ i( 80- X) T 0] -

    A
2
kexp[ i( 81 + X) T 0+ CW( T 1) ] -
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    �A
2
kexp[ i( 81 - X) T 0+ CW( T 1) ] + c. c. , ( 8)

式中 Ac, �A 分别表示A 关于T 1的导数及共轭# (8) 式右端的第 1、2、3、4和5项可使方程(6) 的

特解产生长期项,而依赖共振条件 80 U 2X或 81 U 2X, (8) 式右端的第 7、9项可使特解产生

小除数项# 由(8) 式可知 visco_elastic项对系统的贡献可分为两部分: 一部分为阻尼项:

  6
i

BiAi X
A2i + X2

,

一部分为刚度项:

  6
i

BiX
2

A2i + X2
# 

2  参数主共振情形 Ñ

考虑 81 U 2X,但 80远离 8 1的情形# 引入参数 R, 81 = 2X+ ER, 则有

  ( 81 - X) T 0 = XT 0+ RT 1# 

令( 8)式右端中的奇异项为零可得

  2i XAc+ i 6
i

BiAi
A2i + X2

XA + 3AX2A 2�A +
k
2
�A exp( iRT 1+ iCW(T 1) ) = 0, ( 9)

其中 A= G1+ G2/ 3# 将 A 表示为极坐标

  A (T 1) = a( T 1) exp[ iU( T 1) ]# ( 10)

可将( 9)式化为

  

ac= -
a
2 6i

BiAi
A2i + X2

-
a
4X
k sinG,

aGc= Ra -
1
2 6i

BiX

A
2
i + X

2a - 3AXa
3
-

a
2XkcosG- ACWc,

( 11)

式中 G= RT 1- 2U+ CW(T 1)# 

由上式解出 a 和 G后,可得方程( 1)的首次近似解为

  u = 2a( Et ) cos
81
2
t -

G( Et )
2

+ O( E)# ( 12)

2. 1  零解及其稳定性

显然零解 a = 0是方程( 11)的稳态解,下面讨论它的稳定性# 方程( 11)的线性化方程为

  

ac= -
1
2 6i

BiAi
A
2
i + X

2a -
a
4Xk sinG,

Gca = Ra -
1
2 6i

BiX
A2i + X2

a -
ka
2X

cosG- CAWc# 
( 13)

令 v = lna ,方程( 13)可改写为如下 ItÉ方程的形式

  

dv = -
1
2 6i

BiAi
A
2
i + X

2-
k
4XsinG dT 1,

dG= R-
1
2 6i

BiX
A2i + X2

-
k
2X

cos G dT 1- CdW# 
( 14)

G( T 1) 的稳态概率密度函数 p ( G) 对应的 FPK方程为

  d
2
p

dG
2 -

d
dG[ (�R- �kcos G) p ] = 0, ( 15)
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式中 �R = 2R- 6
i

BiX

A
2
i + X

2 / C2,�k = k/ XC2# 

由方程( 15)可得

  p ( G) =
exp[ (�R( G+ 3/ 2P) - �k sinG]

4P2Ii�R(�k ) I- i�R(�k ) Q
G+ 2P

G
exp[- �R( x + P/ 2) + �ksinx ] dx , ( 16)

式中 In ( x ) 是第一类贝塞尔函数, n 是实数或复数# 由( 16)进而可得最大Liapunov指数:

  K= -
1
2 6i

BiAi
A2i + X2

-
k
4XQ

2P

0
sinGp ( G)dG# 

计算表明当 Cy 0时, K达到其最大值:

  K= -
1
2 6i

BiAi
A
2
i + X

2 +

    k

4X 6
i

BiAi
A2i + X2

2

+ R- 1
2 6i

BiX
A2i + X2

2 6
i

BiAi
A
2
i + X

2# ( 17)

故零解稳定的充分必要条件为 K< 0 ,即

  k < 2X 6
i

BiAi
A2i + X2

2

+ R-
1
2 6i

BiX
A2i + X2

2

# ( 18)

此条件与当 C= 0即系统受到确定性谐和激励时零解的稳定性条件是一致的# 

2. 2  非零稳态响应
对于非零的稳态解 a X 0 ,由( 11)可得相应的 Ito方程为

  

da = - 1
2 6

i

BiAi
A2i + X2

a +
a
4X
k sinG dT 1,

dG= R-
1
2 6i

BiX
A2i + X2

- 3AXa2
-

k
2X

cosG dT 1- CdW# 

( 19)

对 C较小时,用摄动法进行求解# 当 C= 0时,可得系统( 19)的稳态解为

  

a0 =
1

X
1
3A

R-
1
2 6i

BiX
A2i + X2

?

  1
3A

k
2
- 4X2 R- 1

2 6i
BiX

A2i + X2
2

4X
2

1/ 2

,

sinG0 = -
2X
k 6

i

BiX

A
2
i + X

2 # 

( 20)

当 C为小参数时,令

  a = a0+ a1, G= G0 + G1, ( 21)

式中 a0, G0 由(20) 式定义, a1, G1为小扰动项,将上式代入( 19)式并忽略非线性项可得线性化

方程

  
a

c
1 = -

a0

4X
kcos G0G1,

Gc
1 = - 6AXa0a1- 6

i

BiAi
A2i + X2

G1- CWc# 
( 22)
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由上式可得如下关于 a1 的方程

  a
d
1+ 6

i

BiAi
A2i + X2

a
c
1-

3
2
kAa2

0cos G0a1 =
a0

4X
kCcos G0F( T 1) , ( 23)

式中 F( T 1) = Wc( T 1) 是一标准高斯白噪声过程# 

由(23) 式可知( a1, a
c
1) 是高斯过程,利用广义平稳势法可得( a1, a

c
1) 的稳态概率密度函数

为

  p ( a1, a
c
1) = Cexp -

16X2

( kCa0cosG0)
2 6

i

BiAi
A2i + X2

( a
c
1)

2
-

3
2
kAa20cos G0a

2
1 , ( 24)

式中 C为归一化常数# 由(24) 式可知 C能被归一化即(11) 式的非零解稳定的充分必要条件

是 cosG0 < 0,此条件与当 C= 0即系统受确定性谐和激励时的非零解稳定条件是一致的# 

当系统有两个非零解时,大解是稳定的而小解不稳定# 由( 24)式可知 a1 和 a
c
1 是相互独

立的,且 a1的稳态概率密度为

  p ( a1) =
1

2PRa
1

exp -
a
2
1

2R
2
a
1

, ( 25)

式中 R2a
1
为 a1 的二阶矩

  R
2
a
1
= E[ a

2
1] =

C2 k
2
- 4X2 6

i

BiAi
A2i + X2

2

48AX
2

1

6
i

BiAi
A
2
i + X

2

# ( 26)

由( 25)可得 E[ a1] = 0 ,故有

  

E[ a] = E[ a0+ a1] = a0,

E[ a
2
] = a

2
0+

C2 k
2
- 4X2 6

i

BiAi
A2i + X2

2

48AX
2

1

6
i

BiAi
A
2
i + X

2

# 
( 27)

2. 3  数值模拟

有关随机过程数值模拟的方法可见参考文献[ 12, 13]

  N = 1 000, E= 0. 1, X= 1. 0, G1 = 0. 07,

  G2 = 0. 09, h = 1. 0, C= 0. 1, 8 0 = 10

  A1 = 1. 0, B1 = 0. 5, A2 = 2. 0, B1 = 2. 5/ 2

对方程( 1)用四阶龙格库塔方法进行数值计算# 当 k = 10. 0时, E[ a] , E[ a
2
] 关于

  R1 = R-
1
2 6i

BiX
A2i + X2

的变化曲线见图 1# 

  当 R1 = 1. 0时, E[ a] , E[ a2
] 关于 k 的变化曲线见图 2# 

3参数主共振情形Ò

再考虑 80 = 81 U 2X的情形,引入调谐参数 R, 8 0 = 8 1 = 2X+ ER, 则有:

  ( 81- X) T 0 = ( 8 1- X) T 1 = XT 0 + RT 1# 

令( 8)式右端中的奇异项为零可得
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( a) E[ a]                ( b) E[ a2]

图 1  系统的频率响应曲线( $ 理论解, . . . 数值解)

( a) E[ a]                ( b) E[ a2]

图 2 系统的稳态响应( $ 理论解, . . . 数值解)

  2i XAc+ i 6
i

BiAi
A
2
i + X

2 XA + 6
i

BiX

A
2
i + X

2A + 3AX
2
A

2
�A +

    h
2
�A exp( iRT) +

k
2
�A exp( iRT 1+ iCW(T 1) ) = 0# ( 28)

作变换( 10)可将( 28)式化为

  

ac= -
a
2 6i

BiAi
A
2
i + X

2-
a
4X
hsinG-

a
4X
ksin( G+ CW) ,

aGc= Ra -
1
2 6i

BiX
A2i + X2

a - 3AXa3
-

a
2X
hcos G-

a
2X
kcos( G+ CW)# 

( 29)

式中 G= RT 1- 2U# 

由(29) 式解出 a 和G后,可得方程( 1)的首次近似解为

  u = 2a( Et ) cos
80
2
t -

G( Et )
2

+ O( E)# 

3. 1  零解及其稳定性

显然零解 a = 0是方程( 29)的稳态解,下面讨论它的稳定性# 方程( 29)的线性化方程为

  

ac= -
a
2 6i

BiAi
A2i + X2

-
a
4X
hsinG- a

4X
ksin( G+ CW) ,

Gc= R-
1
2 6i

Bi X

A
2
i + X

2-
h
2Xcos G-

k
2Xcos( G+ CW)# 

( 30)

令 v = lna ,方程( 30)可写为如下 Ito方程的形式

968 徐   伟    戎  海  武    方   同



  

dv = -
1
2 6i

BiAi
A
2
i + X

2-
h
4XsinG-

k
4Xsin( G+ H) dT 1,

dG= R-
1
2 6i

BiX
A2i + X2

-
h
2X

cos G-
k
2X

cos( G+ H) dT 1,

dH= Cdw# 

( 31)

式中 H= CW(T 1)# ( G( T 1) , H( T 1) ) 的稳态概率密度函数 p ( G, H) 对应的 FPK方程为

  1
2
C2 52

5H2
p ( G, H) + 5

5 G - R+
1
2 6i

Bi X
A
2
i + X

2+

    h
2X

cosG+
k
2X

cos( G+ H) p ( G, H) = 0# ( 32)

如果能从( 32)式求出 p ( G, H) , 则对应于零解的最大 Liapunov 指数为

  K= -
1
2 6i

BiAi
A
2
i + X

2 -
1
4XQ

2P

0Q
2P

0
[ hsinG+ k sin( G+ H) ] p ( G, H)dGdH# 

3. 2  非零稳态响应

对于非零的稳态解 a X 0 ,相应的 Ito 方程为

  

ac= -
a
2 6i

BiAi
A2i + X2

-
a
4X
hsinG-

a
4X
ksin( G+ CW) ,

Gc= R-
1
2 6i

Bi X

A
2
i + X

2- 3AXa
2
-

h
2XcosG-

k
2Xcos( G+ CW)# 

( 34)

当 C= 0时 N( t ) 退化为确定性谐和激励# 下面讨论当 CX 0但较小时的情形,可用摄动法进

行求解# 记

  F= h
2
+ k

2
+ 2hkcosCW , �G = arc tan

ksinCW
h+ kcosCW

, < = G+ �G,

可得

  

ac= -
a
2 6i

BiAi
A
2
i + X

2-
a
4XFsin<,

<c = R-
1
2 6i

Bi X
A2i + X2

- 3AXa2
-

F
2X

cos<# 
( 35)

若随机过程 F( T 1) 可分解为

  F( T 1) = E[ F( T 1) ] + $F, ( 36)

式中 $F可看作为小的随机扰动,其均值 E[ $F] = 0# 

先假设 $F= 0, 即当时 F= 2/P( h + k)E(4hk/ ( h + k)
2
) , 可得系统( 35)的稳态解为

  

a0 =
1

X
1
3A

R- 1
2 6i

BiX
A2i + X2

?

  1
3A

(E[ F] ) 2- 4X2 6
i

BiAi
A2i + X2

2

4X2

1/ 2

,

sin <0 = -
2X

E[ F]
R-

1
2 6i

BiAi
A2i + X2

# 

( 37)

由( 37)式,只有当 E[ F] > 2X6
i

BiAi
A2i + X2

时非零稳态解才可能存在,如果有两个非零的稳态
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解,则大解是稳定的而小解是不稳定# 

当 $FX 0时,令

  a = a0+ a1, < = <0+ <1,

式中 a0, <0 由(37) 式定义, a1, <1为小扰动项, 将上式代入( 37)式并忽略非线性项可得线性化

方程

  
a

c
1 = -

a0

4XE[ F] cos <0<1-
a0

4Xsin<0$F,

<c
1 = - 6AXa0a1+

E[ F]
2X

sin<0<1-
1
2X

cos<0$F# 
( 38)

可以用矩方法[ 1]从方程( 38)求出一、二阶矩 E[ a1] , E[ a
2
1] # 

  E[ a1] = 0, E[ a2
1] =

1

(12AX2a0cos <0)
2E[ ( $F)

2
]

  E[ ($F)
2
] = h

2
+ k

2
-

4

P
2( h + k )

2
E
2 4hk

( h + k)
2 # 

从而可得系统响应的一、二阶矩分别为

  E[ a ] = a0+ E[ a1] = a0,

  E[ a2
] = E[ ( a0 + a1)

2
] = a

2
0+ E[ a2

1]# ( 39)

3. 3  数值模拟
令

  N = 1 000, E= 0. 1, X= 1. 0, G1 = 0. 07, G2 = 0. 09, C= 0. 1

  A1 = 1. 0, B1 = 0. 5, A2 = 2. 0, B1 = 2. 5/ 2, k = 3. 0

对方程( 1)用四阶龙格库塔方法进行数值计算# 当 h = 3. 0时,E[ a] , E[ a
2
] 关于参数 R1的变

化曲线见图3,

( a) E[ a]                ( b) E[ a2]

图 3 系统的频率响应曲线( $ 理论解, . . . 数值解)

当 R1 = 1. 0时, E[ a] , E[ a2
] 关于 h的变化曲线见图 4# 

4  结   论

用多尺度法研究了具有 visco_elastic 项的非线性随机系统,在谐和与有界噪声联合激励下

的参数主共振响应和稳定性问题# 由于采用了统一随机有界噪声模型, 本文的随机噪声可以

是窄带的,也可以是宽带的# 对于 visco_elastic项的讨论表明, 它具有在阻尼和刚度方面的不

同贡献# 关于零解及其稳定性# 对情形 Ñ,给出了零解的最大Liapunov指数的表达式,由此可

讨论系统的稳定性与分岔,当 C较小时, 可得零解稳定的充分必要条件# 此条件与当 C= 0即

系统受到确定性谐和激励时零解的稳定性条件是一致的# 对情形 Ò, 给出了零解的最大 Lia-
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( a) E[ a]                ( b) E[ a2]

图 4  系统的稳态响应( $ 理论解, . . . 数值解)

punov指数表达式, 表达式三项分别表示了 visco_elastic项、谐和激励项和随机激励项对系统的

稳定性和分岔点的影响# 关于非零稳态响应,本文主要讨论当 C较小, 由讨论得知,即使带宽

C很小, 系统的响应与主要受到确定谐和激励时的情形不同# 给出系统响应的一、二阶矩,数

值模拟结果表明,本文提出的方法是有效的# 
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Visco_Elastic Systems Under Both Deterministic and Bound

Random Parametric Excitation

XUWei
1
,  RONG Hai_wu2,  FANG Tong3

( 1. Depar tment of Applied Mathemat ics , Nor thw estern Poly techn ical

Univer sity , Xi . an 710072, P . R . Chin a ;

2. Depar tment of Mathemat ics , Foshan Univer sity , Foshan , Guangdong 528000, P . R . Chin a ;

3. In stitute of Vibra tion En gin eer ing , Nor thw estern Polytechn ical

Univer sity , Xi . an 710072, P . R . Chin a )

Abstract: The principal resonance of a visco_elastic systems under both deterministic and random

parametric excitation was investigated. The method of multiple scales was used to determine the e-

quations of modulation of amplitude and phase. The behavior, stability and bifurcation of steady state

response were studied by means of qualitative analyses. The contributions from the visco_elastic force

to both damping and stiffness can be taken into account. The effects of damping, detuning, band-

width, and magnitudes of deterministic and random excitations were analyzed. The theoretical analy-

ses are verified by numerical results.

Key words: principal resonance; visco_elastic system; multiple scale method; largest Liapunov expo-

nent; bifurcation

972 徐   伟    戎  海  武    方   同


