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内波及其与自由面的相互作用

X

魏  岗1, 2
,  乐嘉春

1
,  戴世强

1

( 1. 上海大学,上海市应用数学和力学研究所,上海, 200072;

2. 解放军理工大学 理学院,南京 211101)

(我刊编委戴世强来稿)

摘要 :  基于水波动力学势流理论, 以二流体系统中点源运动为基本模型, 采用 Green函数法, 研究

了分层流体中内部扰动诱生的内波对自由面的影响,探讨对合成孔径雷达成像起重要作用的自由

面辐散场的变化规律# 研究表明:当上下层流体密度跃变较大、源接近密跃层且 Froude数 Fr 接近

内波模式的临界值Fr 2时, 内波模式导致的自由面辐散场强度与表面波模式的贡献相当, 两者具有

强烈的耦合作用,理论分析与实验结果定性一致# 

关  键  词:  内波;  表面波;  分层流体;  辐散场;  波_波相互作用
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引   言

在海洋内部,当出现温度或密度跃层时, 内波现象极为明显[ 1, 2]# 激励内波的因素可以来

自海面、海底或海水内部,或兼而有之, 如:风应力,不平海底,水面或水下物体的运动等# 无限

深静止水面上匀速运动的点源生成的液面波动被限制在半角为 Hc = 19. 5b的V型域内,这就是

所谓的 Kelvin船行波[ 3]# 水下运动物体诱生的波亦被称为 Kelvin波[ 4]# 在实验室中, 当物体

在分层流体中运动时能从自由面观察到内波现象,一定条件下它是一种可分辨的船行波的V

型尾迹[ 5, 6] ,上述现象能否为合成孔径雷达( SAR)遥测提供有效的海洋表面信息是一个值得探

讨的问题# 

Lighthill[ 7]是较早系统建立连续分层流体中点源运动(包括水平运动、垂直运动、振荡运动

等)理论的学者之一# [ 8]讨论了在一定厚度的密跃层中点源运动的近场和远场的波形问题# 

[9]研究了偶极子运动诱生的内波的表面效应# [ 10]借助 Phillips[ 11]的理论,解析地证明了表

面Kelvin波只存在一种模式,而内部 Kelvin波存在无穷多模式# [ 12]证明了无论是自由面生

成的深水波、有限深水波、毛细波还是流体内部生成的内波, Kelvin波波形只取决于色散关

系# 

Hudimac
[ 13]
将海洋中的密度跃层结构简化为两层流体, 在线化基础上研究了在两层无限
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深海洋模型中点源在上层运动的问题, 证明了当内Froude数 Fr = U/ (Nh) > 1时仅存在侧向

波系,而当 Fr < 1时既存在侧向波系也存在横向波系,这里 U为点源运动速度, h为特征水深,

N 为 Brunt_Vaisala频率# [ 14]将点源置于自由面上, 简化了[ 13]的数学问题, 明确了两层流体

中存在两种模式的波,其一为表面波模式,其二为界面波模式# 上述两层流体模型的研究侧重

于界面波本身, 而对于系统中各种波模式之间的相互作用没有建立较为明确的关系,因此对特

殊条件下各种波模式之间的相互作用, 以及可能对自由面产生的影响缺乏细致的研究# 文献

[ 15]在有限深的两层海洋模型中推导了点源在上层流体中水平匀速运动的 Green函数,明确

地给出了这两种主要波模式之间的相互作用及其对自由表面的影响,分析侧重于自由面和界

面的波幅变化规律, 但结果尚缺乏实验支持# 

理论和观测研究
[ 16- 20]

认为:内波在自由面产生的辐合辐散导致海洋表面流的变化, 引起

对表面短波的调制, 进而产生 SAR能够分辨的信号# 这种能被 SAR成像的典型辐散(或辐合)

强度为10
- 3

~ 10
- 4

s
- 1# [ 21, 22]证实了尾迹坍塌诱生的内波在自由面的辐散(或辐合)强度可

达10- 3s- 1, 该模型仅反映一种内波机制对自由面的影响, 对内波多模式之间的相互作用导致

自由表面辐散场的变化机理尚未作深入探究# 

本文在文献[ 15]的基础上讨论了点源在两层有限深海洋的下层作匀速运动产生的内波,

分析了由此产生的两种模式波之间的相互作用,以及这种作用对自由表面辐散场的影响,所得

结果与实验[ 6]定性地一致# 

1  基 本模 型

假设以水平匀速运动的点源相对于直角坐标系 Oxyz 静止, 如图 1所示, 它等价于两层流

系统中存在一个速度为- U的基本流动# 取 xOy 平面与两层流体系统未扰界面重合, z 轴向

上为正,点源位于下层流体,用坐标( N, G, F) 表示(注意这里 F< 0) ,上、下流体层的深度分别

用 Q1, h1 和 Q2, h2表示,并设未扰情况下两层流体处于静力稳定状态即令 Q2 > Q1 # 

图 1  点源在两层有限深海洋

下层运动的坐标系统

考虑定常、无旋、线性化模型,借助 Rayleigh[ 3]

确定积分形式解中奇点位置的方法, 引入正比于

扰动速度的虚拟耗散力, 比例系数 L > 0# 引入

速度势 5 ( m )
( x , y , z ) , m = 1, 2分别代表上、下流

体层,控制方程为

  ¨2 5 (1)
= 0 (1a)

和

  ¨2 5 ( 2)
= D( x - N, y - G, z - F) ,

( 1b)

式中 D( x - N, y - G, z - F) 为 Dirac delta函数, 自由面和界面上线性化的边界条件为[ 3, 14]

  R0 5
(1)
z + 5 (1)xx - L5 (1)x = 0   ( z = h1) , ( 2)

  C( R0 5
(1)
z + 5

( 1)
xx - L5

(1)
x ) = R0 5

(2)
z + 5

(2)
xx - L5

(2)
x   ( z = 0) , ( 3)

  5 (1)z = 5 (2)z   ( z = 0) , ( 4)

  5 (2)z = 0   ( z = - h2) , ( 5)

  lim
x y ]

5 ( m )
= 0# ( 6)

上述方程中系数 C= Q1/ Q2, R0 = g/ U
2
, g 为重力加速度,最后结果中可令 L= 0# 
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2  Green函数法与形式解

2. 1  Green函数

假设方程( 1)的解具有如下形式

  5 (1) = 5 (1)0 和 5 (2) =
1
r
+ 5 (2)

0 , ( 7a, b)

其中 r
2
= ( x - N) 2

+ ( y - G) 2
+ ( z - F) 2是任意点至点源的距离,未知函数 5 ( m)0 ( m = 1, 2)

满足 Laplace方程

  ¨2 5 ( m)
0 = 0   (m = 1, 2)# ( 8)

作Fourier变换,

  U( k̂ 1, k̂ 2, z ) S 1
2PQ

+ ]

- ]Q
+ ]

- ]
5( x , y , z ) exp[- i( k̂ 1x + k̂ 2y ) ] dxdy , ( 9)

  5( x , y , z ) S 1
2PQ

+ ]

- ]Q
+ ]

- ]
U( k̂1, k̂ 2, z ) exp[- i( k̂ 1x + k̂ 2y ) ] dk̂ 1dk̂ 2# ( 10)

方程( 8)可写为

  U(m )
0, z z - ( k̂

2
1+ k̂

2
2) U

( m)
0 = 0   (m = 1, 2) , ( 11)

其解为

  U
(m )
0 ( k̂ 1, k̂2, z ) = B

( m)
+ ( k̂ 1, k̂ 2) e

kz
+ B

(m )
- ( k̂ 1, k̂ 2) e

- kz
, ( 12)

式中 k = k̂ 1 i + k̂ 2j 为波矢, k = k̂
2
1+ k̂

2
2 为其幅值# 边界条件可写为

  R0 U
( 1)
z - k̂

2
1 U

( 1)
- i L̂k 1U

(1)
= 0   ( z = h1) , ( 13)

  C( R0U
(1)
z - k̂

2
1U

(1)
- i L̂k 1 U

(1)
) = R0 U

( 2)
z - k̂

2
1 U

( 2)
- i L̂k 1U

(2)
x   ( z = 0) , ( 14)

  U
(1)
z = U

( 2)
z   ( z = 0) , ( 15)

  U(2)z = 0   ( z = - h2) , ( 16)

上述方程中 U(1) = U(1)0 , U(2) = exp[- k | z - F| ] / k + U(2)0 , 将解(12) 代入边界条件, 就得

到系数 B
(m )
+ ( k̂ 1, k̂ 2) 和 B

( m)
- ( k̂ 1, k̂ 2) ( m = 1, 2) 应满足的代数方程组

  

b ae
- k ( h+ d)

0 0

Cb Ca - b - a

1 - 1 - 1 1

0 0 1 - ek ( h- d)

B
(1)
+

B
(1)
-

B
(2)
+

B
(2)
-

=

0

ae
kF
/ k

- e
kF
/ k

- e- kF
/ k

, ( 17)

式中 h = h1+ h2, d = h1- h2, E= 1- C, ( a, b) = k ? R0sec
2H+ iLsecH,

记    $( k , H) = 2Eabcoshkd + b( Ca + b) e
kh
+ a( a + Cb) e

- kh# ( 18)

分析上述方程, 我们有如下结论:

1)当波数 k y ] 时, 方程( 18)只有平凡解,这种情况应排除,因此本文只讨论较长的波# 

2)当 $ = 0时,方程( 18)无解, Fourier积分( 10)出现奇性, 比较文献[ 15]的讨论,点源置于

下层流体与置于上层流体的 $( k , H) 是相同的,故极点值 k 与点源是否置于上层流体或下层

流体无关# 

2. 2  k 平面的围道积分

令[ 15] J= k + iLsec[ H] , tn = tanhkhn , n = 1, 2 ,则有

  $( k , H) = 4coshkh2coshkh1 J-
1
2
R0sec

2
H8 1( k ) J-

1
2
R0sec

2
H82( k) , ( 19)
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其中

  8n ( k) =
t1+ t 2

1+ Ct 1t 2
1 + (- 1) n+ 1 1 - 4(1 - C)

t 1t 2(1+ Ct 1t 2)

( t1 + t 2)
2

  ( n = 1, 2)# ( 20)

积分( 10)的奇点是

  kn =
1
2
R0sec2H8n ( kn) - iLsecH  ( n = 1, 2)# ( 21)

上、下层流体速度势可写成积分

  5
(1)
0 ( x , y , z ) S 1

2PQ
P/ 2

-P/ 2Q
+ ]

- ]
H

(1)
( k , H, z )

eikX

$( k, H)dkdH, ( 22)

  5 (2)0 ( x , y , z ) S 1
2PQ

P/ 2

-P/ 2Q
+ ]

- ]
H

(2)
( k , H, z )

eikX

$( k, H)
dkdH, ( 23)

式中 H
(1)
( k , H, z ) 和H

(2)
( k, H, z ) 分别为

  H
(1)
( k , H, z ) = - a ( a + b) ekz ( e- k ( d- F)

+ e- k( h+ F)
) +

    b ( a + b ) e
- kz

( e
k( d- F)

+ e
k( h+ F)

) ;

  H
(2)
( k , H, z ) = - ekz a( e- k( d- F)

+ e- k ( h+ F)
( a + bC) + ab( ek ( d- F)

+

    ek ( h+ F)
) E + e- kz

bek ( d- F)
( b + aC) - ae- k ( h- F)

( a + bC) +

    ab( e
- k ( h+ F)

- e
k( d+ F)

) E ,

而

  X = - r cos( H+ W) = ( x - N) cosH+ ( y - G) sinH, ( 24)

H, W分别为波矢k( k̂1, k̂ 2) 和平面位矢 r( x , y ) 与 x 方向的夹角, 如图2所示# 若令 C= 1, 容

易验证方程( 23)即为均匀有限深水中的 Green函数# 将( 22) , ( 23)写为

  5 ( m)0 ( x , y , z ) S 1
2P

lim
Ly 0 Q

P/ 2

- P/ 2Q
+ ]

- ]
H

( m )
( k, H, z )

eikX

$( k , H)
dkdH # ( 25)

图 2 平面坐标系统和 k 平面的围道积分

为计算上式,取图 2所示的围道, #3, #5 与实轴成 45b角# 考虑Kelvin波的对称性,限制 y \

0, 当 P/ 2- W< H< P/ 2时, X> 0,取对应的围道 #1 y #2 y #3,此时围道内无极点;当- P/ 2

< H< P/ 2- W时, X< 0,取对应的围道 #1 y #4 y #5, 此时围道内有两个极点# 应用留数

定理,则有

  Q
+ ]

- ]
H

( m )
( k, H, z ) e

ikX

$( k , H)
dk = Q

+ ]

0

D+ ( u, H)
$+ ( u, H)

du, ( 26)

  Q
+ ]

- ]
H

( m )
( k, H, z )

eikX

$( k , H)
dk =
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    Q
+ ]

0

D- ( u, H)
$- ( u, H)

du - 2Pi 6
2

n= 1

H
( m)

( kn , H)
e

ik
n
X

$c( kn , H)
, ( 27)

式中 $c( kn, H) =
5 $
5 k k= k

n

,函数 D ? ( u , H) 和 $? ( u, H) 分别为

  D ? = (1 + i)H
( m)

[ u (1 ? i ) , H, z ] e
- | X| u

e
? iXu

,

  $? ( u, H) = $( u(1+ i) , H)# 

代入( 25)得

  5 ( m)0 =
1

2PQ
P/ 2

- P/ 2Q
+ ]

- ]

Re D+ $- + D- $+
$+ $-

dudH+

    6
2

n= 1
Im Q

P/ 2

- P/ 2
H

( m )
( kn, H)

ei k
n
X

$c( kn, H)
dH , ( 28)

上式的第一项量级为 O(1/ r ) ,而第二项量级为 O(1/ r ) ,考虑 r m h的远场效应,故有

  5 ( m)0 ~ 6
2

n= 1

Im Q
P/ 2

-P/ 2
H

( m)
( kn , H)

e
ik
n
X

$c( kn , H)
dH # ( 29)

定义基于总深度的 Froude数 Fr = U/ ( gh)
1/ 2和临界 Froude数[ 15]

  Fr
2
n =

1
2h

5 8n
5 k k= 0

=
1
2 + (- 1)

n+ 1 1
4 -

(1 - C) h1h2

h
2 , ( 30)

其中 n = 1, 2分别对应最快的表面波模式和最快的内波模式, Fr 1恒大于 Fr2:表明表面波模式

的传播速度总是大于内波模式的传播速度# 对于 Fr < Frn的流动,当 H位于0 < H< P/ 2区

间, 式 (29) 的被积函数总存在极点 kn; 而对于 Fr > Fr n 的流动, 当且仅当 H> H*
=

arccos( Frn / Fr ) 时,极点 kn 才存在,此时式(29) 的积分区间是 H*
< H< P/ 2 # 

3  辐 散场

3. 1  表面辐散场
辐散场可由下式确定

  ( (m )
=

5 u ( m)

5x +
5v ( m )

5y = -
5w ( m)

5z = -
52 5 ( m)

5z 2
z= h

1

, ( 31)

考虑源后远场 r m h驻相点附近的辐散场,因52 5 (2)
0 /5z 2

~ O(1/ r ) ,而52
/ 5z 2

(1/ r ) ~ O(1/ r2
)

为高阶小量,故自由面( m = 1) 和界面( m = 2) 的散度场可统一表示为

  - ( ( m) ( r , W) ~ 6
2

n= 1
Im Q

P/ 2

- P/ 2

52
H

( m )
( k n, H)

5z 2
ei( r / h) [- hk

n
cos( H+ W) ]

$c( kn , H)
dH =

    6
2

n= 1
Im Q

P/ 2

- P/ 2
D

( m )
( kn, H, z ) ei(r / h) [ f

n
( H+ W) ] dH , ( 32)

式中 f n ( H, W) = - hkn cos( H, W) , D ( m )
( kn, H, z ) =

52
H

( m )

5z 2 $c( kn, H)
z = h

1

# 上式表明,不论是

自由面辐散场还是界面辐散场, 两者都包括来自表面波模式( n = 1) 和内波模式( n = 2) 的贡

献# 

3. 2  驻相点

远场驻相点满足方程

  tanW= qn( H) =
secHtanH- 0. 5sec2HsinH+ 0. 25R0sec4HsinH(5 8n/ 5k )
secHtan2H+ 0. 5sec2HcosH- 0. 25R0sec4HcosH(5 8n/ 5k )

, ( 33)
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则Kelvin船行波的最大半角 Wn = arctan( qn( H
*
) ) , H* 对应最大半角 Wn# 考虑对称性,取 H\

0, 对于Fr > Frn,只存在一个驻相点 Hn, 1, Wn = arcsin( Frn/ Fr ) 为最大半角;对于Fr < Frn,存

在两个驻相点 Hn, 1Hn, 2, 最大半角 Wn 需由 dtanW/ dH= 0隐式确定# 与经典的Kelvin波型类

比[ 3] , [ 12]
, H在[ 0, H*

] 范围取值即为横向波系, H在 [ H*
, P/ 2] 范围取值即为侧向波系# 

3. 3  辐散场的峰线位置
对于大参数 r / h m 1 , 根据驻相法,由方程( 32)可得

  - ( ( m) ( r , W) = 6
2

n= 1
6
2

l= 1
A

( m )
n, l ( r , W) sin

r
h

f n( Hn, l , W) + (- 1) l+ 1 P
4

, ( 34)

其中

  A
(m )
n, l ( r, W) = D

( m )
[ kn( H) n, l , Hn, l ]

2P
r
h

| f
d
n( Hn, l , W) |

(35a)

和

  f
d
n=

52
f n ( Hn, l , W)

5H2 # ( 35b)

可以看出表面辐散场 ( (1)
( r , W) 通常由四种波系构成:分别是表面波模式( n = 1) 诱生的侧向

波系( l = 1) 和横向波系( l = 2) , 及内波模式( n = 2) 诱生的侧向波系( l = 1) 和横向波系( l

= 2) # 辐散场峰线的形状由等位相线方程确定,即

  r
h
f n( Hn, l , W) + (- 1)

l+ 1 P
4 =

    
2jP+ P

2
     (当 A

( m)
n, l > 0)

(2j + 1)P+
P
2

  (当 A
( m)
n, l < 0)

 ( j = 0, 1, 2, ,) , ( 36)

A
( m)
n, l 的符号取决于m和n,与 l无关# 与波峰线比较[ 15]

,两者位相差P/ 2, 它表明:在表面波的

峰前谷后(或谷前峰后) , 辐散场的调整幅度最大# 由于峰线的形状与振幅大小无关,因此辐散

场的峰线有类似于Kelvin波峰线的形状,如图 3所示# 

( a) Fr 1 < Fr < Fr 2           ( b) Fr > Fr 2

图 3 自由表面的波峰线和辐散场峰线

3. 4  表面辐散场沿峰线的分布

辐散场振幅函数 A
( m)
n, l 取决于源的位置F/ h、密跃层的位置 h1/ h、密度跃变的强度 C以及
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描述潜体运动状态的 Froude 数 Fr # 无量纲的振幅函数为

  �A (1)
n, l ( W) = Uh | A

(1)
n, l |

8j - 2 + c + (- 1) ( l+ 1)

8
=

    �D (1)
[ kn ( Hn, l ) , Hn, l ]

- f n( Hn, l , W)
| f

d
n( Hn, l , W) |

, ( 37)

式中 �D (1)
[ kn ( Hn, l ) , Hn, l ] S UhD

( m )
[ k n( Hn, l ) , Hn, l ] ,对于 A

(1)
n, l > 0, c = 0,而对于 A

(1)
n, l < 0, c

= 4# 为方便比较,沿峰线的极角用最大半角 Wn 归一化, 即取横坐标为 W/ Wn, 纵坐标为 �A
( m )
n, l

沿峰线的变化# 

1) 源位置的影响

图4表示两种波模式对自由面振幅函数�A
(1)
n, l的影响# 当点源从下层接近密跃层时,侧向

波系( l = 1) 和横向波系( l = 2) 的振幅函数�A (1)
n, l均随之增加# 因取 Fr / Frn比值一定,而 Fr 1

> Fr2,故表面波模式对自由面辐散场的影响较内波模式要大的多,即�A (1)
1, l > �A

(1)
2, l# 在V_型尾

迹对称轴附近 W/ Wn < 0. 6, 自由面的效应主要来自表面波模式横向波系的贡献, 而在 V_型尾

迹的边缘附近 W/ Wn > 0. 8, 表面波模式侧向波系的贡献明显增强# 在整个 Kelvin船行波的影

响域,内波模式对自由面的影响主要来自它的横向波系# 

图 4  自由表面辐散(合)场振幅函数 ( Fr / Frn = 0. 7, h1/ h = 0. 5,

C= 0. 97表面波模式(左) , 内波模式(右) )

图 5  界面辐散(合)场振幅函数 ( Fr / Frn = 0. 7, h1/ h = 0. 5,

C= 0. 97 , 表面波模式(左) ,内波模式(右) )

图 5对应两种波模式对界面振幅函数�A
(2)
n, l的影响, 因�A

( 2)
2, l m �A (2)

1, l ,故内波模式对界面的影

响较表面波模式的影响更为剧烈# 当点源从底部接近密跃层时(例如F/ h = - 0. 05) , 界面效

应完全表现为侧向波系的贡献,横向波系的影响可以不计# 但从波幅场来看(为省篇幅, 此处
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图 6 自由表面辐散(合)场振幅函数 (F/ h = 0. 25, h1/ h = 0. 5, C= 0. 97

表面波模式 Fr / Fr1 (左) ,内波模式 Fr / Fr 2 (右) )

图 7 自由表面辐散(合)场振幅函数 (F/ h = - 0. 25, h1/ h = 0. 5,

表面波模式 Fr / Fr 1 = 0. 7(左) , 内波模式 Fr / Fr 2 = 0. 7 (右) )

未画出)侧向波系和横向波系的贡献无量级的差别# 可见, 在某种程度上辐散场的描述较波幅

场的描述更能刻画问题的特征# 

2) Froude数的影响

图6表示两种波模式对自由面辐散场振幅函数 �A ( 1)
n, l的影响# 取 h1/ h = 0. 5, C= 0. 97,

并将点源置于下层流体的中部# 当 Fr / Frn y 1时,侧向波系�A (1)
n, l的影响域逐渐扩展,影响程

度逐渐变强,这种现象类似在均匀有限深流体中当运动源的 Froude 数趋近于 1的情形;图中,

横向波系 �A (1)
n, 2 随 Fr / Frn 的变化趋势不确定# 

3) 流体密度比 C的影响

图7显示当密度比 C= Q1/ Q2改变时两种波模式对自由面辐散场振幅函数�A
(1)
n, l的影响# 

取 Fr / Frn = 0. 7, h1/ h = 0. 5, F/ h = - 0. 25# 随着 C减小,各种模式、各种波系的振幅函数

�A (1)
n, l 都呈增加的趋势# 事实上, 当 C减小时,下层流体起的作用类似于固壁,使总有效深度减

小,故 �A
(1)
n, l 增加# 图中还表明侧向波系的贡献主要集中在Kelvin船行波的边缘# 因 �A ( 1)

1, l >

�A (1)
2, l , 故表面波模式对自由面辐散场的影响较内波模式大# 

根据以上讨论,一般情况下有 �A (1)
1, l m �A (1)

2, l和�A
(2)
2, l m �A ( 2)

1, l ,即表面波模式主要对表面辐散场

产生作用而内波模式主要对界面辐散场产生作用# 然而当密度跃变较强(即 C不接近 1)、点

源距密度跃层较近(即较大) 且Fr / Frn趋近于1时,两种波模式对自由面辐散场有可能产生同

等重要的影响,即�A ( 1)
1, l ~ �A

(1)
2, l# 显而易见,在适当条件下分层流体中水下运动物体的非声探测
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是可能的# 例如当 C= 0. 4, h1/ h = 0. 5, F/ h = - 0. 1, Fr = 0. 37时, 对应于Fr1 = 0. 903, Fr 2

= 0. 428 7, 内波模式导致的自由面辐散场强度与表面波模式的贡献相当,两者具有强烈的耦

合作用,如图 8所示# 下节从自由面辐散场的水平分布可以更清楚地观察到这种影响# 

图 8 两种模式对表面辐散的影响    

( Fr = 0137, h1/ h = 015,F/ h = - 011,

C= 014, Fr1 = 01903, Wmax = 191 48b,

Fr 2 = 014287, Wmax = 281 47b)

图 9  Fr < Fr2 时自由面辐散场的

水平分布 ( C = 014,F/ h = - 011,

h2/ h = 01 5, h1 = h2 = 15m , Fr =

0142, Fr 1 = 01903, Fr2 = 01 428 7, W1

= 19148b, W2= 591 40b# 颜色深浅表

示辐散的强弱)

图 10  Fr 2 < Fr < Fr 1时自由

面辐散场的水平分布 ( C= 01 4,

F/ h = - 01 1, h2/ h = 015, Fr =

016, h1 = h2 = 15m)

图 11  Fr > Fr 1时自由面辐散

场的水平分布 ( C = 014, F/ h

= - 011, h2/ h = 015, h1 = h2 =

15m , Fr = 113, Fr 1 = 01903, Fr 2 =

01428 7, W1 = 44105b)

3. 5  表面辐散场的水平分布

考虑远场驻点附近,各种波系对表面辐散场 (
(1)
( r , W) 的共同作用, 由于 Fr1 始终大于

Fr 2,我们讨论了三种典型情况下的自由面辐散场的水平分布, 即 1) Fr < Fr 2, 2) Fr 2 < Fr <

Fr 1和 3) Fr > Fr 1# 取17h @ 17h的矩形计算域, 点源位于下层流体 F/ h = - 0. 1处,每层深

度为 15m,密度比率 C= 0. 4# 

情形 1:取 Fr = 0. 42, 则 Fr < Fr2 = 0. 428 7# 

914 有限深度两层流体系统中运动点源生成的内波及其与自由面的相互作用



图 12  自由面最大辐散强度

随深度的衰减

(实线 C= 0. 4, Fr = 0. 42, h1/ h = 0. 5,

F= - 3. 0m, 虚线 C= 0. 97, Fr = 0. 08,

h1/ h = 0. 5, F= - 3. 0m)

此时,在自由面的辐散场中,两种波模式均产

生侧向波系和横向波系, 根据上节讨论,两种模式

的贡献相当# 图 9 中内波模式的显著作用表现

为: ( a) Kelvin船行波的最大半角趋近于 W2 = 59.

4b > W1 = 19. 48b , ( b)内波模式的两种波系的波

长大于表面波模式的波长# 

情形 2:取 Fr = 0. 6,则0. 428 7= Fr2< Fr <

Fr 1 = 0. 903# 

此时, 自由面辐散场的贡献来自表面波模式

的侧向和横向两种波系 �A (1)
1, 1 和 �A

(1)
1, 2 ,以及内波模

式的侧向波系 �A ( 1)
2, 1 # 根据上节的讨论,内波模式

的影响可以忽略, 因此自由表面辐散场呈表面波

模式的特征,图 10中可看到对比度强烈的区域# 

情形3:取 Fr = 1. 3,则 Fr > Fr1 = 0. 903# 

( a) ( b)

图 13  小球在下层运动对自由面的影响

( h1 = 3. 0, h2 = 15. 3, F= - 5. 0, W1 = 19. 48b, W2 = 20. 34b)

( a) ( b)

图 14 小球在下层运动对密度跃层的影响

( h1 = 2. 0 cm , h2 = 16. 5 cm ,F= - 6. 0cm, W1 = 19. 48b, W2 = 20. 34b)
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此时,自由面辐散场的贡献来自表面波模式的侧向波系�A ( 1)
1, 1和内波模式的侧向波系�A

(1)
2, 1 # 图 11

中自由面辐散场主要呈表面波模式的特征# 

3. 6  最大辐散场的量级估算

我们对两种特殊情形作如下估算: 1)取 C= 0. 4, Fr = 0. 42, h1/ h = 0. 5, F= - 3. 0 m,对

应的 Fr 1 = 0. 903, Fr 2 = 0. 428 7, 此时,内波模式对自由表面辐散场的影响具有与表面波模式

的影响同量级; 2) 取 C= 0. 97, Fr = 0. 08, h1/ h = 0. 5, F= - 3. 0 m,对应的 Fr 1= 0. 996, Fr 2

= 0. 087, 在这样小的 Froude数下,自由面辐散场强度远小于界面辐散场强度,即 �A
(1)
n, l n �A (2)

n, l ,

对应于所谓/死水效应0[ 15]# 考虑自由面辐散场峰线上的振幅值,则有

  | ( ( 1)
| [ 8

7
| A

(1)
1, 1 | +

8

5
| A

( 1)
1, 2 | +

8

3
| A

(1)
2, 1 | + 8 | A

(1)
2, 2 | =

记

I# ( 38)

图12表明:自由面辐散场的幅值随总深度 h 增加而减小,满足 SAR成像的典型辐散强度 10- 3

~ 10- 4的海洋深度 h U 100 m ~ 150 m,此外, 两层流体密度比 C减小一倍可使表面辐散强度

提高约一个数量级# 实际的计算表明当总深度 h ~ O(10) (单位: m)时, 波高的幅值已在 cm

量级,可见,随着深度的增大, 探测自由面波高变化的可能性实际很小# 

4  与实验的比较

马晖扬等人[ 6]在 0. 5(高) @ 0. 3(宽) @ 3(长) (单位: m)的静水槽中分别以水/盐水或柴

油/盐水为分层介质, 对位于下层的小球运动诱生的重力内波在自由面产生的影响做了实验

研究# 本文计算了实验数据对应的 Fr 数和临界Frn 数( n = 1, 2) , 并依据上述理论对实验结

果作了定性分析# 

4. 1  物体运动对自由面的影响

在水/盐水的分层流体中,根据实验事实:当小球距密度跃层约 5. 0 cm,并以 32. 4 cm/ s速

度运动时,可观测到自由面发生的变形,随着小球接近密度跃层,自由面的变形更加明显,如图

13( a)所示# 根据实验数据的计算, Fr = 0. 242处于 Fr2 < Fr < Fr 1范围,故表面波模式在自

由面同时产生侧向波系和横向波系,而内波模式在自由面仅生成侧向波系# 因实验中内波模

式的最大临界 Fr2 = 0. 101 36, Fr 数并不是十分接近Fr2,故内波模式对表面波的影响较弱,自

由面的波动主要来自表面波模式的贡献;而在中心线 W= 0附近,表面波模式的侧向波振幅基

本为零,同时又因水槽较窄,故自由面主要呈表面波模式横向波系的特征# 图 13( b)给出了自

由面辐散场的水平分布, 包括在点源后面 220 cm处, 宽度约 31 cm范围的放大图# 由图可见,

理论分析与实验结果定性地一致# 

4. 2  物体运动对密跃层的影响
在柴油/盐水的分层流体中, 根据实验事实: 当小球距离密度跃层较远时, 密度跃层上可

观察到类似Kelvin船行波的形状, 照片中反映的主要为侧向波系, 如图14( a) ; 当小球距密度

跃层较近时, 密跃层上的图案极为复杂, 而当小球运动较快时, 呈湍流尾迹图案# 根据实验

数据的计算, Fr= 0. 240 6 , 其值仍在 Fr 2 < Fr < Fr1 区间, 故内波模式在密度跃层仅生成侧

向波系, 而表面波模式在密跃层同时生成侧向波系和横向波系# 当小球距密跃层较远时(例

如F= - 6. 0 cm,对应Fr 2= 0. 150 5) ,由于Fr数并不是十分接近Fr 2,表面波模式的作用较弱,

密度跃层上的变形主要来自内波模式的贡献, 此时, 内波模式侧向波系的最大半角 Wn =

arcsin(0. 150 5/ 0. 240 6) U 38. 7b,理论计算结果与实验照片定性吻合, 参见图 14( b)# 当小球
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逐渐接近密跃层(例如 F= - 2. 0 cm) , Fr 2/ Fr = 0. 230 5/ 0. 240 6 = 0. 958接近 1,内波模式侧

向波系的最大半角 Wn = arcsin 0. 958 U 73. 3b,此时内波模式不仅对密跃层产生较大影响且对

自由面的影响也突显出来(实验中未给出照片) ,同时随 Fr 1的减少表面波模式对密跃层变形

的影响增强# 当小球运动较快时, 流动中显现强烈的非线性效应以及湍流尾迹,这些现象难以

在线性势流理论的范畴内讨论# 

5  主 要结 论

根据上述理论分析及与实验的比较,我们有如下主要结论:

1) 传统水波动力学的线性理论对本文所讨论的问题是适用的# 当上下层流体密度跃变

较大, 源接近密跃层,且 Fr 接近内波模式的Fr2 时, 内波模式导致的自由面辐散场强度与表面

波模式的贡献相当, 两者具有强烈的耦合作用# 本文结果与实验定性一致# 

2) 自由面辐散场对海洋表面的卫星遥测可能有重要价值# 用本文方法可估算 SAR对海

中物体运动成象的有效海洋极限深度和物体极限深度# 点源运动对自由面辐散场的影响随海

洋深度的增加而减少,且密度跃变越强,影响的深度越深# 

3) 本文给出了二流体系统中物体在流体上层或下层运动与解的奇性无关的一个简洁证

明,以及利用驻相法给出了辐散场的峰值总是处于峰前谷后(或谷前峰后)的理论证明# 

致谢  马晖扬教授为本文研究提供了诸多帮助, 在本文工作中董力耘博士亦给予了友情
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Suarface Effects of Internal Wave Generated

by a Moving Source in a Two_Layer Fluid

of Finite Depth

WEI Gang1, 2,  LE Jia_Chun1,  DAI Shi_qiang1

( 1. Shangha i In stitute of Applied Mathem atics &Mechanics , Shanghai Un iv er sity ,

Shan ghai 200072, P . R . China ;

2. In stitute of Scien ce , Univer sity of Science and Techn ology ,

PLA Nanjing , Nan jin g 211101, P . R . China )

Abstract: Based on the potential flow theory of water waves, the interaction mechanism between the

free_surface and internal waves generated by a moving point source in the lower layer of a two_layer

fluid was studied . By virtue of the method of Green. s function, the properties of the divergence field

at the free surface were obtained, which plays an important role in the SAR image. It is shown that

the coupling interaction between the surface_wave mode and internal_wave mode must be taken into

account for the cases of large density difference between two layers, the source approaching to the

pynocline and the total Froude number Fr close to the critical number Fr 2. The theoretical analysis is

qualitatively consistent with the experimental results presented by Ma Hui_yang.

Key words: internal wave; surface wave; stratified fluid; divergence field; wave_wave interaction;

ship wave
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