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摘要:  研究了一种可压超弹性材料组合球体中的空穴生成问题, 得到了组合球体在径向拉伸作

用下空穴生成时分叉问题的解,包括均匀变形的平凡解和有内部空穴生成的分叉解# 给出了空穴

生成时的分叉曲线和球体中的应力分布,观察到了右分叉和左分叉现象及应力间断和应力集中现

象# 通过能量的比较分析了解的稳定性# 
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引   言

Horgan[ 1]对超弹性材料中的空穴生成问题的研究进展做了一个综述,其中, 不仅包括了均

匀的、各向同性材料, 还包括了非均匀、各向异性材料# 关于不可压超弹性材料, Horgan 和

Pence
[ 2, 3]
讨论了材料的组合对材料中空穴生成问题的影响,得到了两种 neo_Hookean 材料组合

球体中空穴生成问题的解析解,发现这种组合球体不仅可以发生右分叉, 还可以发生左分叉,

且分叉的稳定性和应力分布有显著的差异# 关于均匀的可压超弹性材料, Horgan 和 Abe-

yaraine[ 4] , Horgan[ 5] ,尚新春和程昌钧[ 6, 7]等曾得到过一些特定材料的解, 但关于组合的可压超

弹性材料尚未见报导# 在文[ 8, 9]中,作者曾分析了不可压超弹性材料中的空穴生成问题,本

文的目的是研究组合可压超弹性材料中的空穴生成问题# 文中分析了一个由两种可压超弹性

材料组合的球体在表面均布拉伸作用下空穴生成的分叉问题# 求得了空穴生成时的分叉解和

临界拉伸值,并给出了空穴生成的分叉曲线, 发现这类材料的组合球体可以发生右分叉, 也可

以发生左分叉, 发生分叉的条件和球体的两个组合部分的几何尺寸和材料性质有关# 给出了

空穴生成时的应力分布曲线, 讨论了空穴生成时组合球体中的应力间断和应力集中现象# 通

过能量比较讨论了解的稳定性,发现右分叉和左分叉的稳定性有显著的差异# 
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1  问题的数学描述

考察一个半径为 b ,且在半径为 a( a < b) 处由两种可压材料组合而成的球体在表面均匀

径向拉伸 K\ 1作用下的有限变形问题# 设变形前后组合球体在 R = a处总粘合在一起,并

满足径向位移和径向应力的连续性条件 # 对整个球体分别取物质坐标系和空间坐标系为

( R , ( , 5 ) 和( r , H, U) ,设球体的变形是球对称的,即其变形模式为

  r
[ i ]

= r
[ i ]

( R ) > 0, H
[ i ]

= (
[ i ]

, U
[ i]

= 5
[ i]   ( i = 1, 2) , ( 1)

式中, r
[ i]

( R ) 为两个待定函数# 在本文中如不做特殊声明,当0 [ R [ a时,上标[ i ] 取为1,

表示与内球体相应的量, 当 a [ R [ b 时,上标[ i ] 取为 2, 表示与外球壳相应的量# 

相应的变形梯度张量 F
[ i ]
及右伸长张量 U

[ i ]
为

  F
[ i]

= U
[ i]

= diag( K
[ i ]
1 , K

[ i ]
2 , K

[ i ]
3 ) , ( 2)

式中,主伸长

  K
[ i]
1 = Ûr [ i ]

( R ) =
dr [ i]

dR , K
[ i ]
2 = K

[ i]
2 =

r
[ i]

( R )
R

# ( 3)

取组合球体的材料均为具有如下形式的应变能函数的可压缩超弹性材料[ 7] , [ 9]

  W
[ i]

= C
[ i]
1 ( j

[ i ]
1 - 3) + C

[ i ]
2 ( j

[ i]
2 - 3) + C

[ i]
3 ( j

[ i ]
3 - 1)   ( i = 1, 2) , ( 4)

式中, j
[ i ]
1 , j

[ i]
2 , j

[ i]
3 ( i = 1, 2) 分别为其右伸长张量 U

[ i] 的不变量,

  

j
[ i ]
1 = t rU

[ i ]
= K

[ i ]
1 + K

[ i ]
2 + K

[ i ]
3 ,

j
[ i ]
2 = t r( U[ i ]

)
- 1

=
1
K[ i]
1

+
1
K[ i ]2

+
1
K[ i ]3

,

j
[ i ]
3 = detU

[ i ]
= K

[ i ]
1 K

[ i ]
2 K

[ i ]
3 # 

( 5)

C
[ i]
1 , C

[ i ]
2 , C

[ i ]
3 , ( i = 1, 2) 分别为材料常数,

  C
[ i ]
1 = L[ i] 1 - 3M[ i]

1 - 2M[ i]
, C

[ i]
2 = L[ i ]

1- M[ i]

1- 2M[ i ]
, C

[ i ]
3 = L[ i] 2M[ i]

1- 2M[ i]
# ( 6)

其中, L[ i]
> 0, 0 < M[ i ] < 1/ 3 ( i = 1, 2) , 分别为材料在小应变状态时的剪切模量和泊松比# 

相应的Cauchy 应力张量的各非零分量为

  

S
[ i]
1 =

1
K[ i]
2 K[ i]3

5W [ i]

5K[ i ]1
=

1
K[ i ]1 K[ i ]2 K[ i ]3

C
[ i ]
1 K[ i]

1 -
C

[ i]
2

K[ i]1
+ C

[ i ]
3 ,

S[ i]
2 = S[ i ]3 =

1
K[ i ]1 K[ i ]2

5W [ i ]

5K[ i]
2

=
1

K[ i]
1 K[ i]2 K[ i]3

C
[ i ]
1 K[ i ]2 -

C
[ i ]
2

K[ i ]2
+ C

[ i]
3 # 

( i = 1, 2)

( 7)

忽略体积力时, 球体应力分量应满足的平衡方程为

  
dS

[ i]
1

dR
+ 2

Ûr [ i ]
( R )

r
[ i ]

( R )
( S[ i ]1 - S[ i]2 ) = 0   ( i = 1, 2)# ( 8)

在给定球体外表面上的均匀位移时,边界条件为

  r
[ 2]

( b ) = Kb , ( 9)

式中 K\ 1为给定的外加径向拉伸# 如有空穴生成,则由于空穴边界自由,故边界条件为

  lim
R y 0

+
r
[ 1]

( R ) = D> 0 且 lim
R y 0

+
S[ 1]1 (0) = 0# ( 10)

两球体分界面 R = a处的径向位移和径向应力的连续性条件要求
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  r
[ 1]

( a) = r
[ 2]

( a) , S[ 1] ( a) = S[ 2] ( a) # ( 11)

2  问题的求解

对任意的 K\ 1 ,设问题总存在一个平凡解

  
r ( R ) = a1R + b1   (0 [ R [ a) ,

r ( R ) = a2R + b2   ( a [ R [ b )# 
( 12)

代入边界条件及连续性条件( 9)、( 10)、( 11)可得 b1 = 0及 a1, a2, b2满足的方程组

  

a2 b + b2 = Kb, a1a = a2a + b2,

1

a
2
1

C
[ 1]
1 -

C
[ 1]
2

a
2
1

+ C
[ 1]
3 =

a
2

a2( a2a + b2)
2 C

[ 2]
1 a2-

C
[ 2]
2

a2
+ C

[ 2]
3 # 

( 13)

对给定的 K\1,由(13) 可求得相应的 a1, a2, b 2的值# 相应的在组合球体中心有 r (0) = 0 ,

即此时球体在空间坐标系中仍为一个实心球体, 其中没有空穴生成# 球体中心相应的应力分

量为

  S1h(0) = S2h (0) =
1

a
2
1

C
[ 1]
1 -

C
[ 1]
2

a
2
1

+ C
[ 1]
3 # ( 14)

由平衡方程( 8)和应变能函数( 4)可得

  &r [ i ]
-

1
R
Ûr [ i]

+
RÛr [ i ]

3

r
[ i ]

2 = 0   ( i = 1, 2)# ( 15)

引入变换

  R
[ i ]

= R
[ i ]

( t
[ i ]

) , r
[ i]

= r
[ i ]

( t
[ i]

) , t
[ i ]

=
K[ i ]1

K[ i ]2
=

R
[ i ]Ûr [ i ]

r
[ i]   ( i = 1, 2) ( 16)

可得

  

dR [ i]
( t

[ i ]
)

dt [ i ]
=

R
[ i]

( t
[ i ]

)

t
[ i ]

(1- t
[ i ]

) (2+ t
[ i]

)
,

dr ( t [ i ] )

d t
[ i ] =

r ( t
[ i ]

)

(1- t
[ i ]

) (2 + t
[ i ]

)

( 17)

对( 17)积分可得

  R
[ i ]

( t
[ i]

) = C
[ i ] t

[ i] 1/ 2

(1- t
[ i]

)
1/ 3

(2+ t
[ i]

)
1/ 6, r

[ i]
( t

[ i ]
) = D

[ i ] 2 + t
[ i ]

1 - t
[ i ]

1/ 3

, ( 18)

式中, C
[ i]

, D
[ i ]

( i = 1, 2) 为待定积分常数, 将( 18)代入( 7)及边界条件和连续性条件( 9)、

( 10)、( 11)可得

  

C
[ 1]

=
a(1- t

[ 1]
a )

1/ 3
(2+ t

[ 1]
a )

1/ 6

t
[ 1] 1/ 2
a

,

D
[ 1]

=
4 C

[ 1]
2

4C [ 1]
3

a (1- t
[ 1]
a )

1/ 3
(2 + t

[ 1]
a )

1/ 6

t
[ 1] 1/ 2
a

# 

( 19)

  C
[ 2]

=
a(1- t

[ 2]
a )

1/ 3
(2+ t

[ 2]
a )

1/ 6

t
[ 2] 1/ 2
a

, D
[ 2]

= Kb
1- tb
2+ tb

1/ 3

, ( 20)

式中, t
[ 1]
a , t

[ 2]
a , t b待定, 满足方程组
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a
4 C

[ 1]
2

4C [ 1]
3

2 + t
[ 1]
a

t
[ 1]
a

1/ 2

= Kb
1- tb
2+ tb

1/ 3 2 + t
[ 2]
a

1 - t
[ 2]
a

1/ 3

,

a(1- t
[ 2]
a )

1/ 3
(2+ t

[ 2]
a )

1/ 6

t
[ 2] 1/ 2
a

=
b(1 - t b)

1/ 3
(2 + tb )

1/ 6

t
1/ 2
b

,

4C
[ 1]
3

C
[ 1]
2

C
[ 1]
1 t

[ 1]
a

2+ t
[ 1]
a

-
4C

[ 1]
3

C
[ 1]
2

C
[ 1]
2

(2 + t
[ 1]
a )

2+ C
[ 1]
3 =

  
2 + tb

K
2
t b

C
[ 1]
1 t

[ 2]
a

2+ t
[ 2]
a

-
2+ tb

K2t b

2
C

[ 2]
2

(2+ t
[ 2]
a )

2 + C
[ 2]
3 # 

( 21)

对给定的 K\ 1, 由(21) 可求得相应的 t
[ 1]
a , t

[ 2]
a , tb 的值, 再代入(20) 可求得相应的积分常数

C
[ i]

, D
[ i]

( i = 1, 2)# 同时, 由边界条件( 10)可得空穴的增长

  D( K) = lim
t y 0

r
[ 1]

( t ) =
3
2 4 C

[ 1]
2

4C [ 1]
3

a(1- t
[ 1]
a )

1/ 3
(2+ t

[ 1]
a )

1/ 6

t
[ 1] 1/ 2
a

# ( 22)

由( 22)计算 D值时,让 K从一个充分大的数开始逐渐减小直到D= 0, 此时得到的 K值即为生成

空穴的拉伸的临界值, 同时也获得了球体的分叉曲线# M[ 2] = M[ 1] = M, L[ 2] = 2L[ 1] 时的分叉

曲线示于图1, M
[ 2]

= M
[ 1]

= M, L
[ 2]

= 0. 25L
[ 1]
时的分叉曲线示于图 2# 由图可见,当 M

[ 2]
=

M[ 1] = M, L[ 2]
= 2L[ 1] 时,组合球体发生右分叉,外加位移的临界值为 Kcr = 1. 28(M= 0. 2)# 

当M[ 2] = M[ 1] = M, L[ 2]
= 0. 25L[ 1]时, 组合球体发生左分叉,外加位移的临界值为 Kcr = 2. 95(M

= 0. 2) # 发生左分叉或右分叉的条件和组合球体的两部分的几何尺寸和材料性质有关# 此

处组合球体可以发生右分叉, 也可以发生左分叉, 和不可压超弹性组合球体的情况相似# 

当 L[ 2]
= 2L[ 1] , M= 0. 2时,球体中的位移分布示于图3# 当 K[ Kcr时,组合球体处于均

匀分布的变形状态,径向位移在空穴表面处为零,其大小随 R / b 的增加而增加, 在 R \ a时随

R / b 的增加而减少# 当 K\Kcr时,径向位移在空穴表面处为一个有限的值,随球体半径 R的

增加而减少,在 R \ a 时随R / b 的增加而增加# 

图 1 不同泊松比下球体的分叉曲线    图 2 球体的分叉曲线及其稳定性示意图

( L[ 2] = 2L[ 1] ) ( L[ 2] = 0. 25L[1] )

3  应力间断及应力集中

将( 18)式及所得参数值代入应力分量( 7)式可得
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  图 3  u( r ) 随 R/ b的分布曲线        图 4 S1、S2随 R/ b的分布曲线

  

S[ i]
1 ( R) =

C
[ i ]

D
[ i ]

2 C
[ i ]
1 t

2 + t
-

C
[ i]

D
[ i ]

4 C
[ i]
2

(2+ t)
2+ C

[ i ]
3 ,

S[ i]
2 ( R) = S[ i]3 =

C
[ i]

D
[ i ]

2 C
[ i]
1

2 + t
-

C
[ i]

D
[ i ]

4 C
[ i ]
2 t

(2+ t)
2+ C

[ i]
3 ,

  ( i = 1, 2) ( 23)

式中, t 满足方程

  

R( t) = C
[ 1] t

1/ 2

(1- t)
1/ 3

(2 + t)
1/ 6   (0 [ R [ a) ,

R( t ) = C
[ 2] t

1/ 2

(1- t)
1/ 3

(2 + t)
1/ 6   ( a [ R [ b)# 

( 24)

对给定的 K\Kcr,球体中半径为R处相应的 t值由(24) 给出,则应力分量由(23) 式给出# K

< Kcr时,平凡解对应的应力分布由(7)、(12) 式给出# 当 L[ 2]
= 2L[ 1]

, M= 0. 2时,球体中的

应力分布示于图4# 当 K[ Kcr时, 组合球体处于均匀分布的变形状态,应力的大小随 K的增加

而增加# 当 K\ Kcr时,径向应力 S1在空穴表面处为零, 且随球体半径 R 的增加而增加;环向

应力 S2 在空穴表面处为一个有限的值,且随球体半径 R 的增加而减少; 在材料的界面处径向

应力 S1 是连续的, 环向应力是不连续的, 发生一定量的跳跃, L[ 2]
> L[ 1] 时, 其跳变值为正,

L
[ 2]

< L
[ 1]
时, 其跳变值为负# 

当 K [ Kcr 时, S1h (0) = S2h(0) =
1

a
2
1( K)

C
[ 1]
1 -

C
[ 1]
2

a
2
1( K)

+ C
[ 1]
1 ;

当 K> Kcr 时, S2c (0) =
C

[ 1]

D
[ 1]

C
[ 1]
1

2
+ C

[ 1]
3 , S1c (0) = 0# 

显然可见,在 K\ Kcr时,球体中应力随 K的变化有一个明显的间断现象,在靠近空穴边缘处尤

为明显,但随球体半径 R 的增加而减少# 空穴边缘的应力间断现象示意于图 5# 由图可见,

和不可压组合材料相比较[ 2]
,不同的是当 K[ Kcr时, S1h(0) , S2h(0) 随 K的增加形式是非线性

的,而当 K> Kcr时, S2c (0) 是一个有限的值# 同时也可以看到,球体中应力 S2c( R) 在靠近空

穴边缘处有明显的应力集中现象, 在空穴边缘处最大, 其值为K max = S2c (0) / S2h (0) (当 L[ 2]
=

1. 2L[ 1]
, M= 0. 2时 K max = 1. 54) , 但随球体半径 R的增加而减弱# 

4  能量分析

由前面的分析可见, 组合球体在 K\Kcr时可以发生右分叉,相应的有两个平衡解;也可以

发生左分叉,在 Kg [ K[ Kcr( ( Kg, Dg) 为分叉曲线上的拐点,如图2所示)时相应的有三个平衡
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解,在 K\ Kcr时有两个平衡解# 为了判断平衡解的稳定性有必要比较两种变形状态下球体的

能量# 不难得到球体的总能量为

  E = QV
WdV = 4PQ

b

0
R

2
WdR# ( 25)

应用[ 5]和[ 7]中的变换方法,对于平凡解,由( 25)、( 4)可得能量的表达式

  Eh ( p 0) =
4
3
Pa3

W( K1, K2, K3) | R= a
- -

      4
3 Pa

3
W( K1, K2, K3) - ( K1 - K2)

5W
5K1

( K1, K2, K3) | R= a
+ +

      4
3
Pb

3
W( K1, K2, K3) - ( K1- K2)

5W
5K1

( K1, K2, K3) | R= b ( 26)

式中, K1, K2, K3 对应于 K,由( 3)和( 12)确定# 对于空穴分叉解,能量的表达式为

  Ec( p 0) =
4
3
Pa3 W( K1, K2, K3) - ( K1 - K2)

5W
5K1

( K1, K2, K3) | t= t
[ 1]

a
-

      4
3
Pa3 W( K1, K2, K3) - ( K1 - K2)

5W
5K1

( K1, K2, K3) | t= t
[ 2]

a
+

      4
3
Pb3 W( K1, K2, K3) - ( K1- K2)

5W
5K1

( K1, K2, K3) | t = t
b
, ( 27)

  图 5 空穴边缘应力间断示意图       图 6 球体的能量曲线( L[ 2] = 2L[ 1] )

  图 7 球体的能量曲线

( L[ 2] = 0. 25L[ 1] )

式中, t
[ 1]
a , t

[ 2]
a , t b对应于K,由(21) 确定# 由(26) 和

(27) 所得球体的能量比较曲线示于图 6 和图 7# 可

见对右分叉曲线而言, 当 K> Kcr 时, 总有 Ec ( K) <

Eh( K) 成立, 即分叉解的能量总是小于平凡解的能

量,因此当 K> Kcr 时,分叉解是稳定的# 对左分叉

曲线而言,当 K> Kcr时, 对于 D [ Dg( ( Kg, Dg) 为分叉

曲线上的拐点, 如图 2所示) 的分叉曲线总有 Ec ( K)

> Eh( K) 成立, 即该部分分叉解的能量总是大于平

凡解的能量,分叉解是不稳定的;对于 D> Dg的分叉

曲线,当 D> Dt ( ( Kt , E t ) 为能量曲线上分叉解的能量

等于平凡解的能量的点) 时, 有 Ec ( K) < Eh ( K) 成

立,即该部分分叉解的能量小于平凡解的能量, 分叉

解是稳定的# 因此, 当 D> Dt时, 分叉解是稳定的# 对右分叉曲线而言,组合球体中的空穴是

从零开始连续性的增长的,而对左分叉曲线而言, 组合球体中的空穴是以一个有限的值突然出
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现的# 左分叉曲线的稳定性也可见图 2所示# 
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Cavity Formation at the Center of a Sphere Composed of

Two Compressible Hyper_Elastic Materials
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Abstract: The cavitated bifurcation problem in a solid sphere composed of two compressible hyper_e-

lastic materials under a uniform boundary radial stretch was examined. The solutions, including the

trivial solution and the cavitated solutions, were obtained. The bifurcation curves and the stress con-

tributions subsequent to cavitation were discussed. The phenomena of the right and the left bifurca-

tions as well as the catastrophe and concentration of stresses are observed. The stability of solutions

is discussed through the energy comparison.

Key words: compressible hyper_elastic material; cavitated bifurcation; catastrophe and concentration

of stress; energy comparison
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