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摘要 :  采用逆解法求解了均布荷载作用下压电材料简支梁的解析解# 首先给出应力函数和电位

移函数的多项式表达式,进而根据相容方程以及应力和电位移、位移和电势的边界条件, 求得了同

时考虑材料弹性参数、密度参数和压电参数呈梯度变化时, 简支梁在均布荷载作用下的解析解# 

作为特例还得到了常体力以及材料参数为常数时的解答# 并对结果进行了讨论# 

关  键  词:  简支梁;  FGM;  解析解;  压电材料

中图分类号:  O342   文献标识码:  A

引   言
智能结构是近年来出现的一种新型结构形式# 以压电材料作传感元件或驱动元件的智能

结构, 由于其反应迅速、信号便于控制等优点,无论在理论研究还是工程应用方面都得到了研

究者的广泛关注
[ 1]# 如借助于傅里叶变换对压电体三维基本解[ 2, 3]

和三维夹杂问题
[ 4]
的研

究,对压电体结构有限元分析方法的研究[ 5, 6]以及对压电材料微观执行器的研究[ 7, 8]等,这些

研究成果为进一步研究智能结构的形状感测和控制以及振动控制提供了参考# 

然而,人们同时也发现,目前在工程中广泛使用的压电元器件还存在着许多缺陷, 如用作

为执行器的压电双晶片, 其粘接层在低温时容易开裂, 在高温时又容易产生蠕变,这在很大程

度上限制了它在工程中的应用范围# 为解决此问题,人们试图用梯度功能压电材料取代压电

双晶片,希望取得较理想的效果# 目前,无论是材料制备[ 9]、理论分析[ 10, 11]还是实验研究[ 12]均

表明, 这一尝试是成功的# 对 BaTiO3 梯度功能压电陶瓷执行器的研究表明, 虽然执行器的横

向位移稍有减小,但梁内却不会再有应力失配现象出现[ 12]# 

采用逆解法,本文研究了均布荷载作用下压电简支梁的解析解# 通过假定适当形式的应

力函数和电位移函数,在材料弹性参数、材料密度参数和压电参数同时呈梯度变化的情况下,

得到了简支梁的解析解, 文[ 13]的解答是本文的特例之一,而且本文所给解答具有非常简单的
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表达式# 最后, 本文对所得解答进行了讨论# 

1  基 本方 程

设材料沿 z 轴极化, 考虑 x_z 面内的平面应变问题,其线性的力_电耦合本构方程可写为

  

Ex = S11Rx + S13Rz + g31Dz , Ez = S 13Rx + S33Rz + g 33Dz ,

Cxz = S 44Sxz + g15Dx ,

Ex = - g15Sxz + F11D x , Ez = - g31Rx - g33Rz + F33Dz,

( 1)

其中 Eij、Rij 分别为应变张量和应力张量的分量, Di、E i 分别为电位移矢量和电场强度矢量,变

量下标 i、j 为张量坐标方向,取值 1、2; S ij 是平面应变问题的弹性柔度参数, Fij 是介电隔离率,

g ij 是压电电压参数# 不考虑体电荷,静力平衡方程可写为:

  

5Rx
5x +

5Sxz
5z + Fx = 0,

5Sxz
5 x +

5Rz
5z + Fz = 0,

5Dx
5x +

5Dz
5z = 0,

( 2)

F i (即 Fx、Fz ) 为体积力# 此外,用 u 和w 分别表示沿x 和 z 方向的位移, <表示电势,在小变

形情况下几何方程可表示为:

  
Ex =

5 u
5x , Ez =

5w
5z , Cxz =

5 u
5z +

5w
5x = 2Exz ,

Ex = -
5 <
5x , Ez = -

5 <
5z# 

( 3)

由几何方程( 3) , 可导出应变和电场强度表示的协调方程:

  

52Ex
5z 2 +

52Ez
5x 2 =

52 Cxz
5x5z ,

5Ex
5z -

5Ez
5x = 0# 

( 4)

此外,协调方程还可通过应力和电位移进一步表示为:

  

S11
52

5z2
+ S 13+

S 44

2

52

5x 2 Rx + S33
52

5x 2 + S13+
S 44

2

52

5z 2 Rz +

  g31
52
Dz

5z 2 + g33
52
Dz

5x 2 - g15
52
Dz

5x5z = -
S44

2
5Fx
5x +

5Fz
5z

,

( g15 + g31)
5Rx
5x + g33

5Rz
5x + F11

5Dx
5z - F33

5Dz
5x + g15Fx = 0# 

( 5)

图 1  均布荷载作用下两端简支压电梁

对图 1所示简支梁,下表面接地, 上表面受集度为 q

的均布荷载作用# 考虑体力及材料参数仅沿 z 轴呈

梯度变化, 且没有外加电场作用# 进一步假设体积

力有势,即 Fx = 0, Fz = - 5 V/ 5z ( V 是势函数)# 由
平衡方程引入应力函数 U和电位移函数W, 使得

  Rx =
52U
5z 2 , Rz =

52 U
5x 2 + V, Sxz = -

52 U
5x5z ,

( 6a)
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  D x =
5W
5z , Dz = -

5 W
5x# ( 6b)

协调方程( 5)可进一步改写为:

  

S11
54U
5z 4 + 2S13+ S44

54 U
5x 25z 2 + S33

54U
5x 4 =

  ( g15+ g31)
53
W

5x5z 2 + g33
53
W

5x 3 - S13
52
V

5 z2
- S33

52
V

5x 2 ,

( g15 + g31)
53U
5 x5z 2 + g33

53U
5x 3 = - F11

52 W
5z 2 - F33

52 W
5x 2 + g33

5 V
5x# 

( 7)

为此, 寻求均布荷载作用下压电简支梁的解析解,已转化为寻求满足协调方程( 7)的应力函数

U和电位移函数 W, 并使得由( 6)求得的各量值满足问题的所有边界条件# 

2  简支梁的解析解

在本文分析中, 假定材料弹性参数 S33、材料密度参数(势函数) V 和压电参数g33 同时沿 z

轴呈梯度变化, 即有

  

V = C1z
3
+ C2z

2
+ C3z + C4,

S33 = B1z
2
+ B2z + B3,

g33 = A1z
2
+ A2z + A3,

( 8)

其中 Ci、Bi 和 Ai 均为材料常数# 采用逆解法,设应力函数 U和电位移函数 W具有如下形式:

  
U=

x
2

2 ( az
3
+ dz + e) -

f
10z

5
+

1
4 bz

4
+ mz

3
+ nz

2
,

W= x ( Az
3
+ Bz ) ,

( 9)

其中 a、d、e、f、b、m、n、A 和B 为待定常数# 将( 9)代入相容方程( 7) ,有:

  

(2S13+ S44) a - 2S 11f - ( g15 + g31) A + S13C1 = 0,

- 3bS11- C2S13 = 0,

( g15 + g31) a + F11A = 0# 

( 10)

对图 1所示简支梁,应力和电位移边界条件可表示为:

  

z =
H
2
: Rz = - q , Sxz = 0, Dz = 0,

z = -
H
2
: Rz = 0, Sxz = 0,

x = L: Q
H / 2

- H / 2
Rx dz = Q

H / 2

- H / 2
Dx dz = 0, Q

H/ 2

- H / 2
Rx z dz = 0,

  Q
H / 2

-H / 2
Sxz dz = q +

C1H
3

4
+ HC3 L ,

x = - L : Q
H / 2

- H / 2
Rx dz = Q

H / 2

- H / 2
Dx dz = 0, Q

H / 2

- H / 2
Rx zdz = 0,

  Q
H / 2

-H / 2
Sxz dz = - q +

C1H
3

4 + HC3 L# 

( 11)

由式( 6)、( 9) ~ ( 11)可确定各待定常数为:
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a =
2�C
H

3 , d = -
3�C
2H

, e = -
H

2

4
C2 + C4+

q
2

, f =
�f
S11

,

b = -
C2S13

3S11
, m =

H
2�f

20S 11
-
L

2�C
H

3 , n =
H

2C2S 13

24S11
,

A = -
2�A�C
H

3 , B =
�A�C
2H

,

( 12)

其中

  
�C=

H
3

4
C1+ HC3 + q , �f =

�B�C
H

3 +
S 13C1

2
,

�A =
g 15+ g31

F11
, �B = (2S13+ S 44) + ( g15+ g31)�A# 

( 13)

由式( 6)可得应力和电位移的解答如下:

  

Rx =
6�C
H

3 x
2
z -

S13C2

S11
z

2
-
H

2

12 + z
3H 2�f
10S11

-
6L2�C
H

3 -
2�f z 2

S11
,

Rz =
2�C
H

3 + C1 z
3
+ C2z

2
+ C3-

3�C
2H

z -
H

2
C2

4
+

q
2

,

Sxz =
3x�C
H

1
2
-

2z
2

H
2 ,

Dx =
�A�C
H
x

1
2
-

6z 2

H
2 , Dz =

�A�C
H
z

2z 2

H
2 -

1
2 # 

( 14)

而应变和电场强度可求得为:

  

Ex = 3aS11x
2
z - A 1z

3
+ B1z + C1,

Ez = 3aS13x
2
z - A 3z

3
+ (3bS 13+ C2S33) z

2
+ B3z + C3,

Cxz = - 3xz 2
( aS44- Ag15) - x ( dS44- Bg15) ,

Ex = 3xz
2
( ag15+ AF11) + x ( dg15+ BF11) ,

Ez = - 3ag31x
2
z + Ez

3
- (3bg31+ C2g33) z

2
- Fz - G,

( 15)

其中

  

A i = 2f S1i - S i 3a - S i3C1+ g3iA ,

B i = 6mS1i + Si 3d + S i3 C3- g 3iB ,

C i = 2nS1i + Si 3e + S i3C4,

E = 2fg 31- ag33- C1g33- F33A ,

F = 6mg31+ dg 33+ C3g33+ BF33,

G = 2ng31+ eg33+ C4g33   ( i = 1, 3)# 

( 16)

为确定梁中的位移和电势分布,考虑如下边界条件:

  u(- L , 0) = 0, w (- L , 0) = 0, w ( L , 0) = 0, < 0, -
H
2

= 0# ( 17)

由( 3)和( 15) ~ ( 17)得位移和电势的解答为:
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u = aS11x
3
z - A 1xz

3
+ B1xz + C1( x + L ) ,

w =
3
2
aS13x

2
z

2
-
A 3

4
z

4
+ S 13 b+

S33 C2

3
z

3
+
B3

2
z

2
+ C3z +

  
aS11

4
( L

4
- x

4
) +

( B1+ S44d - g15B )

2
( L

2
- x

2
) ,

< =
3
2
ag31x

2
z

2
-
E
4

z
4
-
H

4

16
+ bg31 +

g33 C2

3
z

3
+
H

3

8
+

  F
2

z
2
-
H

2

4
+ G z +

H
2
-

1
2
x

2
( dg15 + BF11)# 

( 18)

对图 1所示简支梁,若将梁的两端中点取为电势的零点 ( <( ? L , 0) = 0) ,此时,梁的边界

条件应作适当改动,在梁的下表面, 如考虑电位移边界条件 Dz ( x , - H / 2) = 0, 不难证明这一

条件已自动满足# 为此可得电势的解答为:

  < =
3
2
ag31x

2
z

2
-
E
4
z

4
+ bg31 +

g33C2

3
z

3
+

    F
2
z

2
+ Gz -

1
2
( x

2
- L

2
) ( dg 15+ BF11)# ( 19)

根据( 18)和( 19)式,图 2绘制了功能梯度压电简支梁( PZT)电势 < 沿z 轴和 x 轴的变化曲

线# 实线表示梁的两端接地时电势 <的变化情况,虚线代表梁的下表面中点接地时 <的变化# 

图中曲线均考虑了体积力 Fz、材料参数 S 33和 g33的梯度变化,其中材料常数取为

x = ? L/ 2                    z = 0

图 2  电势 < 在梁中截面上的变化曲线

  B1 =
3S 33

5H 2 , B2 =
S33

4H
, B3 =

4S 33

5
, A1 =

3g33

5H 2 , A2 =
g33

4H
,

  A3 =
4g33

5
, C1 = -

2Qg
H

2 , C2 = -
Qg
H
, C3 = -

Qg
2
, C4 = -

QgH
4

# 

3  几种特殊情况下简支梁的基本解

在基本解( 14)、( 15)和( 18)中,对上述三参量(体积力 Fz、材料参数 S33和 g33) 取不同的变

化组合,可得到考虑材料呈不同梯度特性时的基本解# 当只考虑密度沿 z 轴的梯度变化,而

取 B1 = B2 = A1 = A2 = 0时, (14)、(15) 和(18) 给出的是密度梯度压电材料简支梁在均布荷

载作用下的一种基本解; 当同时考虑密度和材料参数 S 33沿 z 轴的梯度变化, 而取 A1 = A2= 0

时, ( 14)、( 15)和( 18)给出的是该密度梯度简支梁更为精确的解答# 同理, 还可以对本文得到

的基本解做其它形式的简化# 

当取 C1= C2 = C4 = B1 = B2= A1 = A2 = 0,而 C3 = - Qg (即体力为常数)时,基本解可
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得到较大的简化,此时有:

应力和电位移

  

Rx =
6�C
H

3 x
2
z + z

3H 2�f
10S11

-
6L 2�C
H

3 -
2�f z 2

S 11
,

Rz =
2�C
H

3 z
3
+ C3-

3�C
2H

z -
q
2
,

Sxz =
3x�C
H

1
2
-

2z2

H
2 ,

Dx =
�A�C
H
x

1
2 -

6z 2

H
2 , Dz =

�A�C
H
z

2z 2

H
2 -

1
2 ;

( 20)

位移和电势

  

u = aS11x
3
z - A 1xz

3
+ B1xz + C1( x + L ) ,

w =
3
2
aS13x

2
z

2
-
A 3

4
z

4
+ S 13bz

3
+
B3

2
z

2
+ C3z +

  
aS11

4
( L

4
- x

4
) +

( B1+ S44d - g15B )

2
( L

2
- x

2
) ,

< =
3
2
ag31x

2
z

2
-
E
4

z
4
-
H

4

16
+ gg 31 z

3
+
H

3

8
+

  F
2

z
2
-
H

2

4
+ G z +

H
2
-

1
2
x

2
( dg15 + BF11) ,

( 21)

其中

  

A i = 2f S1i - S i 3a + g3iA , B i = 6mS1i + Si 3d + S i3 C3- g 3iB ,

C i = 2nS1i + Si 3e, E = 2fg31- ag33 - F33A ,

F = 6mg31+ dg 33+ C3g33+ BF33, G = 2ng 31+ eg33,

  ( i = 1, 3)# 

( 22)

进一步, 当 ( � ) 力_电耦合消失(即 g31 = g33 = g15 = 0) ( � ) 不计体积力 ( � ) 取2S13+ S44

= 2S11 时,有:

z = 0                  z = H / 2

图 3 Rx 沿 x 轴的变化曲线
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Rx =

6q
H

3 x
2
z -

6ql
2

H
3 z +

3q
5H

z -
4q
H

3 z
3
, Rz =

2q
H

3 z
3
-

3q
2H

z -
q
2
,

Sxz =
3q
2H

x -
6q

H
3 xz

2# 
( 23)

图 4  位移 w 沿 x 轴的变化曲线

( 23)为根据弹性理论求得的简支梁在均布荷载作用

下的解答# 根据( 18)和( 21)式, 图3绘制了 Rx沿x 轴

的变化曲线, 图4绘制了梁的挠度 w 沿x 轴的变化曲

线# 图中的实线表示考虑常体力及材料参数为常数

时的曲线, 虚线表示考虑体力及材料参数均呈梯度

变化时的曲线, 其中材料常数取值同上# 从图中可

以看出,不考虑梯度时,在截面 z = 0上 Rx = 0, 这与

弹性理论的解答完全相符; 考虑梯度时, 在该截面上

Rx保持为一非零常数# 而对截面 z = H / 2上的 Rx和

任意截面上的位移 w , 两种材料情况下的曲线相差不大# 这一结果除与选取的梯度变化模型

有关外,还与所选取的材料参量有关# 

4  结   论

本文采用逆解法, 设定了适当形式的应力函数和电位移函数, 求得了功能梯度简支梁的

解析解# 作为特例还得到了常体力以及材料参数为常数时的解答# 从各量的变化曲线可以看

出梯度变化产生的影响不仅与所选取的材料梯度模型及截面位置相关,还与所选取的参量有

关# 

此外在不考虑电学参数且不计体力时,本文给出的解答退化为各向同性弹性简支梁在均

布荷载作用下的解答,这在一定程度上证明了本文所得解答的正确性# 
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Analytical Solution of a Simply Supported Piezoelectric

Beam Subjected to a Uniformly_Distributed Loading

ZHANG Lin_nan1,  SHI Zhi_fei2

( 1. College of Science , China Agr icultur e Un iver sity ,

Beijing 100083, P . R . China ;

2. College of Civil En gin eer ing an d Architectur e , Nor thern J iaotong Un iv er sity ,

Beijing 100044, P . R . China )

Abstract: Using the inverse method, the analytical solution of a simply supported piezoelcetric beam

subjected to a uniformly distributed loading has been studied. First, the polynomials of stress function

and induction function are given. Then, considering the gradient properties of the elastic parameter

and the potential funciton as well as the piezoelectric parameter, the analytical solution of a simply

supported beam subjected to a uniformly distributed loading is obtained and discussed.

Key words: simply supported beam: FGM; analytical solution; piezoelectric material
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