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重建极性连续统理论的基本定律和原理( Õ)

) ) ) 极性热力连续统
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摘要 :  在对传统的微极热弹性理论和热压电弹性理论已进行过再研究的基础上重建极性热力连

续统的较为完整的基本均衡方程和边界条件# 从较为完整的虚功率原理推导出微极热弹性理论

的运动方程和局部能率均衡方程# 从较为完整的 Hamilton 原理通过全变分自然地推导出运动方

程,熵均衡方程以及所有边界条件# 给出的新的动量均衡方程和局部能率均衡方程与现有理论的

结果存在本质的差异# 通过过渡和归结可从微极热弹性理论分别得到微态热弹性理论的和偶应

力热弹性动力学的结果# 最后,按照上述思路直接给出微极热压电弹性理论的结果# 
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引   言
本文是我们的前期工作[ 1, 2, 3, 4]的直接延续# 

我们曾在文献[ 1, 2]中对 Nowacki[ 5]建立起的微极连续统的耦合场理论进行了再研究,提

出了更为普遍的微极热弹性理论, 微极热压电弹性理论和微极电磁热弹性理论的虚功原理和

Hamilton原理,并由此自然地推导出所有的局部均衡方程和边界条件# 然而这里并不像

Nowacki那样需要预先采用线性本构关系和只给出部分边界条件# 

最近我们已在文献[ 3, 4]中提出了极性(包括微态、微极和偶应力)连续统理论的较为完整

的基本定律和均衡方程体系# 在这样体系中,各种极性连续统理论都具有各自形式的均衡方

程形式,这在理论上应该说是合理的# 

本文的目的就是要对我们的前期工作
[ 1, 2]
按照新的概念加以扩充,从而重建极性热力连

续统的较为完整的基本均衡方程和边界条件# 从耦合型的虚功率原理出发, 推导出运动方程

和局部能率均衡方程# 通过耦合型的 Hamilton原理, 并进行全变分即可推导出相关的局部均

衡方程和全部边界条件# 通过过渡和归结过程即可从微极热弹性理论的结果分别得到微态热
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弹性理论的和偶应力热弹性动力学的结果# 通过比较, 我们可以清晰地看出现有的各种理论

结果的不完整性和层次# 按照上述思路也可推导出微极热压电弹性理论的结果# 

为比较和方便起见, 除另作说明外,本文将沿用专著[ 5]和文献[ 1, 2]的符号和记法# 有关

极性连续统理论的参考文献,不胜枚举, 可参阅 Nowacki的专著
[ 5]
和 Eringen 的专著

[ 6, 7]
,这里

为节省篇幅,不另列出

1  微极热弹性理论

111  较为完整的虚功率原理

现公设耦合型的势能率型虚功率原理如下:

  QV
[ ( X i - Qu&*

i )Du
# *

i + ( Yi - JU&i )DU
#

i ] d V+

    QA
( p iDu

# *
i + miDU

#
i )dA = QV

DW
#

(p )d V, ( 1)

这里 W
#

(p ) 为势能率,而

  u
# *

i = u
#

i + EijkU
#

j x k# ( 2)

再公设耦合型的余能率型虚功率原理如下:

  QV
[ u

# *
i D( X i - Qu&*

i ) + U
#

iD( Yi - JU&i ) ] d V+

    QA
( u

# *
i Dp i + U

#
iDmi )dA = QV

DW
#

( c) dV, ( 3)

这里 W
#

( c) 为余能率# 

式( 1)可以改写成下列形式:

  QV
[ ( X i - Qu&*

i )Du
#

i + ( Yi + Eijk xjXk - JU&i - Eijk xj Qu
&*

k )DU
#

i ] dV +

    QA
[ p iDu

#
i + ( mi + Eijk xj p k)DU

#
i ] dA = QV

DW
#

(p )
dV# ( 4)

若在式( 4)中把 u
& *

i 用u
&
i 代替,则有

  QV
[ ( X i - Qu

&
i )Du

#
i + ( Yi + Eijk xj X k - JU

&
i - Eijk xj Qu

&
i )DU

#
i ] dV +

    QA
[ p iDu

#
i + ( mi + Eijk xj p k)DU

#
i ] dA = QV

DW
#

(p ) dV# ( 5)

再在式( 5)中把Du
#

i , DU
#

i 和DW
#

(p ) 分别用 Dui , DUi 和DW
( i ) 代替,即得我们在[ 1]中给出的半耦

合的势能型虚功原理# 

若再在式( 5)中略去各耦合项,则可写出非耦合的势能型虚功原理如下:

  QV
[ ( X i - Qu&i )Du

#
i + ( Yi - JU&i )DU

#
i ] d V +

    QA
( p iDu i + miDUi )dA = QV

DW
( i)

dV# ( 6)

这便是Nowacki的专著[ 5]中第211页的式( 1)# 

把式( 1)和式( 3)相加,并加以整理后则得下列较为完整的功率能率原理:

  QV
W

#

dV = QV
[ ( X i - Qu&

*
i ) + Rji, j ] u

#
id V +
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    QV
[ ( Yi - JU&i ) + Lij , j + EijkRjk ] + Eijkxj [ ( Xk - Qu&*

k ) + Rmk , m] U
#

i ] dV +

    QV
( tjiu

# *
i , j + LjiU

#
i , j )dV, ( 7)

其中 W
#

= W
#

(p )
+ W

#
( c)
为应变能率,根据 Stojanovic

[ 8]
和戴

[ 9]
提出的广义 Piola定理可得运动方

程和机械能率均衡方程如下:

  X i - Qu&*
i + Rji, j = 0, ( 8)

  Yi - JU
&
i + Lij, j + EijkRjk = 0, ( 9)

  W
#

= tjiu
# *

i , j + LjiU
#

i , j# ( 10)

总能率 QE
#
应当包括机械能率和热能率, 即局部能率均衡方程应为

  QE
#
= tjiu

#*
i, j + LjiU

#
i, j + Qh - qi , i# ( 11)

112  Hamilton原理

我们在[ 1]中从虚功角度建立起半耦合型的 Hamilton原理,并由此通过全变分推导出微极

热弹性理论的运动方程和熵均衡方程以及所有边界条件# 

我们现从虚功率角度建立耦合型的Hamilton原理, 并由此通过全变分推导出微极热弹性

动力学的较为完整的运动方程和熵均衡方程以及所有边界条件# 这里,除了像[ 1]那样考虑由

于动量、面力和体力所引起的附加动量矩、面力矩和体力矩外,还要考虑由于微转动速度所引

起的附加速度# 

为此,我们采取下列新的动能表达式:

  K
)

*
= QV

1
2

( Qu
# *

i u
#*

i + JU
#

iU
#

i )dV, ( 12)

于是

  K
#

)

*
= QV

( Qu&*i u
# *

i + JU&iU
#

i )dV = QV
[ Qu&*

i u
#

i + ( JU&i )
* U

#
i ] d V =

     QV
[ Qu&

*
i u

#
i + ( JU&i + Eijk xj Qu

&*
k ) U

#
i ] dV, ( 13)

现公设下列两个泛函:

  0
)

*
= QV

( F + ST + X iu
# *

i + YiU
#

i )dV +

     QA
[ ( p

)
iu

#*
i + m

)
iU

#
i ) + ( p iu

)# *
i + miU

)#

i ) ] dA, ( 14)

  7 *
= QV

( # - S
#

T - W)Td V+ (TQ
)

i + T
)

Qi ) nidA, ( 15)

其中 F , S, p
)

i , m
)

i , u
)# *

i 和 U
)#

i 分别为自由能, 熵, 在边界上给定面力, 面力矩, 速度和微转动速

度,而且 # = - QiT , i# 

微极热弹性理论的Hamilton原理为

  DQ
t
2

t
1

( K
#

)

*
- 0

)

*
)dt = 0, ( 16)

和

  DQ
t
2

t
1

7 * dt = 0# ( 17)

对式( 16)取全变分并加以整理后, 则有
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  Q
t
2

t
1

dt QV
{ ( Qu&*

i - X i - Rji, j )Du
#

i + [ Eijk xj ( Qu
&*

k - Xk - Rlk, l ) +

    ( JU&i - Yi - Lji , j - EilkRlk) ]DU
#

i }dV + QV
{ u

#
iD( Qu&*i - X i - Rji , j ) +

    U
#

i [ EijkxjD( Qu&*k - Xk - Rlk , l ) + D( JU&i - Yi - Lji, j - EilkRlk) ] }d V +

    QA
[ ( Rjinj - p

)
) iDu

# *
i + ( Ljinj - m

)
i )DU

#
i +

    ( u
# *

i - u
)# *

i )Dpi + ( U
#

i - U
)#

i )Dmi dA = 0# ( 18)

由上式可得

1)运动方程

  Qu
&*

i - X i - Rji, j = 0, ( 19)

  JU&i - Yi - Lji, j - EijkRjk = 0; ( 20)

2)应力和偶应力边界条件

  Rjinj = p
)

i ,    Lj inj = m
)

i ; ( 21)

3)速度和微转动速度边界条件

  u
# *

i = u
)# *

i ,    U
#

i = U
)#

i# ( 22)

现再对式( 17)取全变分并加以整理后, 则有

  Q
t
2

t
1

dt QV
[ ( Qi , i - W - S

#

T)DT + TD(Q i, i - W - S
#

T ) ] dV -

    QA
[ ( Q

)

i - Qi ) n iDT + (T
)

- T) niDQi ] dA = 0# ( 23)

由上式可得:

4)熵均衡方程

  S
#

T = - Qi , i + W; ( 24)

5)热量边界条件

  Qi = Q
)

i ; ( 25)

6)温度边界条件

  T = T
)

# ( 26)

2  微态热弹性理论

像[ 4]那样, 我们可以从前述微极热力连续统的结果通过过渡直接给出微态热弹性理论的

基本方程和所有边界条件# 

3  偶应力热弹性动力学

像[ 4]那样, 我们可以从前述微极热力连续统的结果通过归结直接给出偶应力热弹性动力

学的基本方程和所有边界条件# 

4  微极热压电弹性理论

按照本文的思路,我们可以把[ 2]的结果推广,从而推导出微极热压电弹性理论的较为完
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整的基本方程和所有边界条件# 为节省篇幅,我们略去推导过程,直接给出最后结果# 

1)运动方程

  Rji , j + X i - Qu&*i = 0, ( 27)

  Lji , j + EijkRjk + Yi - JjiU
&
j = 0; ( 28)

2)局部能率均衡方程

  U
#

= Rjiu
# *

i , j + LjiU
#

i , j - qi , i + W + ED
#

, ( 29)

这里 u
# *

i, j = u
#

i , j + EjilU
#

l + EilkxkU
#

l, j ;

3)熵均衡方程

  TS
#

= - qi , i + W; ( 30)

4)电磁场方程

  D i , i = 0; ( 31)

5)边界条件

  p
)

i = Rjinj ,    m
)

i = Ljinj ; ( 32)

  u
)#

i = u
#

i ,    U
)#

= U
#

i ; ( 33)

  R
)

= 0,    <
)

= 0; ( 34)

  Q
)

i = Q i ,    T
)

= T# ( 35)

如果把式( 27)中的 u
&*

i 用u
&
i代替和把式(29)中的 u

# *
i , j 用( u

#
i , j + EilkxkU

#
l, j ) 代替后连同其均

衡方程和边界条件一起就归结为我们在[ 2]中给出的结果# 

如果把式( 27)中 u
&*

i 用 u
&
i 代替和把式(29) 中的 u

# *
i , j 用预先引入的线性应变率 ( u

#
i , j -

EjilU
#

l ) 代替后连同其它均衡方程和边界条件一起就归结为 Nowacki在专著[ 5]中给出的结果# 

5  结  束  语
本文给出的极性热连续统理论和微极热压电弹性理论的结果与我们在[ 3, 4]中按公设基

本公理的思路给出的结果是相互一致的和相互适应的# 

按照Nowacki[ 5]的思路和本文中的处理方法还可对我们在[ 2]中给出的半耦合型结果加以

改进,使之成为较为完整的微极电磁热弹性理论的基本方程和边界条件# 
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Renewal of Basic Laws and Principles for Polar Continuum

Theories (Õ) ) Polar Thermomechanical Continua

DAI Tian_min

( Depa rtment of Mathema tics & Cent er for the Applicati on of Ma thematics ,

Lia on in g Univer sity , Shenyan g 110036, P . R . China )

Abstract: The purpose is to reestablish rather complete basic balance equations and boundary cond-i

tions for polar thermomechanical continua based on the restudy of the traditional theories of micropo-

lar thermoelasticity and thermopiezoelectricity. The equations of motion and the local balance equation

of energy rate for micropolar thermoelasticity are derived from the rather complete principle of virtual

power. The equations of motion, the balance equation of entropy and all boundary conditions are de-

rived from the rather complete Hamilton principle. The new balance equations of momentum and en-

ergy rate which are essentially different from the existing results are presented. The corresponding re-

sults of micromorphic thermoelasticity and couple stress elastodynamics may be naturally obtained by

the transition and the reduction from the micropolar case, respectively. Finally, the results of microp-

olar thermopiezoelectricity are directly given.

Key words: polar; thermoelasticity; thermopiezoelectricity; basic balance equation; boundary cond-i

tion
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