
文章编号: 1000_0887(2003) 11_1101_07

重建极性连续统理论的基本定律和原理( Ô)

) ) ) 表面守恒定律
X

戴天民

(辽宁大学 数学系和数学应用中心,沈阳 110036)

(我刊原编委戴天民来稿)

摘要 :  从普遍均衡定律的平移和转动的不变性出发来重新建立较为完整的微极热力连续统的表

面守恒定律,提出了广义的能量动量和能量动量矩张量# 给出了 Piola 型、Cauchy 型和 Kirchhoff 型

微极热力连续统的表面守恒定律的具体形式# 现有的结果都可以当做是特殊情形从该结果自然

地推导出来,并可从归结过程中清楚地看出现有理论的不完整性程度# 非局部微极热力连续统的

表面守恒定律可通过局部化得到# 
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引   言

本文是我们的前期工作[ 1, 2, 3]的延续# 

关于经典连续统力学的守恒定律和路径无关问题的论文不胜枚举,为节省篇幅,本文不另

列出# 

据我们所知,关于广义连续统场论的守恒定律和路径无关问题的文献并不很多# 下面举

几个例子# 

1974年 Gross
[ 4]
在他的博士后论文中研究了微极介质的断裂问题# 1978 年 Jaric

[ 5]
应用

Noether定理推导出线性微极弹性静力学中的 J积分型守恒定律# 1981年我们[ 6]把 Fletzer[ 7]和

Jaric[ 5]的结果综合推广到线性微极弹性动力学, 并推导出 6个守恒定律# 1983年金[ 8]根据微

分变分原理导出非保守场守恒定律并得到某类连续介质力学的守恒定律# 1986年我们[ 9]证

明了微极断裂动力学的若干路径无关积分定理# 1989 年Vukobrat [ 10]应用 Noether定理也独立

地推导出我们在[ 6]和[ 9]中得到的部分结果# 1990年 Jaric[ 11]给出非局部微极场论的能量释

放率和 J积分# 1998年我们在[ 12]中把 Buggisch,Gross和Krueger[ 13]的方法从普遍均衡定律的

平移和转动不变性推导出非局部微极热力连续统的表面守恒定律# 2000年Lubarda和Marken-
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scoff[ 14]又由 Knowles和 Sternberg[ 15]理论出发,从头开始建立偶应力弹性静力学的守恒定律,给

出 J k , Lk和M 积分,并证明了 M 积分并不存在# 我们已在[ 3]中应用Noether定理重新建立起

较为完整的偶应力弹性动力学的守恒定律# 

本文的目的是要从我们最近在[ 1]中提出的普遍均衡定律的平移和转动的不变性出发推

导出微极热力连续统理论的 Piola 型, Cauchy 型和 Kirchhoff 型的表面守恒定律# 本文像

Dluzewski
[ 16]
和戴

[ 17]
那样采用欧拉角作为有向空间中的曲线坐标# 本文的结果是相当完整的,

现有的各种结果均可作为特殊情形包括在内# 

1  表面守恒定律

111  普遍的均衡定律
连续统场论的普遍均衡定律可写成下列张量形式:

  d
dtQV

FdV -Q9V
S # dA - QV

GdV = 0, ( 1)

这里 F = F
i
gi , S = S

iJ
g igJ和G = G

i
g i分别为场矢量(或标量) , 表面通量张量(或矢量)和源矢

量(或标量)# 

令  X
) K

= X
K
+ dX

K
, ( 2)

这里 dX
K
为无限小平移# 由普遍均衡定律( 1)对平移的不变性,则有

  dXKQ9V
[ ( F

# i
- G

i
) DJK - S

iJ
: K] dAJgi = 0 ( 3)

或    Q9V
[ ( F

# i
- G

i
) DJK - S

iJ
: K ] dA J = 0# ( 4)

现令

  dXK
= EKMNd 5

M
X

N
, ( 5)

这里 d 5M 和EK MN 分别为无限小转动和交替张量# 于是在转动不变性下连续统力学的表面守

恒定律具有下列形式:

  d 5MQ9V
EK MN X

N
[ ( F

# i
- G

i
) DJK - S

iJ
: K ] + S

iNDJK dA Jg i = 0, ( 6)

或

  Q9V
EK MN X

N
[ ( F

# i
- G

i
) DJK - S

iJ
: K] + S

iNDJK dAJ = 0# ( 7)

112  动量表面守恒定律
取

  F = Q0( u
# i
+ Ei AkC

#A
x
k
) g i = Q0u

#

)

i
gi ,

  S = SiJgigJ , G = Q0f
i
g i ,

则由式( 4)可得动量表面守恒定律如下:

  Q9V
[ Q0( u

&

)

i
- f

i
) D

J
K - S

iJ
: K ] dA J = 0, ( 8)

这里 u
i
, CA, f i

, SiJ 分别为位移矢量,角位移矢量,体力密度和 Piola应力张量# 

113  动量矩表面守恒定律
取

  F = Q0( E
A
kix

k
u

#

)

i
+ RA) gA, S = Q0( E

A
kix

kSiJ + LAJ) gAgJ = Q0 L
)

AJ
gAgJ ,

  G = Q0( E
A
kix

k
f

i
+ l

A
) gA = Q0 l

)

A
gA ,
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则由式( 7)可得动量矩表面守恒定律如下:

  Q9V
[ Q0( R

#A
- l

A
) D

J
K - E

A
kix

k
; KS

iJ
- L

AJ
: K ] dAJ = 0, ( 9)

这里 R
A
= j

AB
C
#
B, j

AB
, l

A
和 L

AJ
分别是自旋密度,微惯性张量,体力矩矢量和Piola型偶应力张量# 

本文中/ ; 0和/ : 0分别表示协变导数和全协变导数# 

114  能量表面守恒定律
取

  F = Q0 e +
1
2
u
#

)

i
u

#

)
i +

1
2
RAC

#
A , S = ( u

#
iS
iJ
+ C

#
AL

)

AJ
+ Q

J
) gJ ,

  G = Q0( u
#
if

i
+ C

#
Al

)

A
+ h) ,

并考虑到

  ( u
#
iS

iJ
) : K =

d
dt ( u i; KS

iJ
) - ui ; KS

#iJ
+ u

#
iS

#iJ
 : K , ( 10)

  ( C
#

AL
)

AJ
) : K =

d
dt
( CA; KL

#

)

AJ
) - CA; KL

#

)

AJ
+ C

#

AL
)

AJ
 : K , ( 11)

则由式( 4)和式( 7)可得能量表面守恒定律如下:

  Q9V

d
dt [ Q0( e +

1
2 u

#

)

i
u

#

)
i +

1
2 R

A
C
#
A) - u i; KS

iJ
- CA; KL

)

AJ
] -

    Q0( u
#
if

i
+ C

#
Al

)

A
+ h) DJK + ui ; KS

#iJ
-

    u
#
iS

iJ
 : K + CA; KL

)

AJ
- C

#
AL

)

AJ
 : K + Q

J
; K dAJ = 0 ( 12)

和

  Q9V
EK MN X

N d
dt

Q0 e +
1
2
u
#

)

i
u

#

)
i +

1
2
RAC

#
A D

J
K - ui ; KS

iJ
- CA; KL

)

AJ
-

    Q0( u
#
if

i
+ C

#

Al
)

A
+ h) DJK + ui ; KS

#iJ
- u

#
iS

iJ
 : K + CA; KL

)

AJ
- C

#

AL
)

AJ
 : K + Q

J
; K +

    ( u
#
iS

iN
+ CA; KL

)

AJ
- C

#
AL

)

AN
- Q

N
) DJK dA J = 0# ( 13)

考虑式( 8)和式( 9)以及下列关系式

  1
2
d
dt
( RAC

#
A) = R

#AC
#
A-

1
2
j
#ABC

#
BC

#
A, ( 14)

则式( 12)和式( 13)可写成下列形式:

  Q9V

d
dt
( Q0 eD

J
K - ui ; KS

iJ
- CA; KL

)

AJ
) - Q0

1
2
j

#ABC
#

BC
#

A+ h DJK +

    EAkix
k
; KS

iJC
#
A+ u i; KS

#iJ
+ CA; KL

#

)

AJ
+ Q

J
; K dAJ = 0 ( 15)

和

  Q9V
E
K
 MN X

N d
dt ( Q0 eD

J
K - ui ; KS

iJ
- CA; KL

)

AJ
) - Q0

1
2 j

#AB
C

#
BC

#
A+ h D

J
K +

    EAkix
k
; KS

iJC
#
A+ u i; KS

#iJ
+ CA; KL

#

)

AJ
+ Q

J
; K +

    ( u
#
iS

iN
+ C

#
AL

AN
- Q

N
) DJK dAJ = 0# ( 16)

于是我们证明了下列 Piola型表面守恒定律:
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  TK ( t ) = Q9V
P

J
K ( t , S, L)dAJ = const# ( 17)

和

  RM ( t ) = Q9V
Q

J
M( t , S, L)dAJ = const# ( 18)

其中

  P
J
K ( t , S, L) = ( Q0eD

J
K - u i; KS

iJ
- CA; KL

)

AJ
) +

Q
t

0
- Q0

1
2 j

#AB
C

#
BC

#
A+ h D

J
K + E

A
kix

k
; KS

iJ
C

#
A+

u i; KS
#iJ

+ CA; KL
#

)

AJ
+ Q

J
; K dS ( 19)

和

  Q
J
M( t , S, L) = E

K
 MNX

N
( Q0 eD

J
K - ui ; KS

iJ
- CA; KL

)

AJ
) +

Q
t

0
EK MN X

N
- Q0

1
2
j
#ABC

#

BC
#

A+ h DJK + EAkix
k
; KS

iJC
#

A+

ui ; KS
#iJ

+ CA; KL
#

)

AJ
+ Q

J
; K + ( u

#
iS
iN
+ C

#
AL

)

AN
- Q

N
) DJK dS# ( 20)

这里 P
J
K ( t , S, L) 和 Q

J
M ( t , S, L) 可分别称为广义动力能量动量和能量动量矩张量# 

应用下列熟知的关系式

  Q0 = JQ, ( 21)

  dA J = J
- 1
x
i
; Jda i , ( 22)

  SiJ = JX
J
; jt

ij
= x

k
; KT

KJ
, ( 23)

  LAJ = JX
J
; jm

Aj
= UA; (M

(J
, ( 24)

  Q
J
= JX

J
; jq

j
, ( 25)

则由式( 17) ~ ( 20)可直接推导出 Cauchy 型和 Kirchhoff型表面守恒定律# 这里 t
ij
, m

Aj 和T
KJ
,

M
(J 分别为 Cauchy型和Kirchhoff型应力张量,偶应力张量# 

2  特殊情形

211  具有微极势的情形

如果体力 f
i和体力偶 l

A可以从一个所谓的微极势V( u
#
i , C

#
A) 导出, 亦即:

  f
i
= -

9V
9u

#
i
,     l

)

A
= -

9V
9C

#
A
, ( 26)

于是我们有

  f
i
u

#
i + l

)

A
C

#
A = - V

#
# ( 27)

把式( 27)代入式( 12)和式( 13) , 则得具有微极势的表面能量守恒定律如下:

  Q9V

d
dt Q0 e + V +

1
2 u

#

)

i
u
#

)
i +

1
2 R

A
C

#
A D

J
K - u i; KS

iJ
- CA; KL

)

AJ
-

    Q0hD
J
K + u i; KS

#iJ
- u

#
iS
iJ
: K + CA; KL

#

)

AJ
- C

#
AL

)

AJ
 : K + Q

J
; K dAJ = 0 ( 28)

和
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  Q9V
EK MN X

N d
dt

Q0 e + V +
1
2
u

#

)

i
u
#

)
i +

1
2
RAC

#
A DJK - ui ; KS

iJ
- CA; KL

)

AJ
-

    Q0hD
J
K + u i; KS

#iJ
- u

#

iS
iJ
: K + CA; KL

#

)

AJ
- C

#

AL
)

AJ
 : K + Q

J
; K +

    ( u
#
iS

iN
+ C

#
AL

AN
- Q

N
) DJK dAJ = 0# ( 29)

212  静力情形
对于静力情形, t可以看做是一个任意参数,故由式( 17) ~ ( 20)可得下列 Piola 型表面守恒

定律:

  TK (0) = Q9V
P

J
K (0, S, L)dAJ = 0 ( 30)

和

  RM (0) = Q9V
Q

J
M( 0, S, L)dAJ = 0, ( 31)

其中

  P
J
K (0, S, L) = ( Q0eD

J
K - u i; KS

iJ
- CA; KL

)

AJ
) - Q0hD

J
K +

u iS
iJ
: K + CA( E

A
kix

k
; KS

iJ
+ L

)

AJ
: K ) + Q

J
; K ( 32)

和

  Q
J
M(0, S, L) = EK MN X

N
[ ( Q0 eD

J
K - ui ; KS

iJ
- CA; KL

)

AJ
- Q0hD

J
K + u iS

iJ
: K ) +

CA( E
A
kix

k
; KS

iJ
+ L

)

AJ
: K ) + Q

J
; K ] + ( uiS

iN
+ CAL

)

AN
- Q

N
) D

J
K , ( 33)

这里 P
J
K (0, S, L) 和 Q

J
M (0, S, L) 可分别称为静力能量动量和能量动量矩张量# 

在无体力和体力矩的静力情况下, 我们有

  SiJ; K = 0 ( 34)

和

  E
A
kix

k
; KS

iJ
+ L

AJ
: K = 0, ( 35)

于是可得

  TK (0) = Q9V
[ ( Q0eD

J
K - u i; KS

iJ
- CA; KL

)

AJ
) - Q0hD

J
K + Q

J
; K ] dAJ = 0 ( 36)

和

  RM (0) = Q9V
EK MN [ X

N
( Q0eD

J
K - u i; KS

iJ
- CA; KL

)

AJ
- Q0hD

J
K + Q

J
; K ) ] +

( uiS
iN
+ CAL

)

AN
- Q

N
) DJK dAJ = 0# ( 37)

213  非耦合型的情形

如果采用微惯性守恒,把欧拉角用微运动代替,并取 u
#

)
= u

#
, L

)
= L, l

)
= l , 则由本文给出

的耦合型表面守恒定律( 17) ~ ( 20)即得传统的微极热力物质理论框架下的结果# 

在不考虑体力和体力矩的情况下, 根据式( 36)和式( 37)可得微极弹性静力学的 Cauchy型

表面守恒定律如下:

  TK (0) = Q9V
( WDjk - ui , ktij - Ui, kmij )d aj = 0 ( 38)

和

  Rm(0) = Q9V
Ekmn[ xn ( WDjk - ui , ktij - Ui , kmij ) +
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    ( u itin + Uimin) Djk ] daj = 0, ( 39)

其中 Q0 e = W, 而 Ui 为微转动矢量# 式( 38)便是由 Jaric[ 5]给出的结果# 式( 38)和式( 39)是

戴[ 6]给出的结果# 如果取 Ui 为宏转动矢量 Xi , 则上列两式便是 Lubarda和Markensscoff在[ 14]

和戴在[ 3]中给出的偶应力弹性静力学的表面守恒定律# 

214  经典连续统的情形
如果 V 中所有场量都是足够可微的,而且 CA = lA = LAJ = 0, 则

  d
dt (

1
2 Q0u

#i
u

#
i ) = u

#
i ( Q0f

i
+ S

iP
: P ) , ( 40)

于是由式( 12)和式( 13)可得下列经典连续统力学的表面守恒积分

  TK ( t , S) = Q9V
( Q0 eD

J
K - ui ; KS

iJ
) + Q

t

0
[- Q0hD

J
K + u i; KS

#iJ
+

u
#
i ( S

iJ
: K - S

iP
: PD

J
K ) + Q

J
; K ] dS dAJ = const# ( 41)

和

  RM ( t , S) = Q9V
E
K
 MN [ X

N
( Q0 eD

J
K - ui ; KS

iJ
) + Q

t

0
X
N

[- Q0hD
J
K + u i; KS

#iJ
+

u
#
i ( S

iJ
: K - S

iP
: PD

J
K ) + Q

J
; K ] - ( u

#
iS
iN
- Q

N
) D

J
K dS] dA J = const# ( 42)

这些便是文献[ 13]中的式( 35)和式( 36)# 

3  结  束  语

由上面提出的结果可以通过局部化过程得到较为完整的非局部微极热力物质理论的表面

守恒定律# 例如,我们在[ 12]中给出的结果是在传统的理论框架下推导出来的,因此是本文的

一种特殊情形# 

Kraemer[ 18]曾指出, 文献[ 13]导出的 Ñ 型积分是对任何本构定律都适用的相当普遍的守
恒定律,然而它对奇异性并不敏感, 但可用来导出 J 积分的新表示# 本文是对文献[ 13]的推

广,因此也存在类似的情况# 有关微极热力连续统的路径无关积分问题,我们将在另文加以专

门讨论# 
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Renewal of Basic Laws and Principles for Polar Continuum

Theories (Ô) ) Surface Couservation Laws

DAI Tian_min

( Depa rtment of Mathema tics & Cent er for the Applicati on of Ma thematics ,

Lia on in g Univer sity , Shenyan g 110036, P . R . China )

Abstract: The purpose is to reestablish rather complete surface conservation laws for micropolar

thermomechanical continua from the translation and the rotation invariances of the general balance

law. The generalized energy-momentum and energy-moment of momentum tensors are presented. The

concrete forms of surface conservation laws for micropolar thermomechanical continua are derived.

The existing related results are naturally derived as special cases from the results proposed in this pa-

per. The incomplete degrees of the existing surface conservation laws are clearly seen from the pro-

cess of the deduction. The surface conservation laws for nonlocal micropolar thermomechanical con-

tinua may be easily obtained via localization.

Key words: surface conservation law; micropolar thermomechanical continuum; generalized energy-

momentum tensor; generalized energy-moment of momentum tensor
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