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摘要:  从流体动力学的客观性要求导出了新的流动理论# 流动运动的不均匀性产生粘性力, 不

同观察者的选取会影响这种不均匀分布特征# 将粘性力看作一种与观察者的选取无关的客观存

在时,粘性力和动量方程在局域旋转变换下的形式不变性要求引入一种新的动力学场 ) ) ) 涡旋

场,通过构造流体系统的拉朗日密度并利用能量变分方法得到了所有场量的动力学方程# 

关  键  词:  粘性作用;  不变性;  涡旋场;  拉格朗日密度;  湍流

中图分类号:  O357. 5    文献标识码:  A

引   言

经典流体动力学的基本理论是牛顿第二定律的一种推广,将具有密度 Q的流体元视为质

点,则描述体元 dv C dt 的速度 V的变化与分布关系的动量冲量方程可写成

  QdV/ dt = Qf - P̈ + #̈ R( V, ¨V, ,) , ( 1)

其中 f、P、R分别是外体力、压动力和粘性面力# 运动和力的表示需要借助于具体的参照系,

对各点的笛卡儿标架 p ; e1, e2, e3 ,可以把方程( 1)展开为

  Qd Vi / dt = Qf i - 5 iP + 5j Rji ( Vk ,5 lVk , ,) , ( 2)

其中对重复的指标采用Einstein求和约定,粘性力的第一个指标表示它所作用的面元# 若各点

的观察者发生一个一致的旋转 Rji ( t ) , 通过它们观察的速度、体力和粘性力的分量就分别有

变换关系

  V
c
i = RijVj , f

c
i = R ij f j , Rcki ( V

c
m , 5 lV

c
m , ,) = R ij Rkj ( Vm , 5 lVm , ,) , ( 3a, b, c)

其中面元形式的基保持不变,这意味着( 3c)式所表示的是不同观察者看到的,作用在同一面元

上的粘性力之间的变换关系,这种关系反映了客观性对本构方程的约束# 将( 3)代入( 2)可得

在新标架下观察的动量分量方程

  Q dV
c
i / dt + Eijk 8

j
V

c
k = Qf c

i - R ij5 jP + 5 j R
c
ji ( V

c
k, 5 lV

c
k, ,) , ( 4)

其中 8 i
= 0. 5Eijk (5 tR jl ) Rkl是原笛卡儿标架相对新标架的角速度,与之相关的力项称为科里奥

利力, 它在动量方程中的出现是对牛顿第二定律的自然补充# 从方程( 4)可以看出, 除了左端
增加的虚拟力, 在新标架下观察的动量分量方程(比如右端各项)具有形式不变性:这种与观察

者选取无关的物理定律的内容和形式的表述是自然规律客观性的表现,反映了物理定律相对
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观察标架变换的对称性[ 1]# 

仅随时间改变的标架变换称为全局变换( global transformation) ; 随空间和时间同时改变的

标架变换称为局域变换( local tranformat ion)# 相应的对称性分别称为全局对称性和局域对称性# 

由于粘性力的关系(它的本构关系及面力形式) ,容易证明形如( 4)的动量方程只有相对标架旋

转的全局对称性,而不满足相对标架旋转的局域对称性# 

1  涡旋场的引入

我们知道, 广义相对论和电磁理论的运动方程在局域洛仑兹变换下都具有形式不变性,运

动方程的这种不变性称为物理定律的外在对称性( external symmetry)
[ 1]# 流体动力学的动量方

程作为宏观低速情况下的运动方程,也应该满足在局域旋转变换(相当于低速时退化的洛仑兹

变换)下的不变性# 当各点的观察者发生一个不均匀的旋转 e
c
i = R ij ( r , t ) ej 时,若记

  5Lec
i = Eilmw

l
Le

c
m ; w

i
L = 0. 5Eijk(5LR jl ) Rkl , ( 5a, b)

其中 L= 4是时间指标,即有54 = 5 t , 动量方程( 2)在该局域旋转变换下写成

  Q
dV

c
i

dt
+ Eijk( w

j
4+ Vlw

j
l ) V

c
k = Qf c

i - Rij5 jP + (5 j R
c
ji + Eilmw

l
j R

c
jm) , ( 6)

其中本构约束需要进一步延伸为

  R
c
ki ( V

c
m, 5 lV

c
m+ Empqw

p
l V

c
q, ,) = R ij Rkj ( Vm , 5 lVm , ,)# ( 7)

可见,方程左端增加了虚拟的科里奥利力;而按通常的定义方程右端粘性力项的形式不变性就

不存在了# 要维持动量分量方程的形式不变性,必须用 5 lV
c
m + Empqw

p
l V

c
q 代替 5 lV

c
m 来建立粘性

面力与速度空间分布之间的关系; 同时必须考虑标架的不均匀分布对粘性面力向粘性体力的

集成过程的影响, 即用5 j R
c
ji+ Eilmw

l
j R

c
jm代替5 j R

c
ji# 上述两种替代可以归结为对矢量分量采用考

虑标架不均匀分布的协变导数 Dc
k<

c
i = 5k<

c
i + Eilmw

l
k<

c
m置换原来的一般导数5k<

c
i , 这样在任意标

架下的动量分量方程才能写成不变形式

  Q
dV

c
i

dt
+ Eijk( w

j
4+ Vlw

j
l ) V

c
k = Qf c

i - Rij5 jP + Dc
jR

c
ji ( V

c
k, D

c
lV

c
m, ,)# ( 8)

虽然上式本质上不过是笛卡儿标架下的方程( 2)在一般不均匀标架下的-几何. 变形,但是基于
任何标架在物理上均为等价(物理定律表述的标架无关性)的原理[ 2] ,我们必须给予各项变形

以纯粹的物理解释# 

如前所述, 方程( 8)左端的增加项是主观选择的标架对运动的曲解;而方程( 8)右端粘性力

项的变形则必须引入新的动力学量才能屏蔽主观的标架不均匀性的出现 ) ) ) 粘性面(体)力作
为一种客观存在的局部作用力,它理应由观察到的客观量来表述,而与所选择的标架的分布无

关;也就是说,必然存在一个独立于速度场并与速度场的耦合的动力学场, 它随所选择标架的

变换正好可以消除标架分布对粘性力表述的影响# 仿照( 5a) , 新的动力学场或所谓的涡旋场

可以定义如下

  DLei = EijkW
j
Lek , DLe

c
i = EijkW

cj
Le

c
k ; W

ck
L = Rkl ( W

l
L+ w

l
L)# ( 9a, b, c)

可见,涡旋场在不同标架下的表述自然包含了标架随时空分布的信息,它的物理含义是自组织

扩散导致的流体局域定向的不均匀性# 

涡旋场在数学上对应于物质流形上矢量丛的联络(参见 Chern[ 3] ) ,用轴矢量值的一次微

分形式表示

  W
i

= W
i
LdxL = 5 idt + A

i
kdx k , ( 10)

其中时间部分 5 i 称为自旋场、空间部分 A
i
k 称为弯扭场, 前者表示局域平均的微涡旋的角速
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度,后者表示穿过截线的旋错面密度,它直接与速度场耦合并自然中和标架空间分布对粘性力

的影响# 根据变换化式( 9c) ,涡旋场本身不是张量场,但是它的分量的线性组合可以形成一个

张量场,即挠率张量

  2c
i S d(dxi ) + EilmWcl C dxm = R ij2j , dx i = R ijdxj# ( 11a, b)

一般而言,不存在一个标架分布把涡旋场积分成一个旋转变换# 涡旋场反映的不可积空时结

构由涡旋场强(数学上对应于曲率张量)

  DDei = Eij kF
j
ek , F

i
= dWi

+
1
2
EijkW

j C W
k ( 12a, b)

确定, 它是轴矢量值的二次微分形式# 容易证明, 涡旋场强是张量场, 具有变换公式 Fci
=

R ijF
j
; 记面元形式da i = Eijkdxj C dxk ,则涡旋场强有展开式 F

j
= B

j
+ H

j
= B

j
kd ak + H

j
kdxk C

d t ,其中的空间部分 B
j
i 和空时部分H

j
i有表示

  B
j
i = Eilm 5 l A

j
m +

1
2
Ejpq A

p
l A

q
m , H

j
i = 5 i 5

j
- 5 t A

j
i + Ejpq A

p
i 5

q
, ( 13a, b)

分别称为弯扭场强和自旋场强# 弯扭场强表示旋错面汇聚而成的缺陷线在截面上的密度,自

旋场强表示穿过截线的旋错面的净流失或者沿截线的微涡旋角速度的净差# 

2  流体动力学的建立[ 4]

动量分量方程表述的不变性和客观性要求导致独立的涡旋场的引入, 从而必须扩充流体

动力学的内涵: 不仅有动量的平衡方程,还必须引入与微涡旋和旋错微结构对应的微力矩的平

衡方程# 新的动力学方程的建立一般有两条途径:一是解析微力矩的各种形成和存在方式,分

析它们在各个维度上的平衡关系来建立方程,最后通过微力矩与流场(速度场和涡旋场)及其

分布的本构关系得到场量控制方程;一是解析流场及其分布与耦合形成的独立的物理过程,利

用基本的约束原理来构造刻划流体能量耗散过程拉格朗日量,并通过作用量的最小变分原理

直接导出所有场量的控制方程# 由于微力矩的多样性和流场耦合的复杂性,从(经典流体动力

学通常采用的)第一条途径导出新的流体动力学将非常繁琐# 因此, 下面我们从第二条途径进

行推演# 

事实上,已经存在这样一种共识,一个基本的物理理论不能说是构造成功的,如果它的场

量控制方程不能从一个变分原理推导出来# 通过变分导出的理论具有必然的内在自洽性,其

中物理系统的对称性直接表现为各种守恒定律并始终为方程的解所满足, 最后,变分过程还可

以导致一个完备理论所需的相容的边界条件和初始条件 (参见 Edelen[ 5] ) # 比如, 著名的

Navier_Stokes( N_S)方程就可以从一个变分原理导出,它对应的拉格朗日密度(以下简称拉氏量

密度)具有构造

  L [ Vi ] = L 0+
1
2
M(5j Vi ) (5 jVi ) , ( 14)

其中基本项 L0 = Vi ( a i- f i+ 5 iP ) , ai、f i、P分别表示在变分过程中保持不变的加速度、外体力

和压力# 为简单记,本文只考虑不可压流体,并取密度为单位值# 显然,N_S方程的拉氏量密

度只有全局旋转变换 R ij ( t ) 下的不变性,要满足局域旋转变换 R ij ( r , t ) 下的不变性必须引入

涡旋场 W
i
L将一般导数置换成协变导数,并添加涡旋场的能量项# 以下我们将说明,考虑涡旋

场并在局域旋转变换下不变的拉氏量密度可以写成

  L [ Vi , W
j
L] = L 0+ LY [ Yki ] + L V [ V

i
k ] - L5 [ 5

i
] - LH [ H

i
k ] , ( 15)

其中 Yki = D kVi , V
i
k = EilmB

l
kVm , L Y, L V , L 5 , LH 是非负的能量泛函# 
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流体粘性作用的基本机制是微观扩散(和/或粘附)引起的动量(矩)的传递,涡旋场的引入

表明存在除平衡扩散以外的自组织扩散过程[ 6, 7] ,其中自旋场描述了所谓微涡旋的独立运动,

弯扭场描述有序排列形成的微结构# 弯扭场使得流体微粒携带的宏观速度的方向在扩散过程
中发生畸变,并通过协变导数中的附加项表现出来,从而通过微观扩散沿截线实际传递的运动

差别由 Yki 表述,这一过程耗散的宏观运动能量就记为 LY # 微结构的存在还进一步使得回路
上微观扩散传递的运动信息变得不平凡,如

  DD( Vidt ) = D( Ykidxi C dt ) = EilmB
l
jVmdaj C dt

所示,如果弯扭场强不等于零,这部分扩散将传递由 Vki 表述的宏观运动畸变, 并耗散宏观运

动能量 LV# 与描述微结构的弯扭场不同, 自旋场描述了独立于宏观运动(即速度场) 的微运

动, 这种运动本身是高度耗散的, 值为 5 i的微涡旋将耗散L 5 的微运动能量
¹ :而微观扩散传递

的微运动的差别H
i
k 将进一步耗散LH 的微运动能量# 一般来说,微运动能量得自于宏观运动

耗散能的重组, 而微运动的耗散过程的结果又是对宏观运动环境(微结构) 的调整, 因此微运

动耗散能实际表现为对宏观运动的做功,这就是拉氏量密度(15) 中相应微运动耗散能项恒非

正的缘由# 此外,这种拉氏量的构造还满足最小置换和最小耦合原理: ( � ) 完全保留了不考

虑联络结构时的主导物理场即速度场的拉氏量形式,但把其中场量的一般导数换成协变导数,

并且加入的所有新能量项中的导数都必须具有协变形式, 这就是所谓的最小置换原理# ( � )

根据非平衡过程理论,反映独立物理过程的场量或其导数比如 Yki、Vki、H
j
k、5

j 等称为广义流,

与它们对应的广义力推动了流动演化过程# 而(15) 式中的能量泛函 LY、L V、LH、L5 分别就是

广义力对广义流的做功# 如果一种广义力只是由相应的广义流决定,就称其能量形式满足最

小耦合原理# 这样, 拉氏量密度( 15)即是说所有广义流的能量形式都满足最小耦合原理# 

流体的拉氏量密度包含了流体动力学的完整信息# 定义流体系统的作用量

  A [ Vi ; A
j
i , 5

j
] SQDL [ Vi ; A

j
i , 5

j
] dv C dt , ( 16)

其中 D是流体占据的时空域, dv = dx 1 C dx 2 C dx 3是体元形式,导入拉氏量( 15)并定义广义

力

  7 i =
5L 0
5Vi
dv C dt , Ri =

5L Y

5 Yki
dak C dt ,

  0i =
5LV

5 Vki
dx k C d t , E

i
=

5LH

5H
i
k
dak ,

  Qi =
5L 5

5 5 idv, 2 i =
5L V

5 Vi
dv C dt = Eilm 0 l C B

m
,

  Q
i

=
5LH

5H
i
k
dak -

5LV

5B
i
k
dxk C dt = E

i
- EilmVl 0m =

$
E

i
- G

i
,

  J
i

=
5L 5

5 5i dv +
5LY

5A
i
k
dak C dt = Q

i
+ EilmVl Rm ,

我们可以通过对场量 Vi ; A
j
i , 5

j
取变分 <i ; G

j
i , G

j
4 : <i = DVi , G

j
i= DA

j
i , G

j
4= D5

j
, 得到作用

量( 16)的变分

  DA[ Vi ; A
j
i , 5

j
] = QDDL [ Vi ; A

j
i , 5

j
] dv C dt , ( 17)

其中   DL = ( 7 i + 2i ) <i + RjiDYji - J
j
4G

j
4+ Ejlm 0ilVmDB

j
i - E

j
iDH

j
i# 
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¹ 自旋场作为一种运动表征,当标架随时间变换时,必须扣除虚拟的微涡旋才能正确计算其能量项 L5# 



再由场强的定义可得

  DYji = 5 j<i + EilmA
l
j<m + EilmG

l
j Vm ,

  DB j
i = Eilm 5 lG

j
m+

1
2
EjpqG

p
l A

q
m +

1
2
Ejpq A

p
lG

q
m = Eilm(5 lG

j
m+ EjpqG

p
lA

q
m) ,

  DH
j
i = 5 iG

j
4- 5 tG

j
i+ Ejp qG

p
i 5

q
+ EjpqA

p
i G

q
4# 

将上述结果代入( 17)式,于是有

  DL = ( 7 i + 2i - 5j Rj i - EilmA
l
j Rjm) <i + 5 j ( Rji<i ) -

( J
j
4- 5 iE

j
i - Ejp qA

p
iE

q
i ) G j

4- 5 i ( E
j
iG

j
4) +

[ J
j
i - 5 tE

j
i - Ejp q5

p
E

q
i + Eilm(5 lG

j
m+ EjpqA

p
lG

q
m) ] G

j
i+

5 t ( E
j
iG

j
i ) + 5 t ( EilmG

j
lG

j
m)# 

利用速度场 Vi 和涡旋场A
j
i、5

j的变分的独立性以及它们在空时边界等于零,流体系统的最小

作用原理 DA[ Vi ; A
j
i , 5

j
] = 0给出线动量和微力矩的平衡方程如下:

  7 i + 2 i = dRi + Eilm A
l C Rm =

$
D Ri , ( 18)

  J
i

= dQi
+ EjpqW

p C Q
q

=
$
DQi# ( 19)

实际上,微力矩平衡方程是三维空间或时空上建立的, 由斯托克斯定理可以导出四维时空上的

微力矩平衡关系
[ 5]

  DJ i
= - Eip qF

p C Q
q# ( 20)

如果涡旋场强与它对应的广义力具有同轴性,则( 20)式右端恒等于零,上述可积条件就表示微

力矩在四维时空上的守恒关系,即

  DJ
i

= dJi
+ EipqW

p C J
q

= 0# ( 21)

微力矩的协变守恒通常作为拉氏量密度的一个基本约束来考虑,反映流体的各向同性特征# 

拉氏量密度最简单的一种构造是广义流(或力)的二次式, 比如 N_S方程对应的拉氏量密

度( 14)就属于这种类型,通过量纲的考量可以把一般形式( 15)具体化为

  L [ Vi , W
j
L] = L 0+

1
2
M( YkiYki - 5 i 5i

) +
1
2
M+( VkiVki - H

i
k H

i
k) , ( 22)

其中 M是粘性系数, + 是新的具有面积量纲的物性常数# 这样包含15个分量方程的流体动力

平衡方程(18)、(19) 就变成速度场 Vi和涡旋场A
j
i、5

j
的控制方程, 而要完全求解包含压力场 P

在内的 16个场变量,还需要加上连续方程:5 iVi = 0# 若引入空时质量通量 m = QVidai C dt

- Qdv, 连续方程就有微分形式表述

  dm = 0# ( 23)

3  结   语

流体粘性力具有与观察者方位协变的客观性,应该完全由协变的客观量表述而与观察者

方位的分布无关# 这样的对称性要求把动量分量方程的整体旋转不变性推展为局域旋转不变

性,而把粘性力表述中不可避免的几何量物理化就导致新的动力学场即涡旋场的引入# 涡旋
场或可解释为曲折流动下流体动力系统的整体旋转对称性破缺的结果# 与速度场描述的宏观

运动不同,涡旋场描述的是统计平均的自组织的微(涡旋)运动和微(旋错)结构:速度场展现的

涡旋结构是单纯的、确定的,涡旋场展现的涡旋结构则是嵌套的、随机的 ) ) ) 在一个连续变化
的尺度上统计平均地存在的涡旋# 涡旋场还可以看作是对微观扩散(和/或粘附)的内涵的扩

充,即在平衡扩散的基础上加入的自组织有序扩散的描述, 从而大大丰富了流体粘性作用的机

理,并且实际上建立了远离平衡态流动中粘性耗散结构的描述# 
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流体动力学的建立有力(矩)平衡分析和拉氏量密度构造两条途径# 本文借鉴规范场理论

一些原理并通过广义流的分析得到了流体拉氏量密度的一般泛函形式( 15)和二次显式形式

( 22) ,建立了包含压力场、速度场和涡旋场的新型流体动力学系统# 虽然新的机理使流场控制

方程变得更复杂了, 但是由于对耗散涡旋采用了统计描述而不必涉及它们的细节,我们可以在

粗网格上模拟复杂流动(包括湍流) ,从而能够有效地实现对流动结构进行预测和控制的科学

理想# 
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Objectivity Requirement for Fluid Dynamics

ZOUWen_nan1, 2

( 1. Sta te Key Labor ator y f or Stu dies of Turbulen ce an d Complex System s ,

Peking Univ er sity , Beijing 100871, P . R . China ;

2. Institute of En gin eer ing Mechan ics , Nan chang Un iv er sity ,

Nan chang 330029, P . R . China )

Abstract: A new flow theory is established through the objectivity requirement on the fluid dynamics.

It was known that inhomogeneous fluid motion gave rise to viscous force while the selection of ob-

servers on different space_time points would change such an inhomogeneous character. Therefore,

when the viscous force was considered as an objective existence foreign to the selection of observers,

the form invariances of viscous force and momentum equation under local rotation transformation re-

quired a new dynamic field, namely the vortex field to be introduced. Then the dynamical equations of

all flow fields were obtained through constructing the Lagrangian density of fluid system and using the

variational approach of energy.

Key words: viscous interaction; invariance; vortex field; Lagrangian density; turbulence
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