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依赖于一阶导数的 ( n - 1, 1) 共轭 m 点
边值问题正解的存在性

X
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(河北科技大学 理学院,石家庄 050018)

(郭兴明推荐)

摘要 :  利用锥上的 Krasnoselskii. s 不动点定理的推广定理, 讨论了一类边值问题,给出了相应依赖

于一阶导数的非线性 n阶m点边值问题至少一个正解的存在性1 对于 n 阶m 点边值问题, 给出了

相应的Green 函数,证明了在非线性项 f 满足一定的增长条件下至少存在 1 个正解1 并且给出了

一个例子来说明所获得的结果1 
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引   言

在许多的不同应用数学和应用物理方面提出了常微分方程多点边值问题1 I lcin和 Mo-i

seev[ 1- 2]首先对二阶线性常微分方程多点边值问题进行了研究1 自那以后, 非线性二阶多点边

值问题已经被许多作者进行了研究1 相关的可参考文献[ 3-8] 1 最近,在文献[ 9]中, Guo 利用

Krasnoselskii. s不动点定理的推广定理,获得了二阶三点边值问题

  
xd( t ) + f ( t , x , xc) = 0,   0 [ t [ 1,

x (0) = 0, x (1) = Ax ( G)
至少存在 1个正解1 其中 A> 0, G I (0, 1) , AG< 1,并且 f 是非负连续函数 1 这篇文章是允
许非线性项 f 依赖于x 的一阶导数所获得正解的少量工作之一1 

对于非线性 n 阶三点边值问题

  
u
( n)
( t ) + a ( t )f ( u) = 0,   t I (0, 1) ,

u(0) = 0, uc(0) = , = u
( n- 2)

(0) = 0, u( 1) = Au( G) ,
n \ 2, 0 < G< 1, 0 < AGn- 1

< 1, f ( t ) I C( [ 0, 1] , [ 0, ] ) ) 是超线性的或次线性的1 Eloe和

Ahmad[ 10]利用 Krasnoselskii. s不动点定理讨论了至少 1 个正解的存在性1 受文献[ 9-10]的启

发,本文主要研究非线性 n 阶m 点边值问题

  
u
( n)
( t ) + f ( t , u, uc) = 0,   t I (0, 1) ,

u(0) = 0, uc(0) = , = u
( n- 2)

(0) = 0, u( 1) = 6
m- 2

i= 1
kiu( Ni )

( 1)

495

 应用数学和力学,第 30 卷 第 4期
 2009 年 4 月 15日出版

                Applied Mathematics andMechanics  
  Vol. 30, No. 4, Apr. 15, 2009

X 收稿日期:  2008-04-10; 修订日期:  2009-02-14

基金项目:  河北省自然科学基金资助项目( A2006000298)

作者简介:  纪玉德( 1979) ) ,男, 内蒙古赤峰人,讲师, 硕士(联系人. E-mail: jiyude-1980@ 163. com) .



正解的存在性,其中 ki > 0( i = 1, 2, ,, m - 2) , 0 = N0 < N1 < N2 < ,< Nm- 2 < Nm- 1 = 1,

0 < 6
m- 2

i= 1
kiN

n- 1
i < 1并且 f : [ 0, 1] @ [ 0, ] ) @ R y [ 0, ] ) 是连续的 1 我们将赋予非线性项

f 一定的增长条件, 保证非线性 n 阶m 点边值问题( 1)至少存在 1个正解1 为了获得我们的结
果,我们首先给出边值问题( 1)相关的 Green函数,其次通过利用 Krasnoselskii不动点定理的推

广定理和 Green函数的性质, 证明了边值问题( 1)至少存在 1个正解1 
在这篇文章中假设如下条件成立:

(H1) n \ 2, ki > 0( i = 1, 2, ,, m - 2) , 0 = N0 < N1 < N2 < ,< Nm- 2 < Nm- 1 = 1,并

且0 < 6
m- 2

i = 1 ki N
n- 1
i < 1;

(H2) f : [ 0, 1] @ [ 0, ] ) @ R y [ 0, ] ) 是连续的1 

1  预 备知 识

定义 1. 1  设 E 是 R上的 Banach空间1 称一个非空闭凸集合 K < E 是一个锥,如果

( � ) au I K 对于所有的u I K 和所有的a \0成立;

( � ) u, - u I K 必有u = 01 
定义 1. 2  称 A是K 上的非负连续凹泛函,如果 A: K y [ 0, ] )是连续的,且对所有 x , y I

K 和 0 [ t [ 1, A( tx + (1- t ) y ) \ tA( x ) + (1- t) A( y )1 称 C是K 上的非负连续凸泛函,

如果 C: K y [ 0, ] ) 是连续的,且对所有 x , y I K 和 0 [ t [ 1, C( tx + (1- t) y ) [ tC( x ) +

(1- t) C( y )1 
设K 为E 上的锥, A, B为E |y R

+ 上的两个连续凸泛函, 满足 A( Kx ) = | K| A( x ) , B( Kx )

= | K| B( x ) , Px I E, KI R,并且 +x + [ Mmax A( x ) , B( x ) , x I E且A( x ) [ A( y ) , x ,

y I K , x [ y ,其中 M > 0是 1个常数1 

定理 1. 1(最大值原理) [ 11]  设 n \2, h ( t ) I C
( n)
[ a, b] 满足 h

( n)
( t ) [ 0, a [ t [ b ,

并且

  h
( k )
( a) \ 0,   0 [ k [ n - 2, ( 2)

  h( b ) \ 0, ( 3)

则 h( t ) \ 0, a [ t [ b1 另外,如果在[ a, b ] 的任何一个非平凡的紧子区间上 h
( n)
( t ) < 0,

或者如果式(2) 和(3) 之一是严格的不等式,则 h( t ) > 0, a < t < b1 

定理 1. 2[ 9]  设 r2 > r 1 > 0, L > 0是常数,并且

  8i = x I E | A( x ) < ri , B( x ) < L ,   i = 1, 2

是 E 上的两个有界开集,令

  D i = x I E | A( x ) = ri ,   i = 1, 21 
另外假设 T : K |y K 是一个全连续的算子且满足

(A1) A( Tu) < r1, u I D1 H K ; A( Tu) > r 2, u I D2 H K ;

(A2) B( Tu) < L , u I K ;

(A3) 存在一个 p I ( 82 H K ) \ 0 使 A( p ) X 0且 A( x + Kp ) \ A( x ) , x I K , K\01 
则 T 在( 82 \ �8 1) H K 上至少有 1个不动点1 

2  预 备引 理

引理 2. 1  设 6
m- 2

i= 1 kiN
n- 1
i X 1,则对于 y ( t ) I C [ 0, 1] , 边值问题
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u
( n)
( t ) + y ( t ) = 0,   t I (0, 1) ,

u(0) = 0, uc(0) = , = u
( n- 2)

(0) = 0, u( 1) = 6
m- 2

i= 1

kiu( Ni )
( 4)

有唯一解

  u( t ) = - Q
t

0

( t - s)
n- 1

( n - 1) !
y ( s)ds +

t
n- 1

1 - 6
m- 2

i= 1

kiN
n- 1
i

Q0

1 (1 - s )
n- 1

( n - 1) !
y ( s) ds -

    t
n- 1

1 - 6
m- 2

i= 1
ki N

n- 1
i

6
m- 2

i= 1
kiQ

N
i

0

( Ni - s )
n- 1

( n - 1) !
y ( s )ds1 

证明  设

  u( t ) = - Q
t

0

( t - s)
n- 1

( n - 1) !
y ( s)ds + At

n- 1
+ 6

n- 2

i= 1
A it

i
+ B 1 

因为 u
( i )
(0) = 0, i = 0, 1, 2, ,, n - 2,我们得到 B = 0和A i = 0, i = 1, 2, ,, n - 21 现在我

们通过 u (1) = 6
m- 2

i= 1 kiu( Ni ) 来解 A 1 由于

  - Q
1

0

(1 - s )
n- 1

( n - 1) ! y ( s )ds + A = 6
m- 2

i= 1
ki - Q

N
i

0

( Ni - s)
n- 1

( n - 1) !
y ( s )ds + ANn- 1

i ,

我们得到

  A =
1

1- 6
m- 2

i= 1

ki N
n- 1
i

Q
1

0

(1- s)
n- 1

( n - 1) !
y ( s )ds -

    1

1 - 6
m- 2

i= 1

ki Ni
n- 1
6
m- 2

i= 1

kiQ
N
i

0

( Ni - s)
n- 1

( n - 1) !
y ( s )ds1 

因此,式( 4)有唯一解

  u( t ) = - Q
t

0

( t - s)
n- 1

( n - 1) !
y ( s)ds +

t
n- 1

1 - 6
m- 2

i= 1
kiN

n- 1
i

Q
1

0

(1 - s )
n- 1

( n - 1) !
y ( s) ds -

    t
n- 1

1 - 6
m- 2

i= 1
ki Ni

n- 1
6
m- 2

i= 1
kiQ

N
i

0

( Ni - s)
n- 1

( n - 1) !
y ( s )ds1 

引理 2. 2  设0 < 6
m- 2

i = 1
kiN

n- 1
i < 1,如果 y ( t ) I C[ 0, 1] 且 y ( t ) \0, t I (0, 1) ,则边值

问题(4) 的唯一解 u( t ) 满足

  min
t I [ N

m- 2
, 1]
u ( t ) \ C+u + , ( 5)

其中   +u + = max
0[ t [ 1

| u( t ) | , C= min
km- 2(1- Nm- 2)

1- km- 2Nm- 2
, km- 2N

n- 1
m- 2, k 1N

n- 1
1 , Nn- 1

m- 2 1 

证明  我们将给出 u( t ) 满足严格的微分不等式 u
( n)
( t ) < 0, 0 < t < 1情形的详细证明 1 

一旦式(5) 在这种情形下被获得, 我们假设 u( t ) 满足微分不等式并且令

  u( E, t ) = u( t ) + Et
n- 1

1- 6
m- 2

i= 1
kiN

n
i

1- 6
m- 2

i= 1

ki N
n- 1
i

- t ,
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则对于 E> 0, u( E, t ) 满足严格的微分不等式 1 对 Ey 0+ 取极限,表明 u( t ) 满足式( 5) 1 

如果 u( t ) 在 t = �t 取得最大值,则 +u + = u(�t )1 反复应用 Rolle定理以及严格的微分

不等式,我们知道 u( t ) 在[�t , 1] 上是递减的并且是下凹的1 

情形 1  0 < 6
m- 2

i = 1 ki < 11 首先, 假设�t [ Nm- 2 < 1, 则mint I [ N
m- 2

, 1] u ( t ) = u(1) 1 从

式(4) ,我们有 u(1) = 6
m- 2

i = 1 kiu( Ni ) \ km- 2u ( Nm- 2) 1 根据 u( t ) 在[�t , 1] 是递减的和非负凹

的,我们有( ( u(�t ) - u(1) ) / (�t - 1) ) ( Nm- 2 - 1) + u( 1) [ u ( Nm- 2) , 从而

  u(�t ) [ u(1) +
u(1) - u ( Nm- 2)

1- Nm- 2
(�t - 1) [ u(1) +

u(1) - u( Nm- 2)

1 - Nm- 2
(0- 1) =

    u( 1) - u(1)
1- Nm- 2

+
u ( Nm- 2)

1 - Nm- 2
[ u(1) -

u(1)
1- Nm- 2

+
u (1)

km- 2(1- Nm- 2)
[

    u( 1)
1- km- 2Nm- 2

km- 2(1- Nm- 2)
1 

因此, min t I [ N
m- 2

, 1] u ( t ) \ C+u +1 

其次,假设 Nm- 2 < �t < 1,我们知道 u( t ) 在 t < �t上是递增的,在�t < t上是递减的 1 此

种情形 0 < 6
m- 2

i= 1
ki < 1表明min t I [N

m- 2
, 1] u ( t ) = u(1) 1 事实上,因为 u( N1) [ u( N2) [ ,

[ u( Nm- 3) [ u( Nm- 2) , 则 u(1) = 6
m- 2

i = 1 kiu( Ni ) [ 6
m- 2

i= 1 kiu ( Nm- 2) < u( Nm- 2)1 令 h( t ) =

u ( t ) - u(�t ) t n- 1
, 0 < t < �t 1 根据定理1. 1利用 a = 0, b = �t ,得 h ( t ) = u ( t ) - u(�t ) t n- 1 \

0, 0 < t < �t 1 即 u( t ) \ u(�t ) t n- 1
, 0 < t < �t 1 因此,特别地, u ( Nm- 2) \ u(�t ) Nn- 1

m- 2,蕴涵着

u ( t ) \ u(1) = 6
m- 2

i= 1 kiu( Ni ) \ km- 2u( Nm- 2) \ km- 2N
n- 1
m- 2u(�t ) , Nm- 2 [ t [ 11 这样,

mint I [ N
m- 2

, 1] u( t ) \ C+u +1 

情形 2  6
m- 2

i = 1
ki \ 11 首先,假设 u( Nm- 2) > u(1) ,则min t I [N

m- 2
, 1] u( t ) = u(1) ,表明�t

I [ N1, 1] 1 事实上,如果�t I [ 0, N1] ,则 u( N1) \ u( N2) \ , \ u( Nm- 3) \ u( Nm- 2) > u(1) ,

并且 u(1) = 6
m- 2

i = 1
kiu( Ni ) > 6

m- 2

i = 1
kiu(1) \ u (1)1 矛盾 1 令 h( t ) = u ( t ) - u(�t ) tn- 1

, 0

< t < �t 1 根据定理 1. 1利用 a = 0, b = �t , 得 h( t ) = u( t ) - u (�t ) tn- 1 \ 0, 0 < t < �t 1 即

u ( t ) \ u(�t ) tn- 1
, 0 < t < �t 1 因此,特别地, u( N1) \ u(�t ) Nn- 1

1 , 蕴涵着

  u( t ) \ u(1) = 6
m- 2

i= 1
kiu( Ni ) \ k1u( N1) \ k1N1

n- 1
u (�t ) ,   Nm- 2 [ t [ 11 ( 6)

因此, min t I [ N
m- 2

, 1] u ( t ) \ C+u +1 

其次,假设 u( Nm- 2) [ u(1) ,则min t I [ N
m- 2

, 1] u( t ) = u ( Nm- 2) 1 因此, �t I [ Nm- 2, 1] ,这样式

(6) 容易被修正为 u( t ) \ u( Nm- 2) \ u(�t ) Nn- 1
m- 2, Nm- 2 [ t [ 11 因此, mint I [ N

m- 2
, 1] u ( t ) \

C+u +1 

引理 2. 3  设0 < 6
m- 2

i = 1
ki N

n- 1
i < 1, 则边值问题

  
- u

( n)
( t ) = 0,   t I (0, 1) ,

u(0) = 0, uc(0) = , = u
( n- 2)

(0) = 0, u( 1) = 6
m- 2

i= 1
kiu( Ni )

( 7)

的Green函数是
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G ( t , s) =
1
M

- ( t - s )
n- 1 1 - 6

m- 2

i= 1

ki N
n- 1
i + t

n- 1
(1- s)

n- 1
- 6

m- 2

j= i

kj ( Nj - s )
n- 1

,

0 [ t [ 1, Ni- 1 [ s [ min Ni , t , i = 1, 2, ,, m - 1;

t
n- 1

(1- s )
n- 1

- 6
m- 2

j = i

kj ( Nj - s )
n- 1

,

0 [ t [ 1, max Ni- 1, t [ s [ Ni , i = 1, 2, ,, m - 1,

其中 M = ( n - 1) ! 1 - 6
m- 2

i= 1
ki N

n- 1
i 1 

证明  当 0 [ t [ N1时,式( 4)的唯一解可以表示为

  u( t ) =
1
M Q

t

0
- ( t - s )

n- 1 1 - 6
m- 2

i= 1

ki N
n- 1
i +

    t n- 1
(1- s)

n- 1
- 6

m- 2

j= 1

kj ( Nj - s)
n- 1

y ( s)ds +

    Q
N
1

t
t
n- 1

(1- s)
n- 1

- 6
m- 2

j= 1

kj ( Nj - s )
n- 1

y ( s)ds +

    6
m- 2

i= 2
Q
N
i

N
i- 1

t
n- 1

( 1- s)
n- 1

- 6
m- 2

j= i

kj ( Nj - s)
n- 1

y ( s)ds +

    Q
1

N
m- 2

t
n- 1
(1- s)

n- 1
y ( s )ds 1 

当 Nr- 1 [ t [ Nr , 2 [ r [ m - 2时,式( 4)的唯一解可以表示为

  u( t ) =
1
M Q

N
1

0
- ( t - s)

n- 1
1- 6

m- 2

i = 1
ki N

n- 1
i +

    t n- 1
(1- s)

n- 1
- 6

m- 2

j= 1
kj ( Nj - s)

n- 1
y ( s)ds +

    6
r- 1

i= 2Q
N
i

N
i- 1

- ( t - s )
n- 1

1- 6
m- 2

i= 1
kiN

n- 1
i +

    t n- 1
(1- s)

n- 1
- 6

m- 2

j= i

kj ( Nj - s)
n- 1

y ( s)d s +

    Q
t

N
r- 1

- ( t - s)
n- 1 1- 6

m- 2

i = 1

ki N
n- 1
i +

    t n- 1
(1- s)

n- 1
- 6

m- 2

j= r

kj ( Nj - s)
n- 1

y ( s)d s +

    Q
N
r

t
t
n- 1

(1 - s )
n- 1

- 6
m- 2

j = r

kj ( Nj - s)
n- 1

y ( s )ds +

    6
m- 2

i= r+ 1
Q
N
i

N
i- 1

t
n- 1

(1 - s )
n- 1

- 6
m- 2

j= i

kj ( Nj - s)
n- 1

y ( s )ds +

    Q
1

N
m- 2

t
n- 1
(1- s)

n- 1
y ( s )ds 1 

当 Nm- 2 [ t [ 1时, 式( 4)的唯一解可以表示为

  u( t ) =
1
M Q

N
1

0
- ( t - s)

n- 1 1- 6
m- 2

i = 1

ki N
n- 1
i +
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    t n- 1
(1- s)

n- 1
- 6

m- 2

j= 1

kj ( Nj - s)
n- 1

y ( s)ds +

    6
m- 2

i= 2Q
N
i

N
i- 1

- ( t - s )
n- 1 1- 6

m- 2

i= 1
kiN

n- 1
i +

    t n- 1
(1- s)

n- 1
- 6

m- 2

j= i

kj ( Nj - s)
n- 1

y ( s)d s +

    Q
t

N
m- 2

- ( t - s )
n- 1 1 - 6

m- 2

i= 1
ki N

n- 1
i + t

n- 1
(1 - s )

n- 1
y ( s )ds +

    Q
1

t
t
n- 1
(1 - s )

n- 1
y ( s)ds 1 

因此,式( 4)的唯一解是 u ( t ) = Q
1

0
G( t , s) y ( s)d s1 

引理 2. 4  设0 < 6
m- 2

i = 1
ki N

n- 1
i < 1, 则边值问题(7) 的Green函数 G( t , s) \ 0, 0 [ t ,

s [ 11 

证明  当 0 [ t [ 1, Ni- 1 [ s [ min Ni , t , i = 1, 2, ,, m - 1时,

G ( t , s) =
1

( n - 1) ! 1 - 6
m- 2

i= 1
ki N

n- 1
i

- ( t - s )
n- 1 1- 6

m- 2

i= 1
ki N

n- 1
i +

  t n- 1
(1- s)

n- 1
- 6

m- 2

j= i

kj ( Nj - s )
n- 1

=

  1
( n - 1) !

t
n- 1
(1- s)

n- 1
- ( t - s)

n- 1
+

  t n- 1
6
m- 2

i= 1
ki N

n- 1
i (1- s)

n- 1
- 6

m- 2

j= i

kj ( Nj - s )
n- 1

1 - 6
m- 2

i= 1

ki N
n- 1
i

\ 0;

当0 [ t [ 1,max Ni- 1, t [ s [ Ni , i = 1, 2, ,, m - 1时,

G ( t , s) =
1

( n - 1) ! 1 - 6
m- 2

i= 1

ki N
n- 1
i

t
n- 1

(1- s)
n- 1

- 6
m- 2

j= i

kj ( Nj - s)
n- 1

=

  1
( n - 1) !

t
n- 1
(1- s)

n- 1
+ t

n- 1
6
m- 2

i= 1
ki N

n- 1
i (1- s)

n- 1
- 6

m- 2

j = i

kj ( Nj - s )
n- 1

1- 6
m- 2

i= 1
ki N

n- 1
i

\ 01 

3  主 要结 果

设 E = C
1
( [ 0, 1] , R) ,定义E 上的范数 +u + = max0[ t [ 1( u

2
( t ) + ( uc( t ) ) 2) 1/ 21 令K =

u( t ) I E | u( t ) 是[ 0, 1] 上的非负函数 1 
定义 E 上的两个泛函 A, B如下:

  A( u) = max
0[ t [ 1

| u( t ) | , B( u) = max
0 [ t [ 1

| uc( t ) | ,   Pu I E,
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则 +u + [ 2max A( u) , B( u) , 并且

  A( Ku) = | K| A( u) , B( Ku ) = | K| B( u) , P u I E , K I R,

  A( u ) [ A( v) , Pu, v I K , u [ v 1 
如果条件( H1)成立,由引理 2. 4,则式( 7)的 Green函数 G( t , s ) \0, 令 y ( t ) = 1, 我们有

  Q
1

0
G ( t , s )ds = -

t
n

n!
+

1 - 6
m- 2

i= 1

ki N
n
i t

n- 1

n ! 1- 6
m- 2

i= 1

ki N
n- 1
i

1 ( 8)

令

  M = max
t I [ 0, 1]Q

1

0
G( t , s )ds , ( 9)

  m = max
t I [ N

m- 2
,1]Q

1

N
m- 2

G ( t , s) ds, ( 10)

  Q =

2n - 1- n 6
m- 2

i= 1
ki N

n- 1
i + ( n - 1) 6

m- 2

i= 1
ki N

n
i

n! 1 - 6
m- 2

i= 1

ki N
n- 1
i

1 ( 11)

定理3. 1  如果条件( H1)、(H2)成立,另外假设存在非负常数 0< c < Cb < b < L ,使f ( t ,

u , v ) 满足如下增长条件:

(H3) f ( t , u, v ) < c/ M, ( t , u, v ) I [ 0, 1] @ [ 0, c ] @ [- L , L ] ;

(H4) f ( t , u, v ) \ b / m, ( t , u, v ) I [ Nm- 2, 1] @ [ Cb, b] @ [- L , L ] ;

(H5) f ( t , u, v ) < L / Q, ( t , u, v ) I [ 0, 1] @ [ 0, b] @ [- L , L] 1 
则边值问题( 1)至少存在 1个正解 u( t ) , 且满足

  c < A( u) < b , | uc( t ) | < L 1 
证明  令

  81 = u I E | u ( t ) | < c, | uc( t ) | < L ,

  82 = u I E | u ( t ) | < b, | uc( t ) | < L

为 E 上的两个有界开集,且设

  D1 = u I E | A( u) = c , D2 = u I E | A( u) = b 1 

令 f 1( t , u, v) = f ( t , u0, v0) , 其中 u0 = min u, b ; v0 = max min v , L , - L 1 则 f 1 I

C ( [ 0, 1] @ [ 0, ] ) @ R y [ 0, ] ) )1 定义算子

  Tu( t ) = Q
1

0
G ( t , s) f 1( t , u( s ) , uc( s) )ds1 

显然, T : K y K 是全连续算子, 并且存在 p I ( 82 H K ) \ 0 使 A( p ) X 0且 A( u + Kp ) \

A( u) 对所有的 u I K , K\ 0都成立1 因此, 定理 1. 2的条件( A3)满足1 

对于 u I D1 H K , A( u ) = c, 由条件(H2)、( H3)和式( 9)可得

  A( Tu ) = max
t I [ 0, 1] Q

1

0
G( t , s) f 1( t , u( s ) , uc( s) ) ds <

    c
M

max
t I [ 0, 1]Q

1

0
G ( t , s )ds = c1 

对于 u I D2 H K , A( u) = b ,利用引理 2. 2,我们有 u( t ) \ CA( u) = Cb, t I [ Nm- 2, 1] 1 
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因此,由条件( H2)、(H4)和式( 10)可得

  A( Tu ) = max
t I [ 0, 1] Q

1

0
G( t , s) f 1( t , u( s ) , uc( s) ) ds >

    max
t I [0, 1] Q

1

N
m- 2

G ( t , s) f 1( t , u( s ) , uc( s) )ds \

    b
m

max
t I [ N

m- 2
, 1]Q

1

N
m- 2

G ( t , s) ds = b1 

因此,定理 1. 2的条件( A1)满足1 

对于 u I K , 由条件( H2)、(H5)和式( 11)可得

  B( Tu) = max
t I [ 0, 1]

- Q
t

0

( t - s)
n- 2

( n - 2) !
f 1( t , u ( s) , uc( s ) )ds +

    t
n- 2

1 - 6
m- 2

i= 1

ki N
n- 1
i

Q
1

0

(1- s)
n- 2

( n - 2) ! f 1( t , u( s) , uc( s) )ds -

    
t
n- 2

1- 6
m- 2

i = 1
ki N

n- 1
i

6
m- 2

i= 1
kiQ

N
i

0

( Ni - s)
n- 1

( n - 2) !
f 1( t , u ( s) , uc( s ) )ds <

    
2- 6

m- 2

i= 1
ki N

n- 1
i

1- 6
m- 2

i= 1

ki N
n- 1
i

Q
1

0

(1 - s )
n- 2

( n - 2) ! ds +

    
1

1- 6
m- 2

i = 1
ki N

n- 1
i

6
m- 2

i= 1
kiQ

N
i

0

( Ni - s)
n- 1

( n - 2) !
ds L

Q
=

    
2n - 1 - n 6

m- 2

i= 1
ki N

n- 1
i + ( n - 1) 6

m- 2

i= 1
ki N

n
i

n! 1 - 6
m- 2

i= 1

kiN
n- 1
i

L
Q
= L 1 

因此,定理 1. 2的条件( A2)满足1 

由定理 1. 2可知:存在 u I ( 82 \ �81) H K 使u = Tu 1 因此, u( t ) 是边值问题( 1)的正

解,且满足

  c < A( u) < b , | uc( t ) | < L 1 

4  例   子

在这一节, 我们举一个简单的例子来说明我们所获得的结果1 考虑如下边值问题:

  
u
( 3)
( t ) + f ( t , u, uc) = 0,   0 < t < 1,

u(0) = 0, uc(0) = 0, u(1) = u(1/ 2) ,
( 12)

其中
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f ( t , u, v ) =

9
3

73
@ 36 @ 4+ sinv

3
,   0 [ u [ 6, - 20 000 [ v [ 20 000,

p ( u ) @ 4 + sinv
3

,    6 [ u [ 10, - 20 000 [ v [ 20 000,

40 @ 48 @ 9
3

299+ 38 19
@ 1+ u - 10

40- 10
@ 4+ sinv

3
,

  10 [ u [ 40, - 20 000 [ v [ 20 000,

80 @ 48 @ 93

299+ 38 19
@ 4+ sinv

3
,   u \ 40, v < - 20 000 或 v > 20 000,

其中 p ( u) 满足

  p (6) =
93

73
@ 36, p (10) =

40 @ 48 @ 93

299+ 38 19
, pd( u) = 0,  u I (6, 10)1 

我们注意到 n = 3, m = 3, k1 = 1, N1 = 1/ 21 顺便,直接计算可以得到

  M = max
t I [ 0, 1]Q

1

0
G( t , s )ds = max

t I [ 0,1]
-

t
3

6
+

7
36
t
2
=

73

93 @ 12
,

  m = max
t I [ 1/ 2,1]Q

1

1/ 2
G ( t , s) ds = max

t I [ 1/ 2, 1]

1
36

- 6t 3+ 10t 2-
9
2
t +

3
4

=

    299+ 38 19

93 @ 48
,

  Q = 1,

  C= 1/ 41 

如果我们取 c = 6, b = 40, L = 20 000, 则可得

  f ( t , u, v) =
93

7
3 @ 36 @ 4+ sinv

3 [ 93

7
3 @ 60 <

c
M
,

( t , u, v) I [ 0, 1] @ [ 0, 6] @ [- 20 000, 20 000] ;

  f ( t , u, v) =
40 @ 48 @ 93

299 + 38 19
@ 1+

u - 6
40 - 6

@ 4 + sinv
3

\ b
m
,

( t , u, v) I [ 0, 1] @ [ 10, 40] @ [- 20 000, 20 000] ;

  f ( t , u, v) <
20 000

1
=

L
Q
,

( t , u, v) I [ 0, 1] @ [ 0, 40] @ [- 20 000, 20 000] 1 
从而定理 3. 1的所有条件都满足1 因此, 根据定理 3. 1我们知道边值问题( 12)至少存在 1个

正解 u( t ) 满足

  6 < max
0 [ t [ 1

u ( t ) < 40, max
0 [ t [ 1

| uc( t ) | < 20 0001 
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Positive Solutions for ( n - 1, 1) m-Point Boundary

Value Problems With Dependence on the

First Order Derivative

JI Yu-de,  GUO Yan-ping,  YU Chang-long

( College of Sciences , Hebei Un iver sity of Scien ce an d Technology ,

Shijiazhuan g 050018, P . R . China )

Abstract: Using the extension of Krasnoselskii. s fixed point theorem in a cone, the existence of at

least one positive solution to the nonlinear n th order m-point boundary value problem with depen-

dence on the first order derivative was proved. The associated Green. s function for the n th order m-

point boundary value problem was given, and growth conditions were imposed on nonlinear term f

which ensure existence of at least one positive solutions. A simple example was presented to illustrate

applications of the obtained results.

Key words: Green. s function; fixed point theorem in a cone; positive solution; higher- order differ-

ential equation
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