
文章编号: 1000-0887(2009) 04-0457-12 Z 应用数学和力学编委会, ISSN 1000-0887

覆冰导线舞动非线性数值模拟方法
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摘要:  基于覆冰导线所受空气动力的非线性和导线大幅运动的几何非线性, 利用虚功原理建立

覆冰导线非线性运动方程,采用具有 3 个平动自由度和1 个扭转自由度的三结点等参单元, 得到基

于更新 Lagrange格式的覆冰导线的非线性动力学有限元方程1 采用 Newmark 时间积分和 Newton-

Raphson 非线性迭代法求解有限元方程1 编制了相应的计算程序, 利用算例验证了方法和程序的

正确性1 进而利用该方法通过对典型覆冰线路的数值模拟, 揭示了当覆冰线路在垂直和水平方向

固有频率之间存在整数倍关系的情况下, 可能出现的一种新的舞动模式, 其可理解为非线性动力

系统的饱和现象1 
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引   言

导线覆冰以后, 在自然风作用下产生非线性气动力而使导线作低频大幅振动,这种现象称

为舞动1 舞动发生时导线会产生竖直,水平和扭转 3个方向的复杂耦合振动1 由于舞动持续
时间长,幅值会达到数米甚至十几米,所以舞动形成后对高压输电线路造成极大的破坏作用,

严重时可以导致大面积电力供应瘫痪1 

自20世纪 30年代发现架空输电线舞动现象以来,人们便开始对输电线舞动进行了研究1 

目前国际上普遍接受的有Den Hartog 垂直舞动理论
[ 1]
和Nigol等扭转舞动理论

[ 2] 1 在舞动的数

值模拟研究方面, Simpson曾利用传递矩阵法和动刚度法分析了多分裂导线的动态特性[ 3] 1 Yu

和Desai等人提出了三自由度模型分析研究导线的舞动
[ 4] 1 Desai等人则采用三结点等参单元

的有限元方法来研究导线的舞动,并采用振型叠加法求解有限元方程[ 5] 1 国内学者何锃和钱

天虹则采用振型叠加法的思想建立了分裂导线舞动的数学模型, 并进而对中山口大跨越三分

裂导线的舞动进行了数值计算分析[ 6] 1 上述数值分析方法多数基于振型叠加法,对系统方程
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进行了线性化处理1 由于导线是悬垂柔性体,舞动属于大位移小应变的非线性问题,因而采用

这类方法可能带来较大的误差1 此外,国内的王丽新等[ 7]也采用梁单元对覆冰导线的舞动进

行了非线性数值模拟,由于导线的抗弯刚度小,不适合采用梁单元进行模拟, 且没有考虑覆冰

后由于偏心而产生的惯性作用1 

本文采用 Desai等给出的三结点索单元[ 5] ,建立了模拟覆冰导线舞动的基于更新 Lagrange

格式的有限元方程1 由于考虑了导线运动过程中的几何非线性以及覆冰产生的偏心惯性作

用,因而与实际更接近1 该方法可以应用于任意多分裂导线的情况1 

1  覆冰导线舞动的有限元方程

覆冰导线的舞动是一典型的几何非线性问题,其伸长变形一般认为在线弹性小变形范围1 
对于固体力学一般问题, 采用更新的 Lagrange 格式, 在 t + $t 时刻的虚功方程可写成如下形

式
[ 8]

:

  Q t+ $t
V
Dui t+ $tQ t+ $t&u i t+ $td V +Q t

V
 tDijkl teklD teij

tdV + Q t
V
 tSijD tGij td V =

    Q t+ $t
S
R

 t+ $t
t+ $t t kDuk t+ $tdSR +Q t+ $t

V
 t+ $tQ t+ $t

t+ $t f kDuk t+ $tdV - Q t
V
 tSijDte ij tdV, ( 1)

式中 t+ $tQ, ui , t+ $t&u 分别是 t + $t 时刻的密度、位移和加速度, tDijkl 是本构张量, tekl 和 tGij 是

Green应变增量的线性和非线性部分, tSij 是t时刻的Cauchy应力, 由于更新Lagrange格式以 t时

刻的构形为参考构形, t时刻的 Cauchy应力和Kirchhoff应力 t
tS ij 相等, t+ $t

t+ $t tk和 t+ $t
t+ $tf k别是体积载

荷和面载荷, t+ $td V 和 t+ $tdSR分别是 t + $t 时刻的微元体积和微元面积1 

1. 1  单元分析

现在讨论三结点曲线索单元1 单元的每一结点具有 3个平动自由度和 1个扭转自由度1 

采用更新Lagrange格式
[ 5]

,设 t时刻索单元任一点的空间坐标为 t
x i , t+ $t时刻为 t+ $t

xi ,沿导线

轴向的自然坐标为 S ,如图1所示 1 从 t 时刻到t + $t时刻的位移为ui , 关于 S 坐标的旋转角

为 H,单元结点位移向量 q
e
由下式定义:

  q
e
= [ u

1
1  u

1
2  u

1
3  H1  u

2
1  u

2
2  u

2
3  H2  u

3
1  u

3
2  u

3
3  H3]T1 ( 2)

图 1  三结点抛物线单元

上式中右上标表示单元中局部结点编号1 从 t 时

刻到 t + $t 时刻单元上任意一点(导线截面中心

点)的位移和转角可以表示为

  [ u1  u2  u3  H]T = Nq
e1 ( 3)

形状函数矩阵 N 为

  N = [ N 1I  N2I  N3 I ] , ( 4)

I是 4 @ 4阶的单位矩阵,形函数 N k 为
[ 5]

N1 =
2S 2

l
2
e
-

3S
l e
+ 1,

N2 = -
4S 2

l
2
e
+

4S
l e
, N 3 =

2S2

l
2
e
-

S
l e
,

( 5)

这里 l e是单元的长度1 
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现以导线任意截面的中心点为原点, 建立和整体坐标系平行的局部坐标系 ( x
c
1, x

c
2, x

c
3) ,

该坐标系随导线一起平动,如图 2所示1 假设导线的弧垂很小, 所以在 t + $t时刻导线截面上

任意一点的位移 u
c
i 可以用索单元截面中点( O点) 的位移 u i表示,

  [ u
c
1  u

c
2  u

c
3]

T
= HNq

e
, ( 6)

式中

  H =

1 0 0 0

0 1 0 - x
c
3

0 0 1 x
c
2

1 

图 2 覆冰导线截面

对于大位移小应变问题, 可以忽略材料密度的变化1 把式( 6)代入虚功方程( 1)中的第 1

项可以得到

  Q t+ $t
V
Duc

iQ
t+ $t&uc

i dV = Ql
e
QA

QD( qe) TNT
H

T
HN

t+ $t&qedAdS =

    Ql
e

DqeNT LN t+ $t&qedS, ( 7)

其中对称矩阵 L ( 4 @ 4矩阵)中的非零元素的定义如下:

  
L11 = L22 = L33 = L = QA

QdA, L24 = - Sx
2
= - QA

Qxc
3dA,

L34 = Sx
3
= QA

Qxc
2dA, L44 = IH = QA

Q( xc2
2 + x

c2
3 )dA 1 

( 8)

现以 t 时刻为参考构形, t + $t时刻导线的轴向 Green应变 ES 为

  ES = El + Enl, ( 9)

其中线性项 El和非线性项 Enl分别为

  El =
5 tx i
5 S

5u i
5S , Enl =

1
2

5 ui
5 S

5 ui
5S 1 ( 10)

考虑到导线只受轴向拉力和扭矩作用,且认为轴向和扭转变形之间的相互影响很小,则公

式( 1)左边第 2项可以写成
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  Q t
V
 tD ijkl teklDteij t

dV = Q t
V
Dt ElE tEl t

dV +Ql
e

D t EHGJ tEHdS =

    Ql
e

AD( qe ) T t
tB

T
D t

tBq
edS , ( 11)

式中 A , E 和GJ 分别是导线的横截面积、弹性模量和扭转刚度 1 应变矩阵 B具有如下形式:

  B = [ B1  B2  B3] ,

  Bk =

5 tx 1

5S
5N k

5 S
5 t
x 2

5S
5N k

5S
5 tx 3

5S
5N k

5S 0

0 0 0
5N k

5S

  ( k = 1, 2, 3) , ( 12)

弹性矩阵 D 为

  D =
1
A

AE 0

0 GJ
1 ( 13)

设 t 时刻导线上受到的拉力为t
tT, 公式( 1)中左边第 3项可写成

  Q t
V
 tSijDtGij tdV = Ql

e

D tEnlTdS = Ql
e

D( qe)TGT t
tTGq

edS , ( 14)

其中

  G =
5N1

5 S m  
5N2

5 S m  
5N3

5 S m
,  t

tT = t
tTm , ( 15)

  m =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

1 

如图 2所示,导线截面上任意一点 P 在 t时刻的极坐标为( r , tW) ,在 t + $t时刻的极坐标

为( r , tW- H) , 则 t + $t 时刻P 点在x 2方向的位移可以表示为

  u
c
2 = u2+ r [ sin( tW- H) - sin tW] 1 ( 16)

由于从 t 时刻到t + $t 时刻的转角很小,故 sinH U H1 若重力沿 x 2的负方向,公式( 1)右边第

2项可以化简为

  - QV
QgDu

c
2dV = - QV

QgDu2dV + QV
DHQgr cos

t
WcosHdV + Ql

e

gDq
e
L q

e
dS, ( 17)

这里

  L =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 Sx
3

,

式中

  Sx
3
= QA

T

Qx
c
2dA = QA

T

Qrsin
t
WdA 1 

式( 17)中的右端第 1项为导线在垂直方向平动时重力的虚功,第 2项为导线扭转时重力产生的

偏心力矩的虚功1 若将导线在自重和覆冰作用下的平衡状态作为初始状态,则该两项消失1 把
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第3项移到方程左边,可得覆冰导线的偏心刚度矩阵的积分表达形式1 

导线 t 时刻的轴向拉力为 t
tT ,扭矩为 t

tM , 公式( 1)中的右边最后一项成为

 Q t
V
 tSijD teij td V = Q t

V
( tRDt El+ tSDt EH)

tdV = Ql
e

D( qe) T t
tB

T
 t
tT 0

0  t
tM

dS 1 ( 18)

拉力和扭矩可以通过下式计算

   t
tT = AE tES + T 0, t

tM = GJ
5 tH
5S , ( 19)

其中 t
ES 为导线 t 时刻的轴向应变,可以由式(9) 计算, T 0 为覆冰导线的初始轴向力1 

作用在导线上的气动力荷载依赖于覆冰导线的几何特征和风与导线之间的相对攻角 A1 
气动力荷载由下式确定:

  [ FL  F D  MH]
T
=

1
2
Qair U

2
reld[ CL ( A)  CD( A)  dCH( A) ]

T
, ( 20)

其中 Qair 和 d 分别是空气的密度和无覆冰导线的直径, Urel为水平风速度, 下角标 L 和 D分别

表示升力和阻力1 Ci 为空气动力系数, 通常用攻角的 3次多项式近似

  Ci = ai 0+ ai1A+ ai 2A
2
+ a i3A

3
, ( 21)

可由风洞试验确定1 由此可以计算单元结点外载荷向量

  F
e
= Q

l
e

0
N

T
[ 0  Fx

2
 Fx

3
 MH]

TdS 1 ( 22)

1. 2  邻跨导线和绝缘子串的模拟

邻档输电线和绝缘子串在 x 1 方向的影响可以用线性弹簧模拟其刚度1 Veletsos 和 Dar-

bre[ 9]给出了模拟电线和绝缘子串的等效弹簧刚度:

  1
K ST

=
L
AE

+
p
2
yL

3
x

12H 3 ( 23)

  K lx
1
=

1
L l

pyL +
W l

2
, K lx

3
= K lx

1
+

2H
Lx

, ( 24)

式中 K ST是邻档导线的等效弹簧刚度, L 和Lx 分别是在两邻近输电塔之间覆冰导线长度和水

平档距 1 py 是单位长度导线的重力, H 是静止状态下导线张力的水平分量 1 K lx
1
和K lx

3
分别

是绝缘子串在 x 1 和 x 3方向的刚度, L l和 W l分别是绝缘子串的长度和重量1 
1. 3  更新 Lagrange格式的有限元方程

将式( 7)、( 11)、( 14)、( 17)、( 18)和( 22)代入方程( 1)并考虑阻尼,则可得更新 Lagrange 格式

的单元平衡方程

  M
e t+ $t&qe + t

tC
e t+ $tÛqe + t

tK
e
q
e
= t+ $t

F
e
- t

tQ
e
, ( 25)

其中

  M
e
= Q

l
e

0
N

T t+ $tLNdS, t
tQ

e
= Q

l
e

0
 t
tB

T
 t
tT 0

0  t
tM

dS,

   t
tK

e
= t

tK 
e
t + 

t
tK

e
R + 

t
tK

e
ice =

    Q
l
e

0
A
t
t B

T
D t

tBdS + Q
l
e

0
G

T t
tTGdS - gQ

l
e

0
N

T
LNdS1 

对单元方程进行组集可得到系统方程
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  M t+ $t&q + t
tC t+ $tÛq + t

tKq = t+ $t
F - t

tQ, ( 26)

其中, t
tC和 t

tK分别是 t 时刻结构的阻尼阵和刚度阵 1 q 是结点位移增量向量, t+ $t&q, t+ $tÛq 和

 t+ $t
F分别为 t + $t时刻结点的加速度、速度和载荷向量, t

tQ是 t 时刻的内部结点载荷向量1 

结构阻尼的确定比较困难,对于导线可以采用 Raleigh阻尼[ 10] , 即

  cij = Bk1mij + Bk2 kij   ( k = x 2, H) ( 27)

其中 mij 和 kij 分别是结构质量阵和刚度阵中的元素,而系数 Bk1和 Bk2 分别采用下面的表达式

进行计算

  Bk1 =
2Nk1Xk1 Xk2
Xk2+ Xk1

, Bk2 =
2( Nk2 Xk2 - Nk1 Xk1)

( X
2
k2- X

2
k1)

, ( 28)

其中 Nk1和 Nk2 是对应于两个频率 Xk1和 Xk2的阻尼比1 

2  动力平衡方程的求解

采用Newmark时间积分和Newton-Raphson法迭代求解方程( 26)的递推公式如下[ 8] :

   t
tK

( l )
+

1
A$t2

M +
D
A$t

C q
( l )

= t+ $t
F
( l )
- t+ $t

t Q
( l )
-

    M 1

A$t
2( 

t+ $t
q ( l)

-
t
q) -

1
A$t

 tÛq - 1
2A

- 1 t&q -

    C
D
A$t

( t+ $t
q
( l)
- t
q) -

D
A
- 1 tÛq - D

2A
- 1 $t t&q , ( 29)

其中

   t+ $t
q
( 1)
- t

q = q
( 0)
, t+ $t

q
( l+ 1)

- t+ $t
q
( l )

= q
( l )
,

   t+ $t
q
( 0)

= t
q, q = 6

k

l= 0
q
( l )   ( k 为迭代次数)1 

每一增量步完成后,都需要根据计算得到的 t+ $t
q
( l ) 和 t+ $tÛq ( l) 更新 t+ $t

F
( l)
, t+ $t

t Q
( l ) 以及刚度

矩阵,直至满足收敛准则1 

3  数 值算 例

3. 1  算例 1

为了验证本文方法和程序的正确性,利用算例与 ABAQUS软件计算结果进行比较1 如图 3

所示,一根两端固定的输电线档距为 100 m,在自重作用下导线的弧垂为 4. 05 m1 导线截面直径

d = 27. 63 @ 10
- 3

m,弹性模量 E = 6.9 @ 10
4
MPa, Poisson比M= 0. 3,密度 Q= 2 519 kg/ m

31 采

用本文算法,导线用20个单元进行离散,经对多种网格划分的计算结果比较,对于该模型 20个

二次单元足以保证其计算精度1 ABAQUS 软件中没有具有扭转自由度的索单元, 在此利用梁单

元,通过释放其弯曲变形对应的转动自由度模拟,采用 40个两结点线性梁单元离散模型1 两个

模型的总结点数相同1 在导线各结点上同时施加水平载荷、垂直载荷和扭矩1 这些载荷随时

间的变化规律相同, 如图 4中所示,其最大值分别取 1 N、2 N 和 1 N#m1 在 ABAQUS中施加载

荷时选用 smooth step进行加载,对载荷变化折点进行光滑处理1 为便于比较,本文计算程序中

载荷也作了相同的光滑处理1 

462 刘 小 会    严   波    张 宏 雁    周   松



图 3  单档导线模型 图 4 载荷随时间变化规律

   ( a) x 2 方向位移

图5给出了由本文方法和 ABAQUS得到的导

线中点竖向位移、水平位移和扭转角随时间的变

化1 由于导线的转动惯量较小,其转角变化与扭

矩载荷的变化几乎同步1 从图 5中可见, 用本文

方法和ABAQUS 得到的计算结果非常吻合, 导线

中点垂直方向位移、水平方向位移和扭角最大值

的相对误差分别为 1. 2%, 0. 4%和 0. 6% 1 从而
验证了本文方法和程序的正确性1 
3. 2  算例 2

本算例利用文献[ 5]取自文献[ 11]的导线舞

( b) x 3方向位移 ( c) 扭转角

图 5  动载荷作用下导线中点位移和扭角随时间的变化

动试验结果对本文算法进行进一步的验证1 该输电线模型为单档,档距为 125. 88 m,在导线和

覆冰重力作用下的弧垂为 1. 38 m,覆冰冰型为 D型1 输电线的物理参数如表 1所示1 风速为
4. 1 m/ s, 垂直于输电线,初始攻角为 10b1 覆冰导线的空气动力系数取自文献[ 5] ,参见图 61 
导线两端非固定自由度采用模拟邻档输电线和绝缘子串的等效弹簧约束,参见 1. 2小节1 每
串绝缘子长2. 1 m,重 490N1 由于本文给出的是二次单元,通过验证,本算例采用15个索单元

即可达到稳定收敛解1 
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  表 1 模拟舞动的物理参数

参数 符号 单位 算例 2 算例 3

轴向刚度 AE N 13. 30@ 106 25. 53@ 106

扭转刚度 GJ N#m2#rad- 1 101 153

水平拉力 H N 21. 73@ 103 15. 0@ 103

裸线直径 d m 18. 8@ 10- 3 23. 5@ 10- 3

邻档等效刚度 K ST N#m- 1 75. 97@ 103 75. 97@ 103

x 2方向阻尼比 N2x  0. 08@ 10- 2 1. 60@ 10- 2

H方向阻尼比 NH  3. 79@ 10- 2 5. 70@ 10- 2

单位长度质量 L kg#m- 1 1. 53 1. 66

单位长度转动惯量 I kg#m2#m- 1 57. 02@ 10- 4 1. 56@ 10- 4

单位长度 x 2轴质量矩 Sx 2 kg#m#m- 1 0. 459@ 10- 3 2. 722@ 10- 3

单位长度 x 3轴质量矩 Sx3 kg#m#m- 1 - 0. 145@ 10- 3 - 0. 830@ 10- 3

( a) 算例 2 ( b) 算例 3

图 6  覆冰导线空气动力系数与攻角的关系[ 5]

( a) 舞动轨迹 ( b) 稳定后舞动轨迹

图 7 导线中点的舞动轨迹(算例 2)

  图7和图 8分别给出了计算得到的导线中点的舞动轨迹和位移的时间历程1 从图中可以
看出,开始时导线在平衡位置附近小幅摆动, 随着时间的推移,振幅不断增加,直至形成一个近
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   ( a) x 2 方向位移

似的椭圆轨迹 1 这种舞动模式即为邓哈托
(Den Hartog)垂直舞动1 在稳定状态下, 文献

[ 5]采用模态分解法计算得到的结果, 垂直方

向的振动幅度为 1. 58 m, 水平方向为 0. 04 m,

本文结果分别为 1. 544 m 和 0. 058 m1 两者的
相对差分别为 2. 3%和31. 1% 1 

在文献[ 5]的计算方法中,将式(21)中空气动

力系数常数项对应的力作为静力施加在模型上,

进而计算在扰动项作用下的动力响应1 在该文
的计算模型中,导线静止状态的弧垂1. 38m是在

( b) x 3方向位移 ( c) 转角

图 8  导线中点位移时间历程(算例2)

导线和覆冰重力及升力常数项作用下产生的1 这种载荷的处理方法反而使本文的计算复杂化,

故本文将空气动力系数常数项对应的载荷仍作为动力载荷施加在导线上1 因此,本文模型中

的弧垂1. 38 m 是仅在导线和覆冰重力作用下产生的1 虽然升力很小,这仍可能是导致本文得

到的水平方向振幅与文献[ 5]的结果差别较大的原因之一1 除此之外, 文献[ 5]的线性化处理

也是一个重要的原因1 
此外, 图9给出了采用本文方法数值模拟计算得到的导线中点的垂直位移和文献[ 11]给

出的试验观测结果之间的比较,可见两者一致1 

  图 9 导线中点垂直位移计算值与试验观测值的比较
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  ( a) 舞动开始时的轨迹

3. 3  算例 3

本算例中输电线档距仍为 125. 88 m,在导线

和覆冰重力作用下的弧垂为 2. 12 m, 其它物理参

数和空气动力系数分别见表 1和图 61 初始攻角
为 180b1 在模拟该问题时,通过改变风速发现,当

风速为 5. 5 m/ s时, 出现了一种新的舞动模式1 
与算例 2一样, 采用 15个索单元离散输电线1 

图 10和图 11分别给出了导线中点的舞动轨

迹和位移的时间历程1 可以看出,在开始的一段时

间,导线在平衡位置附近作小幅摆动, 由于空气负

阻尼的影响,导致能量逐渐积累, 垂直方向的幅度

( b) 舞动轨迹 ( c) 稳定后的舞动轨迹

图 10 导线中点的舞动轨迹(算例 3)

渐增加,直至稳定,见图 10( a) 1 当垂直方向的振动幅值趋于稳定后, 导线水平方向的振动幅值

开始逐渐增加, 其舞动轨迹参见图 10( b) 1 导线最后达到稳定后的舞动轨迹如图 10( c) 1 经对
该模型进行模态分析发现,该导线垂直方向的一阶振动频率为 0. 695, 水平方向的频率为 0.

378,两者接近倍数关系,这种运动模式可以理解为非线性动力系统的饱和现象,是一种新的舞

动模式1 而采用线性化的数值模拟方法,可能无法揭示这一现象1 

( a) x 2 方向位移 ( b) x 3 方向位移
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 ( c) 转角

图 11 导线中点的位移时间历程

4  结   论

本文利用虚功原理建立了模拟覆冰导线舞动的非线性动力学方程,具体给出了三结点索

单元的更新 Lagrange格式的有限元非线性方程及其求解方法,并通过数值算例验证了方法的

正确性1 通过对典型覆冰导线舞动的数值模拟发现,当导线垂直方向的一阶振动固有频率与

水平方向振动固有频率近似为倍数关系时,可能引发一种新的舞动模式1 该种舞动模式可以
理解为非线性动力系统的饱和现象,利用线性化的分析方法可能难以揭示的这一现象,因而采

用非线性方法分析覆冰导线的舞动是十分必要的1 值得一提的是, 这种舞动模式尚需通过试

验或实际观察进行验证1 此外,利用本文方法可以容易地对任意多分裂导线的舞动问题进行

模拟研究1 
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Galloping of Iced Conductor
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Chon gqing 400030, P . R . China ;
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Abstract: Based on the principle of virtual work, an updated Lagrangian finite element formulation

for the geometrical large deformation analysis of galloping of the iced conductor in an overhead trans-

mission line was developed. In the procedure of numerical simulation, a three-node isoparametric ca-

ble element with three translational and one torsional degrees-o-f freedom at each node was employed

to discretize the transmission line; and the nonlinear dynamic system equation was solved by the New-

mark time integration method and the Newton-Raphson nonlinear iteration strategy. Numerical exam-

ples were employed to demonstrate the efficiency of the presented method and the developed finite e-l

ement program. Furthermore, a new possible galloping mode, which may reflect the saturation phe-

nomenon of nonlinear dynamic system, was discovered on the condition that the lowest order of vert-i

cal natural frequency of the transmission line is approximately two times of the horizontal one.

Key words: iced conductor; galloping; geometric nonlinearity; numerical simulation
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