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摘要 : 研究了一般的非奇三对角矩阵的求逆
,

并给出了一个求逆矩阵的简单算法
.

首先研究了

具有 公阅li ule 分解的三对角矩阵的求逆
,

得到一个求逆的算法
,

然后将该算法推广到一般的非奇三

对角矩阵上
.

最后给出了该算法与其它求逆方法的比较
,

可以看到该算法一方面计算量低
,

另一

方面适用于不需任何附加条件的一般的非奇三对角矩阵
.

关 健 词 : 三对角矩阵 ; 逆矩阵 ; D 阅】iule 分解
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引 言

三对角矩阵经常出现在许多数学和物理问题中
.

如在数值分析中的三次样条插值
、

三项

差分方程
,

以及热传导方程的数值解等问题都涉及到三对角矩阵
.

在三对角矩阵的有关问题

中
,

如何求出三对角矩阵的逆矩阵
,

一直是研究者们关注的问题
.

目前已有一些研究三对角矩

阵求逆的成果[l ‘ ]
.

文中
,

为了讨论的方便
,

记三对角矩阵为
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文献[ 1」给出了一般三对角矩阵求逆的算法
.

文中的讨论分两种情形 : a ‘尹 0 (i

二 1
,

2
,

⋯
, 。

)和对某个 i( i 感 。 一 1)
口‘ 二 0

.

然而
,

该算法的计算复杂度为。3 /6 + 0 (护)
.

当

三对角矩阵的阶数很大时
,

该算法所需的计算量也相当大
.

一些其它的研究结果[2司
,

也讨论

了三对角矩阵的逆
.

但是这些结果均要求三对角矩阵满足一定的条件
,

而不是一个一般的三

对角矩阵
.

本文中
,

对于一个一般的三对角矩阵
,

我们建立了一个新的求逆算法
,

其计算复杂度为 护
+ 5 。 一 5

.

文中首先在
a ‘并 。(i

二 1
,

2
,

⋯
,

n) 的情形
,

对 A 作LU 分解 ;根据 L 和U 的特殊

结构
,

得到 A 的逆元素表达式 ; 当进一步考虑表达式的特征时
,

得到一个求逆的算法
.

然后
,

我们将此算法推广到没有限制条件的一般非奇三对角矩阵上
,

从而建立了一个一般的非奇三

对角矩阵的求逆算法
.

k2

为简便起见
,

我们约定若 k , > k Z
,

n f( k)
二 1

.

‘二 ‘-

1 预 备 知 识

本文的方法基于 A 的 LU 分解
,

所以我们首先给出该分解
.

引理 ,
.

11 5 ] 设 A 是形如式(l) 的三对角矩阵
,

且满足
。、尹 。(i

二 1
,

2
,

⋯
, 。

)
,

则 A 可以

分解成 A
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、L二二L

的第 i行乘以 u 的第 i + 1列
,

其值为矩阵A 的元素值
c‘

,

可知风
二 c‘;记

: ‘ 二
八/a 、(1 ‘

n 一
l)

,

则
。‘和 y‘的值可按下式计算

:

a l 二 占一
, a i 二 6、 一 a i: i

,

y i =
已 i

口 i一 l

(i
二 2

,

⋯
, n

文献〔1」讨论了 Lu 分解与数列 {
a ‘}的关系

:

如果
。‘尹 。(i

二 1
,

2
,

⋯
, 。 一

l)
,

上述 LU 分

解也是成立的 ;但是
,

如果某个 i
, 。‘ 二 0 (1 握 i 盛 n 一

l)
,

L U 分解不成立
.

下面我们分别对矩阵 L 和U 求逆
.

这里我们仅仅推导上二对角矩阵 U 的逆矩阵
,

L 的逆

矩阵可类似得到
.

引理 ,
.

2 设 U 是形如引理 1
.

1 中的非奇上二对角矩阵
.

记 p =
(p户

二 U
一 ’,

则 p 的

第 i(i
二 l

,

2
,

⋯
, n

)行的元素可表示如下
:

尸认 二 0 (k < i)
,

证明 设 热

k 个单位向量
.

(p , *
,

⋯
,

告一 l

, ; =
(
一 l)‘

一
乞不,

n
r ‘ (* ) i)

.

I二 ‘

p kk
,

⋯
,

p nk )T是矩阵 p 的第 k 列
,

则 UP
、 二 e *

,

其中 e * 是Rn 的第

因为 u 非奇
,

有
。‘异 。 (i

二 l
,

2
,

⋯
, n

)
.

考虑线性方程组 UP
* 二 。* 的后

。 一 k 个方程所构成的方程组
,

易知 p nk 二 Pn
一 !

.

* “

一
Pk + l

,

k

虑 UP
k

二 仇考虑线性方程组 UP
* 二 e *的第 k个方程

。* p kk + 风入
, ,

,

* 二 1
,

可知 pkk 二 1/a * ;考

二 , * 的前 k 一 1个方程构成的方程组
:
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并将 p ‘ 二

a , p ; * + 夕lp Z* 二 0
,

a Zp Z* + 几p 3 * 二 0
,

a *
一
IP* 一 ,

,

。 + 风
一 lp 从 二 0

.

1/a * 代人上方程组并递推可得

p ‘ 二
(
一 l)k

一 ‘

人一 l

(
一 l)‘

一

ia不’ll
r‘

亡二 i

(i
二 l

,

⋯
,

k 一 l)
.

当固定脚标

弓}理 1
.

而让 k 分别取值为 1

设 L 是形如引理 1

,

n) 列元素可表示为

⋯
, 乙,

. “ .

, n
时

,

矩阵 P 的第 i行的元素即可得到
.

3
.

1 中的非奇下二对角矩阵
,

记 Q
二

(如)
二 L

一 ’,

则 Q 的第

j(j
二 l

,

2
,

⋯

g、 二 o (k < j)
,

。、 二
(
一 l)k

一 j (k 〕 了)
.

引理 1
.

4 1’〕 设 。‘尹 。(i
二 l

,

2
,

⋯
, n 一 l)

,

则 de t(A )
二

2 三对角矩阵的逆

定理 2
.

的
.

记 C

1 设 A 是形如式(l) 的三对角矩阵
,

且满足
。‘笋 O (i

二 1
,

2
,

⋯
, 。

)
,

则A 是可逆
二

(勺) 二 A
一 ’

,

则 勺 可表达为

c 。 二
(
一 , )“ ,

艺
k 一 I k一 l

口石’(11
: ,

)(11 为
+ ,

)1
l 二 1 1二 J

(i
,

j
= l

,

2
,

⋯
, 。

)
儿二

憾(i
,

j)

证明 由引理 1
.

4 知
,

矩阵 A 是可逆的
.

由引理 1
.

1至引理 1
.

3
,

有 C 二

意到 p
、

Q 分别是上
、

下三角矩阵
,

p 的第 i行和 Q 的第j列可分别写作

p‘ 二
(0

,

⋯
,

o
,

p 。
,

⋯
,

p * )
,

qj =
(0

,

⋯
,

0
,

勺
,

⋯
,

殉 )r.

(2 )

二

PQ
.

注

根据引理 1
.

2 和引理 1
.

c 。 二

西晰

3
,

若 i ) j
,

可知

k 二 i

比

艺【(
一 l)‘

一

乞万’

几二 i

几一 I k_ l

且
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k一 l 人一
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艺【
a 、’(11

: ,

)(n , , * ,

)}
.

去二 ‘

对 i < j的情形可以类似证明
.

考虑表达式(2) 的结构特征
,

我们可以发现逆元素之间的简单递推关系式
.

定理 2
.

2 设 A 是形如式(l) 的三对角矩阵
,

且
。‘尹 0 (i

= 1
,

2
,

⋯
, 。

)
.

A
一 ’

,

则逆元素 勺具有下面的递推关系式
:

二
(

c ij)
二

l
C二 。 二

—
。 C “ 二

口 n

c公 二 一
yj

, 一c‘
.

2 + ,

cji 二 一 称cj
十 l, ‘

炭一
, ‘

· !

一
“

(j
二 i 一 l

,

⋯
,

2
,

l ;

二 n 一 1
,

⋯
,

2
,

1

i 二 n ,

⋯
,

2 )

(了
二 i 一 1

,

⋯
,

2
,

1; i 二 n ,

⋯
,

2)
.

l/ a 。 .

由定理 3
.

1 有
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+

艺 [
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r‘y‘
, , e ‘+ l

,

‘+ ,
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,

⋯
,

2
,

l)
.

+

l一ai

2) 由定理 2
.

1
,

对于 C的第‘行且位于主对角线元素价‘左边的元素cji (]’
< i)

,

有下面的递

推关系式
:

n

e。 二
(一 )‘

·,
艺【

。、

人二 i

k一 I k一 l

lT
: ,

)(fl , , + !

)1
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。元’(n
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·

灼
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二

k一 I
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二

二
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乙
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。、

k 二 泛
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3) 类似地可以证明
,

对于 C

,

l; i 二 n ,

⋯
,

2 )
.

的第 i列且位于主对角线上元素 ci 、上方的元素 cji (j
< i)

,

有

cji 二 一 称cj
+ !

, ‘
(j

二 i 一 l
,

⋯
,

2
,

l; i 二 。 ,

⋯
,

2 )
.

由定理 2
.

2
,

我们可给出如下三对角矩阵求逆的算法
.

算法 2
.

1

步骤 , 输人三对角矩阵 A 的元素
a ‘
(i

二 2
,

⋯
, n

)
,

b‘

步骤 2 赋初值
。 , 二 6 , ;

几创
T艺一 l 二 万一一

, 口i 二 0 1

口 i一 l

(i
二 l

计算

一 口ir

2
,

⋯
, n

)
, e‘(i

二 ⋯
, n 一 l)

.

i一
,

y i 二 (￡
二 2

,

⋯
, n

如果对某个 i( 1 成 ‘成 。 一 l)
。‘ 二 0

,

输出
“

失败
” ,

停机 ;

否则
,

如果
。 。 二 0

,

输出
“

矩阵是奇异的
” ,

停机 ;

否则转到步骤 3
.

步骤 3 设逆矩阵为 c 二
(c 户

,

赋初值
c , 二 l/ a 。 .

步骤 4 计算逆矩阵 C 的主对角线上的元素

步骤 5

l
二 — +

口苦

计算第

: ‘7 ‘
十 , e‘+ : , ‘十 l

(i
= n 一 l

,

⋯
,

2
,

l)
.

‘行且位于主对角线元素 ci ‘左边的元素

勺 二 一

yj+
, ci, j+ :

(i
= 。 , 。 一 1

,

⋯
,

2; j
二 i 一 1

,

⋯
,

l)

及第 i列且位于主对角线上元素 ci ‘上方的元素

cji 二 一 rj cj
+ , . ‘

(i
= n , n 一 l

,

⋯
,

2 ; j
二 i 一 l

,

⋯
,

l)
.

步骤 6 输出逆矩阵 c.

算法 2
.

1 的乘除计算量估计如下
: A 的LU 分解的乘除计算量约为 3 n 一 3; 计算逆矩阵主

对角线上的元素的乘除计算量约为 3 n 一 2 ;计算主对角线上方和下方的元素的乘除计算量分

别约为(
n 一

l) + ⋯ + 2 + 1 二 n(
n 一

l) /2
,

所以该算法的乘除计算总量约为 护 + s n 一 5
.

注

意到上述的讨论局限在条件
。‘并 0( i 二 1

,

2
,

⋯
,

n) 下
.

然而当对某个 i( l 感 i 感 n 一
l)

, 。‘

二 0时
,

矩阵 A 的L U 分解不存在
,

但矩阵 A 仍然可能是非奇的
.

此时
,

算法 2
.

1 也不成立
.

对

于这样的情形
,

文献〔l] 给出了一个技巧并建立了求逆矩阵的方法
.

这里
,

利用文献【l] 的方

法
,

对算法 2
.

1作适当的改进
,

我们可以建立一个一般的非奇三对角矩阵求逆的算法
.

算法 2
.

2

步骤 1 按算法 2
.

1 的步骤 2计算数列 {
r ‘}

,

{
a ‘}和{了

‘
}的值

,

如果对某 i(i 蕊
。 一 l)有
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a ‘ 二 0
,

设
。‘ 二 :

并继续计算剩下的 : *
, 。 *

,

儿(i < 无‘ 。
)

.

步骤 2 计算并简化多项式 尸(
:
) 二

n
。‘

.

如果多项式 尸(
二
)的常数项为。

,

停机(此时

矩阵A 是奇异的) ;否则转到步骤 3
.

步骤 3 按算法 2
.

1 的步骤 3 一 5 继续计算
,

可给出与
x
有关的矩阵 C (x)

.

步骤 4 对矩阵 C (
:
)

,

令
: 二 0

,

得矩阵 C 二 C (0)
,

则 C 即为所求的逆矩阵
.

从算法 2
.

2 的实现过程可知
,

其乘除计算量与算法 2
.

1 相同
,

仍为矛 + sn 一 5
.

例给出了算法 2
.

2 对一般的非奇三对角矩阵求逆的过程
.

设

下面的算

.

、、.eseseseseseslesesz

傀、�内、�

一

, ..�,‘
‘..二

一

‘..几
,白
‘.1

一

3 2 一 2

户/

les
.‘、

一一B

、

、

les
.
.

/

己1.‘.1

了了

les
ee盈.‘、

一.A

由算法 2
.

2
,

当计算
a ‘

, r ‘
,

yi
,

对于矩阵A
, 。 3 二 0

.

令
。 3 二 : ,

继续计算余下的
。 4 ,

r 4 ,

y 4 ,

并

:l
时

且可得矩阵 A 的多项式为尸( x) 二 2( : 十 l) ;对于矩阵 B
, a ; 二 x ,

可得 B 的多项式为尸( x) 二

Zx .

于是可以断定矩阵 A 是非奇的且 de t( A ) 二 2 ,

而矩阵 B 奇异
.

对于矩阵 A ,

继续执行算法 2
.

2 中的第 3 步可以给出矩阵 C ( x)
,

、、皿lseweseseeseses,/内‘,‘,自劣
工一22 + 3 x 一 x 2

一 2

,‘,‘

Z
.

lse
月‘.

1
.‘、

一X
l一+

一,‘一一XC

令
x 二 0

,

可得矩阵 A 的逆

、、.

⋯
才了.二,且,l�11

�门.二jl.

一

0n

0
.

5

�、J曰、J

:

-0on�

一一

子

‘了leseseseseseseses.、

一一A
一 , 二 C (0 )

0
.

5

3 数值例子及比较

文献〔l] 的算法的计算复杂度为 矿/6 + 口(护)
.

对于大型矩阵
,

其计算量是相当大的
.

本文算法的计算复杂度约为矛 + s n 一 5
.

一般说来
,

三对角矩阵的逆矩阵是一个满矩阵
,

其犷

个元素均需要计算
,

故该算法的计算复杂度为最小
.

可见
,

虽然两种算法均适用于没有限制条

件的一般三对角矩阵
,

但本文提出的算法所需的计算量是很小的
.

近年来所提出的三对角矩阵求逆的方法
,

一般说来都必须满足一定的限制条件
.

如文献

【3」的方法要求矩阵 A 的所有顺序主子式均非零 ; 文献【4〕的求逆方法要求矩阵必须是不可约

的
.

与这些方法相比
,

本文的方法不需要任何限制条件
,

适用于一般的三对角矩阵
.

“

追赶法
”

是三对角矩阵求逆的常用方法
,

且易知追赶法的乘除计算量约为 5犷/2 + 3 n
/2

一 3
.

对
a ‘护 0 ( i 二 l

,

2
,

⋯
,

n) 的情形
,

我们用 MATI 人B 对算法 2
.

1 和追赶法编程做数值计算
,

见下面的例 3
.

1 ;对于某个 i( l ‘ i ‘ 。 一 l)
, 。‘ 二 0 的情形

,

我们可用算法 2
.

2 计算
.

此时
,

因

L U 分解不能执行
, “

追赶法
”

也失效
.

但可类似算法 2
.

2 对
“

追赶法
”

做改进
.

我们采用 MAT
-

LA B 的
“

符号计算
”

对算法 2
.

2 和
“

追赶法
”

编程并做了比较
,

见下面的例 3
.

2
.

由于 M人TI 人B 的

符号计算相对数值计算所需的运行时间较长
,

该例中测试矩阵的阶数较小
.

此外
,

由于文献
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〔l] 中算法的计算量远大于本文方法和
“

追赶法
”

的计算量
,

所以文中并未列出比较
.

为方便起见
,

我们约定表 1
、

表 2 的记号为
: TLu 和 Tc

at ch u p
分别表示本文的算法和

“

追赶法
”

求逆所需的计算时间
,

T 二 TLu / Tca tch
u ,

表示两种方法的计算时间比
, 。Lu 和

。ca ll.h
u。
分别表示两

种方法求逆的误差
.

例 3
.

1 设测试矩阵为
、、,leseseseseseses且....

l4

4
‘..1leseseeesesesrlweeseseseses/

一一A

矩阵A 的阶数为
。 .

这种矩阵经常出现在满足某种边值条件的样条插值问题中〔“〕
.

这里
,

我

们分别令
n 二 2(X)

,

5田
,

8的
,

1 《XX)
,

用算法 2
.

1 和追赶法求其逆矩阵
.

表 1给出了两种方法的

计算时间和误差的比较
.

表 1 计算时间和误整的比较

T 一川 / s

0
.

0 10 0

0
.

05 5 1

0
.

140 0

0
.

24() 0

几
.山u 。 / s

0
.

0 20 0

0
.

1(X) 0

0
.

25 1 0

0
.

礴3 0 0

e《翅 .七u ll

0
.

引】) 0 2
.

22 8 6 E 一 16 2
.

2 7 3 4 E 一 16

0
.

5 5 1 0 2
.

肠 5 g E 一 16 2
.

7 3 1 4 E 一 16

0
.

, 印 0 2
.

肠 3 2 E 一 !6 2
.

5 32 5 E 一 16

5oo助

0
.

558 1 2
.

7 54 6 E 一 !6 2
.

6 36 9 E 一 16

例 3
.

2 本例中我们构造了如下的测试矩阵
:

一

rZ‘lesesesesesesseeseseses‘

一一A

构造的目的在于使某个
。‘ 二 0

,

i 鉴 n 一 1
.

其中
,

省略号部分的主对角线上方
、

下方的元素分

别取自区间[
一 2

, 一 1」
、

【1
,

2」的随机数
,

主对角线上的元素大于该行非主对角线上元素的和
.

当用算法 2
.

2 计算
。‘, : 、

,

y‘的值时
, 。 3 = 0

.

在 MATI 人B 中
,

我们用
“

符号计算
”

编程
,

分别取

n 二 30
,

50
,

80
,

l加
.

表2

实验结果见表 2
.

计算时间和误差的比较

TI刀 / s

2 3
.

33 5

T( 油内
u 。/ s

4 1
.

182

2 18
.

佣

1 12 8
.

9

2 叨8
.

6

e。:
知r

0
.

5肠 6 2
.

25 9 9 E 一 16 2
.

22 1 4 E 一 16

l的
.

13

M S
.

1 1

0
.

酬刃 4 2
.

26 7 6 E 一 16 2
.

136 5 E 一 16

0
.

5 74 1 2
.

对3 S E 一 16 2
.

2 2 1 3 E 一 16

! 闷6 〕
.

7 0
.

月卯 4 2
.

26 3 8 E 一 16 2
.

122 5 E 一 16
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