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摘要 : 针对非均质地层中电阻率非分块常数
,

提出一个新的自然电位测井模型
.

自然电位满足

具有交界面跳跃的椭圆边值问题
.

证明了该椭圆边值问题弱解的存在唯一性
;提出一种捕捉交界

面电位跳跃的有限差分方法求解此类问题
,

数值例子验证了该方法的可靠性和有效性
.

关 链 词 : 自然电位测井 ; 椭圆交界面问题 ; 数学模型 ; 数值模拟
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引 言

自然电位测井是石油勘探中探测地层参数的重要手段川
.

自然电位数据可用于寻找渗透

性地层的位置和边界
,

以及结合其它类似测井方法对地层原生水电阻率的修正
.

自然电位测

井在砂岩测井解释中也起着重要的作用
.

自然电位测井基于下面的电化学现象
.

由于地层中正负离子具有不同的迁移速度
,

且一

般情形下
,

泥岩颗粒经常吸附正离子
,

而沙岩颗粒吸附负离子
.

因此在不同地层的交界面上会

产生稳定的电位差
,

称之为自然电位差
,

从而在地层中相应地形成一个电场
.

油井钻好之后
,

把附带电极的测井工具放人井中
,

测量电极上的自然电位
.

沿着井壁提升测量电极
,

就得到如

图 1 所示的自然电位测井曲线
.

为制作相应的测井解释图版
,

通常假设地层的几何结构
、

地层中各个子区域的电阻率以及

交界面上的自然电位差均为已知
.

且假设地层关于井轴和中心平面
: 二 O对称

.

图 2 中
,

阴

影部分为测井工具所占区域
,

月 m
为泥浆所占井区域

,

口
s

为围岩层
,

月
.

为包含侵人带的目的

层
.

当泥浆侵人比较深
,

或者目的层电阻率 R
:

和冲洗带电阻率 R
:

相差比较大的时候
,

传统的

3 参数阶跃侵人剖面不适合逼近实际地层径向电阻率剖面
,

所以需要采用 4 参数连续侵人模

型【2 3
,

各子区域电阻率为

.
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其中
, : 。为井半径

,
w 为冲洗带半高宽

,

N 为侵入剖面控制参数
.

在电子滤波器设计理论中
,

函数 尺「(
;
)为 Bu tte rw o rt h 滤波器 [ , 万

.

当 刃为一正整数
,

尺f(
:
)关于

:
的刃一 阶导数在

r 二 o

时为 0
,

表明电阻率剖面在冲洗带处几乎为水平的
.

还注意到
,

当 N 趋于无穷大
,

电阻率剖面

的形状趋于现有自然电位测井的数学模型基于的传统的 3 参数 (R
, ,

R
、 ,

气
,

) glJ 面 [“ , )
·

Sl) 曲线

1() m V
二
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()

z

口进

口八
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图 , 自然电位测井原理示意图 图 2 轴对称有界计算区域
: 。

、 ,

口
.

和 口
n .

分别

为围岩层
、

原始目的层和井区域

令光滑函数 乓(
、
) 为交界面 yj ( l 毛 j 〔 3) 上的自然电位差

, 、

为以A 点作为起点的沁的

弧长
.

记

厂一 厂11 U P , 2 ,

尸: = 刁几 \( 尸〔, U 厂,
)

.

(2 )

则自然电位
“
在区域口

二 U{
二 l月‘中满足如下具有交界面的椭圆边值问题 (参考文献「4

一

5〕传

统的 3 参数侵入 自然电位测井模型 )
:

、

l
、了、.声、lr户、、.声、、.声

,,�月峥�、�/O�z
了fl、了‘、了f、
口吐了、/产.‘加

=

刹龙刹
·

粼京刽
= 0

: , 二 E Z ( B )
,

在 厂, : 上
, 。 二 O

,

在 月
‘

( 一毛 i 毛 3 ) 中
,

在 几
: 上

,

在 厂: 上
,

一一

Uin刁一刁r一凡

(未知常数 )
,

在 P。上
,

一一
而一而

!犷
:二 “

1{
_

告
““ , ;

、 立 t。

. +

!{
-

t(友
刁更‘

刁n

二

玛(
s )

,

‘ _

沁 州
一

在 州 1钊幼 ) 上
,

一 、R
, 。

, n l

其中
,

几〕为金属测量电极的表面
,

上标
“ + ”

和
“ 一 ”

分别表示为图 2 中所标示的 若两面的函数

值
.

并且约定
,

单位法向量 。 在y] 两边选取相同的方向
.

界面条件(7) 表示 沁土电流为连续
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的
,

但电位存在跳跃(自然电位差)
.

非局部边界条件[6] (6 )测量电极不发射电流
,

且为等势体
.

为保证界面跳跃条件(7) 和边界条件(5) 相容
,

通常假设

君;(c )
二 君玉(s )

二 君;(刀)
二 0

.

(s)

当马(l 蕊 j感 3) 均为常数时
,

条件(8) 显然满足
.

称自然电位差为相容的
,

如果围绕界面相交点 A 的自然电位差的代数和为 0
,

即

△, 二 E 3 (A )
一 E 一(A )

一 E Z(A )
二 0

.

(9 )

然而
,

大多数实际情况下
,

自然电位差均不是相容的
.

文章结构如下
:
首先在第 1 节对原问题进行简化

,

第 2 节中给出一些必要的预备结果 ;第3

节证明分片 W沙弱解的存在唯一性 ;第 4节提出一种捕捉界面跳跃的有限差分格式 ;最后
,

第

5节给出一些数值算例
.

1 问题的简化

首先
,

考虑到测量电极大小相对比较小且不发射电流
,

电极可以简化为一点[7 ]
.

边值问题

的求解区域简化为矩形 口 二
{(

r , :
) } 0 鉴 ; 蕊 R

,

0 蕊 : 鉴 z }
.

其次
,

因为 y .
和 y : 两边的

电阻率为常数
,

且 自然电位差主要依赖与界面两边的电导率[8 ]
,

故可假设 E ,
和 E : 均为常数

.

因此
,

可以作变换

(10 )

其中

“0 =

E Z
,

0
,

E I + E Z
,

在 几 m

中
,

在 口
,

中
,

在 口 t

中
.

(11)

则
,

满足如下椭圆边值问题
:

、
.

,尹、.产、、.声,‘门J4
J..且d..里.1.矛忆、

廿下夕‘、矛砚丙一儿rlr一凡在
刁了工 亚、 刁 I
齐气尺

。

刁r

) + 不、
, = O

,

)
= 0

,

在 ““, 蕊 “ ” 中
,

上
,

在几 上
,

Fj (
,
)

,

_

{二 亚l
-

一 、凡 刁n ,

在 yj (l 鉴 j蕊 3) 上
,

(15 )

0,二以|
了

= ."

亚而
亚而
+ 一二Re二Re门上材以

、

其中
,

F 一(
s
)
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:
)

预 备 知 识

记
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:
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i
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,

F 3 (
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二 E 3(
s
)
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.
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,
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,
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·
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。 为口的任一子区域口
‘
(1 镬 i ‘ 3)

.

特别地
,

H七
=

(18 )

W铲为Hi lbe rt 空间
.

如果考虑区域在
r ) C on st > 0 中

,

空间 平沙与通常的 , 场lev 空间 侧
, ,

等价
, ,

详见参考文献〔9〕
.

下面研究一个稍微不同的边值问题
.

如果控制方程(3) 被替换为

:
一吴(定杂)

·

最(丈瓮)
二 “‘

r , ·
,

,

自然电位差 玛(
:
)( l 簇 j‘ 3) 满足相容性条件(9 )

.

解
,

若满足

在 口‘(l 感 i 延 3 ) 中
,

(19 )

称
“ 任 V2 (百)为问题(19 )

、

(4 )
一
(7 )的弱

客{{
。‘

定( ; 二 ; ‘,‘
r d一客{{

。‘““ rd 一 “ 任 叮
,

(20 )

其中
,

增为 Hi 让吧rt 空间定义如下
:

增
二

{
。 l砂 I。

.

任 H七(。‘)
,

l 鉴 i 蕊 3 ,

(
” ‘ 一 ”

们 : 二 o
,

l 蕊 j 0 3 ; ” Ir一 0
, ” Iro 二 c o n s ,

}
二

{
。 ! 。 I。“ H气(。) ; 。 ! r一 o

, 。 }r0 二 c o n s‘}
.

(2 1)

尽管电阻率不再是分片常数
,

仍能得到下面的结论 [s, ’0-l ’〕:

引理 1 集合 岭(E )非空当且仅当自然电位差玛(1簇 j蛋 3) 为相容的
,

即条件(9 )成立
.

引理 2 假设相容性条件(9) 成立
,

式(19 )的右端项 h(
; , :

)为一分块函数
,

且使得

, (, ) “

客{{
。‘““

r d一 “ ‘ 孵
(22 )

为 孵上的线性连续泛函
.

则问题(19)
、

(4)
一

(7) 存在唯一弱解
“ 〔 姚(E)

.

3 自然电位测井问题的适定性

本节讨论自然电位测井问题(3 )
一
(7) 解的存在唯一性

,

且主要考虑相容性条件(9) 不满足

时的情形
.

采用文献【5」中类似的技巧
,

通过引人一个合适的变换
,

将连接点 A 处的奇性转移到方程

右端项
,

化为第 2 节中讨论过的相容性条件满足时的情形
,

从而得到如下定理
.

定理 3 自然电位测井问题(3 )
一
(7 )存在唯一弱解

“ ,

且
。

为一分片 w 七
”
(l 蛋 p < 2) 函

数
.

证明 主要定理的证明分为以下 3个步骤
:

第 , 步 问题的进一步化简

A 点的坐标记为(
r、

,

勺 )
,

以 A 为极点的极坐标记为(内
,

氏)
,

其中

内 二

丫(
r 一 爪 ), + (

: 一 。 )
, ,

0A
= 。嗯((

; 一 爪 ) + i(
: 一 翔 ))

.

(23 )

引人分段函数

在司
。 、 氏 、

引中
,

、 乙 I

、色.口户
护

、....夕产

< 氏 <
(24 )

< 么 < 2兀

匹2五一2
/‘....了、‘‘..、
、

在 口m

在 口
: ,
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其中
,

f( 内 )为一光滑函数
,

且满足

2526
0 蛋 PA 成 a o ,

2 a0 感 内
,

.r扭1

11八U护...‘..‘

一一f( 内 )

为一光滑函数
,

Za o <

且

a 。为充分小的正常数
,

满足

m in { 1 AB I
,

1 AC I
,

1 AD I
,

1 0
‘

C l}

F(内
,

0A )
二

式中 R ; 由式(l) 定义
.

r色
、

r气

!
_ ~

R f(r )do 二
!

_ ~

R r(爪 + PA e o s s)d夕
,

‘ U ‘ U

(27 )

特别当 N 二 2时
,

可以得到如下显示的表达式
:

F(内
,

0A )

通常情况下
,

亦有

F (O
,

么)

选取常数 入满足
:

二 R t

0A +
尺

.

(尺
: 一 R .

) R ,ta n
0A

丫尺
.
(尺

t + 丑
:

(内 / 。 )2 ) 丫尺
:
(尺

, + 尺
:

(内 / w ), )
(28 )

、,、产.产

Q
户一
n,‘,J了

‘.
2.、

二 R
x

氏

l
。 ,

+
.

一 、 . 1
_ .

+
_

一
\ . A 一 “A , l y3 一 、“ A 一 “ A

二 △A
,

nta几rc |a
.、,产

rs
,

二

{
。

~

R f(。 )da 二 {分
*

:

d。

)I ,
一 (

得到

几 二
匀 2匀

尸(o
,

2二 )
一 尸(o

,

3二龙 ) + 二尺m + 二丑
.

左
二 二(双

: + 2况m + 尺
。

)
’ (31 )

容易验证
:

如此构造的分块函数 uA 满足

{二丛 l
‘ _

{二丛l
-

、尺 a n l 一 、凡 口n l
’

且对任意的函数
“ 任 岭(E )

,

((
。 -

在 yj (l ‘ j 鉴 3 )上 (犯 )

u’)
‘ 一

(
“ 一

û)
一

)I 杯l ‘ j引 )满足相容性条件(9 ).

并且
,

注意到f( 内 )具有紧支集
,

为 在边界 r ; ,

几 和 r0 满足和
“
同样的齐次边界条件

.

令 w 二 “ 一 uA
,

容易验证
:
函数 w 为问题(19)

、

(4)
一
(7) 的弱解

,

其中

、(
r , z

)
二 : 〔

“,

j皇、
,
(

r , :
)

,

(33 )

Ej(
‘
)被即

,

卜 邵小 (u1
一
‘叭然

·

因此
,

相容膝件(9) 恒成立
·

第 2 步 弱解的存在唯一性

为证明问题 (19)
、

(4)
一
(7 )存在唯一弱解 w e 岭(云)

,

只须验证引理 2 中的条件(22)
.

令几 二 。m

U 。
。 ,

由式(24 )易得到

= 几R
o

f( 内 )
,

二

I0,
, 、 _

L一 几R f(r )PA sin 入
,

在 口 中
,

在元中
,

在 口 :

中
,

(34 )
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r
胜

!
,JIl
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、

几尺氏f (内 )
,

(。) ·

糯
星 ,( 。 ,

)
,

在几中
,

在 口
.

中
,

(35 )
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夕

!
、

‘

人

尸

l
‘
.
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‘

一一

几双几f
”

(内 )
,

、

(
;

·
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‘
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老
, ‘。 ,

)
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,
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:

中
,
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利用极坐标和以上表达式
,

可以得到

与 }几 二

班 uA !司
二

1 J uA I
+

不孤
+

厥
巴竺)
JS亏J

aZ 撇

JS飞 创
。

hac o s aA
而

_

应鱼丛)
内 刁入 ,

‘

、
产、.产‘

,产00,J门j了
. 、户

‘
、

_

习包一
尺、Jp蕊

人戈
+ 元三

,

其中

‘“
二 一 “、(

r

(厂‘
。 ,

·

众厂
‘。 ,)一

。厂‘。 ,

矶
二 *

黔
厂。卜 、巫鲁2 ; 。 )

·

(39 )

类似地
,

也可以得到

土 l兰竺}
口亏as亏Ias轰

土 (
。

丛一

瓦(
c 朋aA 丽

-
刁氏丛势)

口」 U 口」 I

uA一内
,口一,口
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t 二

T

Re

从ûl
。.

]

fa, 为 l

! 石二了 十 万
、 口尸A 肖

心
+
砖 (40 )

其中

(4l(42对(43

小
一
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尸

.f7
。 , · ,

黔
‘。 ,

·

黝
。

小

众
F

·

f
’

‘, ,

一
氏(

F
·

f
’

‘。 , ·

若
; 。 )

)}
,

“卜众{(f(
。 , ·

众
R ;‘

r
,
)

S‘·氏
一

众篆
f( 。 ,

}
·

显然
,

矶和码是光滑函数
,

且有包含在
r

‘“(‘,
二

{{
。 ‘““

·‘二 {{
。

.

““

妻 b。 > 0 的紧支集
,

其中
,

占。为正常数
.

所以

笋d
r d : ·

有

}践(必) !落 c , }}

这里
,

C ,
,

c : 都是正常数
.

另一方面
,

因为 ln 内 任

工
_

巫些应
_

内 一 a内

价11: , (。 ) 感 CZ }}必11乙1(。) 鉴 c Z 11笋IJ心
,

v 笋任 孵
,

(科)

LZ(川
,

叔ln 内 )月
r
和 以ln 内 )月

:
属于 叮的对偶空间

,

所以

a(In 内 ) 。
; 刁(I

n 内) J z

-万下一丽
+ 一万丁一玩

“

、.产尹、.了�、�矛O4
月峥

目

.r、了‘、巫粤户Z
e os 氏 +

口 r

匹
月

警叫
s in 。

口名

也属于 岭的对偶空间
.

因此对

, ; ( , ) 二

仃
。 ‘; ,击 d二仃

。

就有

11 熟幻 }簇 c 。 } }II 小

其中
,

c 3 为正常数
.

因此
,

可以推出

h蕊笋d
r d : ,

V 笋任 增
,

(47 )

“(‘,
二

客{}
。‘、d ·d·

(4 8 )
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是 畔上的连续线性泛函
,

即式(22 )成立
.

由引理 2
,

问题(19 )
、

(4)
一
(7 )存在唯一弱解 、任 岭(云);所以

, 。 二 为 + 云是初始问题 (3 )
一
(7) 的唯一弱解

.

第 3 步 弱解的正则性

现在证明
,

对于任意固定的川1 〔 p < 2)
,

这个弱解是分片 w 沙 函数
.

为此
,

只须证明

uA 是分片 W七
”
函数

.

注意到 蜘有包含在
; 〕 6。 > 0 的紧支集

,

只须证明 uA 是分片侧
, ,
函数

.

由式(34) 和(35)

得

ha 旦uA
。

丽
二

呱 co saA
-

J u , sin 6A
口氏 内

{
几R

。

么f (内 )
e o s

0A
一 几R

。 ·

f(内 ) 生子
丝

附

sin 0A

“

(
F

·

f
’

(。 , ·

篆
; 。 ,

)一。
一 久, f 、 sin 0A

.

J 、内 , - 丁一

附

在几中
,

在 口。

中
,

(49 )

旦uA
.

。

百不
s , n aA

‘一八

口u , e o s
0A

+

硕
一

蔺
一 二一一

f朽一Z
卜�一一气d、口一(

{
人凡氏f

’

(内 )s in 氏
、 e o s

么
+ 几找。

.

J 火内 ) 下厂
-

附

*

{
尸

·

厂(。 ) +

磐f( 。 )}
, in ‘

、 以 尸月 ,

, n 、 、 e o 。兔
+ 人找f’J 、内 ) 一

万一
,

附

在几中
,

在 口
,

中
,

(50 )

因此
,

? 为 的奇性等价于丙’在内
二 0 的一个邻域内的奇性

.

对任意给定的 p (l 冬 p < 2)

{「 (去)
, do d。

二

{{ 以一ar d : 二 : :

{{
。

川
一 , d。 、 + 二

,

“ 气落 a o ’

,
‘ “ “ p 。盛 a o J U

(5 1 )

这就容易发现 v “、是分片尸 函数
,

定理即证
.

4 数 值 方 法

自然电位测井是石油勘探中的重要手段
,

已有大量文献研究其数值方法和误差分析
,

如有

限元方法 (FEM )[ ’】
,

数值模式匹配方法 ( NNM)[ ’2-1 3 〕等
.

和有限元方法相比
,

数值模式匹配方法

更加简单
,

但难以推广到电阻率非分片常数连续变化的情形
.

然而
,

有限元方法较数值模式匹

配方法更加精确
.

本节提出一种捕捉界面跳跃的有限差分方法 (FD M )求解自然电位测井问题
.

此方法非常

简单
、

有效
,

并且容易推广到求解其它具有直线交界面的椭圆问题
.

4
.

, 子区域内差分格式

对计算区域 [0
,

R ]
x
[0

,

Z 」
,

采用如下均匀网格
:

ri 二 i△r ,

zj = j△: ,

i 二 O
,

1
,

⋯
,

M ;,’ 二 0
,

1
,

⋯
,

N
,

式中
,

△r 二 R / M
,

△: 二 Z / N
.

由于在任一子区域 口‘( i = l
,

2 ,

3) 中
,

电阻率只与
;
有关

.

记 R ‘ 二 尺 ( ri )
,

采用标准的

二阶中心差分格式

鱼
士

型
些纽二些巨生土卫少边细止鱼迎丛』

+ 反、
到二卫、兰二丛已

二 o
,

( 52 )

△r ‘ ” △Z ‘
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式中
,

风
二 r‘/ R ‘

,

风
* t二 二

(风 + 风
, 1)/2

.

4
.

2 界面上整分格式

只须讨论水平界面
: 二 H 二

j0 △
:
上的差分格式的情形

,

对垂直界面
r 二 r。可类似得到

.

设水平界面
: 二

j0 △
:
上下两边的电阻率分别为R

+

和 R 一 在界面上下
,

分别利用 Tav lor

展开
,

可得到

、.‘产、少、少
,J月勺.、甘七」了.

、廿

‘

二 △·

(瓮)
‘

.

、
·

譬(分)
‘

,

、· 口‘△:”
,

二 一 △·

(瓮)
‘

,

、 ·

穿(穿)
‘

,

、· ”‘△
·
”

·

.+]0
�

,0“Uu ‘
,

J0 + l -

ui
,

J0 一 1 一

分别用 凡 二 r‘/ R言和凡 二 r‘/ R万乘以式(5 3 )和 ( 54 )
,

相加可得

会
‘, : ‘一

,

j0

一
,

、, ‘ “:‘一、

一
、”

~
_ , , 」2 二 、

立I“窦]
·

合(“
才(狱)

‘
,

、
·

, : (穿)
‘,

、

)
· ”‘△

·
,
二

一

合(最(
, 爵)

‘
,

、·

最(“势)
‘

,

、

)
· “‘△

·
,

二

夕九,忍呱
1

, 一
(夕九l左 + 月九l二) u ‘

,

石+ 夕九:二 u ‘一 ,
,

石

夕几,左 u ‘+ 卜石

2△
一
(夕几,二 + 月孔

r 2

,二 ) u ‘
.

石 + 月孔,二 u ‘一 卜石

记
u ‘.

石
二 u

2△r Z

‘
,

、 + E‘皇
u ‘,

j0 + E ‘
,

由上式可得

+ 0 (么: + 么: )
.

(55 )

风
十 ,二 u ‘+ ,

,

j0 一 (风
+ :二 + 风

一 ,二 ) u ‘
,

,0 + 风
一 1二 u ‘一 卜j0

,
+

八 ~ ‘

‘J r

ui, jo+ ‘ 一 “‘.j0
。 _ “‘

,

]0
一 , 一 _

牲如l
一一下二了一一

- 十 P i 一一叹
~

万

—
,

+
.

‘
口
.

户....r.、

+ O (△: + △z )
,

(56 )
凡一产共

: ;

△名
‘

其中
,

夕
‘, 1二 二 (夕几,二 + 夕几:二 ) /2

.

进一步化简可得

u i
,

,0

一
D su M

’ u i
,

]0 二

(57 )

叶二
�
护‘E尸‘△、7风

十 l二 风
一 l二 月才

厄丁了
“‘+ ’

·

j0 +

飞平
~ “‘一 ’

,

j0 十

砰
“‘

,

j0
+ ’ +

共
:
‘

么Z ‘ 2△r Z

式中
,

D suM 为差分格式左端前 4项系数之和
.

4
.

3 总结

比较差分格式 (52) 和 (57 )
,

可以发现界面上的差分格式和子区域上的差分格式形式上是

完全一样的
.

在界面上时只是对系数采取某种平均
,

并相应地在右端加上一个由于自然电位

跳跃引人的源项
.

所以
,

差分离散后得到的线性方程组的系数矩阵仍为一对称正定矩阵
,

可利

用通常的多重网格和预条件共扼梯度(PC G) 等方法快速求解
.

5 数 值 算 例

本节研究有限差分方法求解自然电位测井问题的实际效果
.

数值计算结果表明
:
上节中



非均质地层中自然电位测井的数学模型和数值方法

提出的差分方法比文献「5」中使用的有限元方法更加精确
、

有效
.

复杂地层自然电位测井数值

模拟的实现不仅为测井介绍提供了依据
,

对实际测井工程也有一定的指导意义
.

为验证方法的有效性
,

假设地层为上下对称的均匀无限大地层
,

即 R m 二 R
, 二 R

、 二 R 二

此时利用双层位势概念和立体角的计算
,

可以得到自然电位在井轴上的精确表示 !’4 ):

u
(0

, :
)

二
△

,

1 2 + H 公 一 H \
打 —八 ,

—
_

—
l

乙 , 十
万 (了(

: + 万), + r

吕 丫(
: 一 万), + r

吕)
’ (58 )

其中
,

△,

表 1

由式(9) 定义
, ; 。

、

H 分别为油井半径和目的层半厚度
.

两种方法数值结果比较

u
(0

, :
)/ m V

u ,
(0

, :
)/ m V e / (% )

u Z
(0

. :
)/ m V 。/ (% )

!的
.

80 110
.

19

0
.

40

1
.

20

l的
.

7 8

1的
.

36

110
.

17

1的
.

卯

!的
.

89

l的
.

7 7 l的
.

6 7

0
.

】0

0
.

2 8

.

%

.

9 8

7 5
.

2 1

67
.

88

74
.

5 7 7 5
.

3 3

67
.

7 6

0
.

】6

0
.

17

2
.

00

2
.

02

2
.

以

2
.

即

3
.

印

59
.

9 8 62
.

03

0
.

36

0
.

36

0
.

37

0
.

85

0
.

84

3
.

42 5 9
.

9 8

5 2
.

呢

44
.

74

10
.

5 8

5 5
.

62

49
.

5 7

6
.

80

10
.

即

5 2
.

20

44
.

翻

0
.

24

0
.

2 3

选取与文献【5」中相同的参数
:

H = 4 m
, r o 二 0

.

125 m
,

E I =
20 m V

,

E Z 二 10 m V
,

E 3 = 130 m V
,

由捕捉界面跳跃的F’D M计算其近似解
“ l ,

并与公式(58) 计算的精确解
“
和文献[5」中的有限

元解
“ : 进行比较

.

几M (3
、

4 列 )和 FD M (5
、

6 列 )计算结果如表 1 所示
,

E 为相对误差
.

对

FD M
,

选取 2 8加 个节点 ;而对 FE M
,

网格节点数大约为 3 0 [X )
.

从表 1 容易看出
,

即M 的计算结

果比 几M 的计算结果更加精确
.
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