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磁-微极广义热弹性介质中轴对称变形
的 弹 性 动 力 学
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摘要 :  在横向磁场中,表面受机械源或热源作用时,研究电磁-微极热弹性半空间中的轴对称问题1 问

题的求解用到了Laplace和Hankel变换技术1 作为该方法的一个应用,采用了集中源/沿圆周分布

作用源(机械源和热源) 1 对积分变换的逆变换使用数值技术, 得到物理域中的应力分量和温度分

布,以及感应电场和感应电磁场1 对于两种不同的广义热弹性理论 ( Lord-Shulman( L-S)理论和

Green-Lindsay( G-L )理论) ,给出了这些物理量的表达式, 并用插图显示磁场的影响1 还导出了一个

感兴趣的特例1 
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引   言

现代工程结构通常由具有内部结构的材料制成1 多晶体材料、纤维材料或粗粒结构材料

都属于这个范畴1 经典的弹性力学已不能充分描述这种材料的性能,这种材料的分析需要综

合定向介质理论1 为 Eringen [ 1]称作的/微极弹性体0,可以用来描述带定向微粒弹性介质的变

形1 微极连续统是一个互相连接的微粒以小刚体形式的集合,小刚体能够作平动和转动1 这

种材料的典型例子是颗粒介质和多分子体,它们的微观结构在宏观响应中起着明显的作用1 
这些材料的物理特性需要用非对称变形来描述,然而, 经典的连续体理论是无法正确地预测它

们的物理和力学性能1 正是这个原因, Eringen
[ 1-2]
针对弹性固体、微极流体发展了微极线性理

论,更进一步的非局部极性场[ 3] ,并且, 目前已被广泛地接受1 

经典的热弹性理论是基于 Fourier原理, Fourier原理预测的热传递速度是一个无穷大值1 
为了消除热传递速度为无穷大这个悖论,考虑耦合理论的两个推广1 

首先是由 Lord和Shulman
[ 4]
提出的, 带一个松弛时间的广义热弹性理论1 该理论基于一

个全新的热传递原理,替代了 Fourier原理1 其中, 热传递方程被一个双曲型方程取代, 确保了

热量和弹性波传播过程中速度是有限的1 
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带两个松弛时间的广义热弹性理论首先是由 Mullar[ 5]提出, 一个更为合理的版本, 后由

Green和Laws[ 6] ,Green和Lindsay[ 7]提出, 同时为 Suhubi[ 8]独立提出1 在这个理论中, 温度的变

化速率被作为变量之一考虑1 同Lord-Shulman理论一样,该理论的热量传递速度也是有限的1 

Kalaski
[ 9]
导出了热-磁-微极弹性体的基本方程1 Nowacki

[ 10]
研究了微极磁-弹性体的一些

问题1 Kumar和 Choudhary
[ 11]

,Kumar 和Deswal
[ 12]
讨论了微极弹性介质和广义的微极热弹性半

空间中的轴对称问题1 尽管有了这些成果,磁-微极热弹性理论的研究还远远不够1 

本文在均匀、各向同性、广义磁-微极热弹性介质中,就机械源和热源作用下的二维轴对称

问题,确定其应力分量、温度分布、感应电场和感应磁场1 

1  基 本方 程

对一个均匀、导电性能良好的弹性固体, 缓慢移动介质时,其线性的简化电动力学方程组

如下:

  curlh = J + E0ÛE , curlE = - L0Ûh , E = - L0( Ûu @ H0) , divh = 0, ( 1)

Maxwell应力分量为

  T ij = L0(H ihj + H jhi - H khkDij ) , ( 2)

其中, H0为外部作用磁场强度矢量, h 为感应磁场矢量, E为感应电场矢量, J 为电流密度矢

量, u为位移矢量, L0 和 E0 分别为磁导率和导电率, Dij 为 Kroneker D符号1 
对微极广义热弹性理论, 上述方程( 1)需补充场方程和本构方程,考虑Lorentz力作用,有

  Rij , j + F i = Q&u i , ( 3)

  mij , j = QJ<
&

i , ( 4)

  K
*
T , qq = Qc* ( ÛT + S0&T ) + MT 0( Ûuj , j + n0S0&u j , j ) , ( 5)

其中

  Rij = Kuq , qDij + L( u i, j + uj, i ) + K ( uj , i - Eijq<q ) - M 1+ S1
5
5 t TDij , ( 6)

  mij = A<q , qDij + B<i, j + C<j , i , ( 7)

其中, K, L为 Lam�常数, K , A, B, C为微极常数, T 为温度的变化, T 0为恒定温度, K
* 为导热

系数, c
* 为常温下的比热容, M= (3K+ 2L) At , At为线性热膨胀系数, S0 和 S1 为热松弛时间,

Q为密度, J 为微惯性, <为微转动矢量, ¨为梯度算子, Rij 为应力张量分量, mij 为耦合应力张

量分量, Eijk 为交替张量, F为 Lorentz力给出如下:

  Fi = L0( J @ H0) i 1 ( 8)

对于 L-S理论, S1 = 0, n0 = 1; 对于G -L 理论, S1 > 0, n0 = 01 热松弛时间 S0和 S1 仅对 G

-L理论满足不等式 S1 \ S0 > 01 
在微极弹性半空间相关的真空中, 电动力学方程组为

  curlh 0
= E0ÛE0

, curlE0
= - L0Ûh0

, divh0
= 0, ( 9)

其中, h 0、E0分别为真空中的感应磁场矢量和感应电场矢量,上述方程组归纳为

  ¨2
-

1

c
2
52

5 t 2
E

0
= 0, ( 10)

其中, c 为光速如下给出:
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  c =
1

L0E0
,

¨2
为 Laplace算子1 
这种情况下,Maxwell应力变为

  T
0
ij = L0(H ih

0
j + H jh

0
i - H kh

0
kDij ) , ( 11)

T
0
ij 是真空中 Maxwell应力张量分量1 

2  问题的表述及其求解

考虑一个在轴向磁场作用下, 接近真空条件下的均匀、各向同性、导电性能良好的微极广

图 1 问题的几何图形

义热弹性介质1 柱坐标系 ( r , H, z ) 原点在自由表

面平面 z = 0上, z轴垂直指向介质,如图1所示1 
考虑到问题是平面轴对称的, 也就是说, 场分量

uH为 0, 而其他分量 u r 和uz 和 H无关1 

因为问题是平面轴对称的,假设位移矢量 u

和微转动矢量<为

u = ( ur , 0, uz ) , < = (0, <H, 0) 1 ( 12)

如果假设磁场形式为

H = H0 + h , H0 = (0, 0,H 0) , ( 13)

其中, h 为初始磁场H0 的摄动部分1 结合方程
( 1)和方程( 13) , Lorent力(见方程( 8) )变为

  F = L0H
2
0 ¨2

-
1

r
2 ur - L0E0

52
u r

5 t 2
, 0, 0 1 ( 14)

定义无量纲量

  

rc = �X
c1
r , zc = �X

c1
z , uc =

Qc1�X
MT 0

u , vc=
Qc1�X
MT 0

v,

ac= �X
c1
a, tc = �Xt , Sc1 = �XS1, Sc0 = �XS0, T

c
=

T
T 0
,

R
c
ij =

Rij
MT 0

, <
c
3 =

Qc21
MT 0

<3, m
c
ij =

�X
c1MT 0

mij ,

( 15)

其中

  �X =
Qc

*
c
2
1

K
* , c

2
1 =

K+ 2L+ K
Q

1 

应用 Laplace变换

  �f ( r , z , s) = Q
]

0
e- st

f ( r , z , t ) dt ,

及Hankel变换

  �f ( N, z , s ) = Q
]

0
�f ( r , z , s) r Jn ( rN)dr1 ( 16)

方程( 3) ~ ( 7)和( 14)结合方程( 1)、( 12)和( 15) ,可以得到
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  d
8

dz 8
+ A

d
6

dz 6
+ B

d
4

dz4
+ C

d
2

dz 2
+ D (�ur , �u z ,�<H, �T) = 01 ( 17)

方程( 17)的解要满足发散条件,即当 z y ] 时, �u r, �uz , �<H和�T 趋于 0,可以记为

  �ur , �uz ,�<H, �T = 6
4

i = 1

1, n1i , n2i , n3i A ie
- K

i
z
, ( 18)

其中, K2i ( i = 1, ,, 4) 分别为方程组( 13)的根,且

  A = - s1[ a
*
1 ( r 3+ r 2r 5) + (1+ a1) ( s2+ a

*
1 r6) - N2] ,

  B = s1[ r 1r 3+ s3- s4+ r 6 a
*
1 r 3+ (1+ a1) s2- N

2
-

    r 2r5 a2a4+ (1 - a1) N
2
- r 1- a

*
1 r4 ] ,

  C = s1[ r 1 s5- r 6( r 1r 3+ s 3- s 4) -

    r 2r5 r3N
2
- r 4( (1- a1) N

2
- r1) - 2a2a4N

2
] ,

  D = - s1 s5( r1r 6+ r 2r 5N
2
) , s1 = 1/ (1+ a1) a

*
1 , s2 = a2a4 + r1+ a

*
1 r 4,

  s3 = r 4( a
*
1 r3+ r1(1+ a1) - N2) , s4 = a2a4( r3+ (2+ a

*
1 ) N

2
) ,

  s5 = a2a4N
2
- r3 r4,

  r1 = (1+ a
*
1 ) N

2
+ a

*
3 s

2
, r 2 = a3(1+ S1 s) , r3 = a1N

2
+ a3s

2
,

  r4 = N2 + 2a4+ a5 s
2
, r 5 = E( s + S0n0 s

2
) , r 6 = N2+ ( s + S0s

2
) ,

  a1 =
L+ K
K+ L

, a
*
1 = a1+ E1, a2 =

K
K+ L

, a3 =
Qc

2
1

K+ L
, a

*
3 = a3(1+ E2) ,

  a4 =
Kc

2
1

C�X
2, a5 =

QJc21
C , E=

M2T 0

K
*
Q�X

, E1 =
L0H

2
0

K+ L, E2 =
E0L

2
0H

2
0

Q 1 

3  边 界条 件

在 z = 0上的边界条件为

( � ) Rz z ( r , z , t ) + T zz ( r, z , t ) - T
0
z z( r , z , t ) = - P1f 1( r , t ) ; ( 19)

( � ) Rz r ( r , z , t ) = 0; ( 20)

( � ) mz H = 0; ( 21)

( � ) 电场的切向分量在越过边界曲面仍是连续的,有

  EH = E
0
H; ( 22)

( � ) 5T
5z + pT = P2 f 2( r , t ) ; ( 23)

其中, p 是热传递系数,对于绝热边界 p y 0,而对于等温边界 p y ] ; P 1是力的大小, P2是每

单位长度作用在边界上的常温值;且 f 1( r , t ) , f 2( r , t ) 为已知函数, 将在下节给出1 在边界条
件( 19) ~ ( 23)上, 利用式( 16)定义的 Laplace 和Hankel变换, 并结合方程( 6)、( 7)、( 12)和( 15) ,

同时 P
c
1 = P1/ (MT 0) , P

c
2 = P2 c1/ (MT 0) (对于绝热边界) , P

c
2= P 2/ T 0 (对于等温边界) ,可以得

到应力分量、切向耦合应力分量、温度分布、感应电场分量和感应磁场分量为

  �Rrr , �Rz r =
1
$ 6

4

i= 1

( a6N- n1i Ki - Sn3i ) , ( a7Ki + a8Nn1i + a9n2i ) $ie
- K

i
z
, ( 24)

  �mz H, �T , �EH, �h r, �hz =
1
$ 6

4

i = 1

- a10n2i Ki , n3i , a11( s, - Ki , N) $ie
- K

i
z
, ( 25)
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其中

  S = 1+ S1 s, a6 =
K
Q c21

, a7 =
L+ K

Q c21
, a8 =

L
Q c21

,

  a9 =
K

Q c21
, a10 =

C�X2

Q c41
, a11 =

MT 0

Qc21
,

  $ =

b 11 b12 b 13 b14 b 15

b 21 b22 b 23 b24 0

b 31 b32 b 33 b34 0

b 41 b42 b 43 b44 b 45

b 51 b52 b 53 b54 0

, $1 =

- P1�f 1( N, s ) b 12 b13 b 14 b15

0 b 22 b23 b 24 0

0 b 32 b33 b 34 0

0 b 42 b43 b 44 b45

P2�f 2( N, s ) b 52 b53 b 54 0

,

  $2 =

b11 - P 1�f 1( N, s) b13 b14 b15

b21 0 b23 b24 0

b31 0 b33 b34 0

b41 0 b43 b44 b45

b51 P2�f 2( N, s ) b53 b54 0

,

  $3 =

b11 b 12 - P1�f 1( N, s) b14 b15

b21 b 22 0 b24 0

b31 b 32 0 b34 0

b41 b 42 0 b44 b45

b51 b 52 P2�f 2( N, s) b54 0

,

  $4 =

b11 b 12 b13 - P 1�f 1( N, s ) b15

b21 b 22 b23 0 0

b31 b 32 b33 0 0

b41 b 42 b43 0 b45

b51 b 52 b53 P2�f 2( N, s ) 0

,

  $5 =

b11 b 12 b13 b 14 - P1�f 1( N, s)

b21 b 22 b23 b 24 0

b31 b 32 b33 b 34 0

b41 b 42 b43 b 44 0

b51 b 52 b53 b 54 P2�f 2( N, s)

,

且

b1i = a
*
6 N- n1i Ki - (1 + S1 s) n3i , b15 = E3

N
s
, b2i = a7Ki + a8Nn1i + a9n2i ,

b3i = n2i Ki , b4i = a11s , b45 = - 1, b5i = - n3i + pn3i ,   i = 1, 2, 3, 4,

a
*
6 =

K- L0H
2
0

Q c21
, E3 =

L0H
2
0

MT 0
,

n1i = - ( d 21K
5
i + d22K

3
i + d23Ki ) / $

( i)
, n2i = ( d31K

5
i + d32K

3
i + d33Ki ) / $

( i)
,
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n3i = - ( d 41K
4
i + d42K

2
i + d43) / $

( i )
, $( i) = d 11K

6
i + d12K

4
i + d13K

2
i + d14,

  i = 1, ,, 4,

d11 = - (1+ a1) , d12 = - r 3+ (1+ a1) ( r 4+ r 6) - r 2r 5 ,

d13 = - [ r 3r 4- a2a4N
2
+ r6 r3 + (1 + a1) r4 + r 2r 4r5] , d14 = r 6( r 3r4 - a2a4N

2
) ,

d21 = - N, d22 = N( r4+ r 6+ a2a4+ r 2r 5) , d23 = - N r 6( r4+ a2a4) + r2 r4r 5 ,

d31 = a4(1 + a1) , d 32 = - a4 r 3+ N2 + (1 + a1) r6+ r2 r5 ,

d33 = a4 r 6( r 3+ N2) + r2 r5N
2
, d41 = r 5(1+ a1) ( N+ a4) ,

d42 = - r 5[ N r 3+ (1+ a1) r 4 + a4( r3+ N2) ] , d43 = r5N( r3r 4- a2a4N
2
) 1 

当 P1 = 1和 P2 = 0时,可以得到机械力作用时的解;当 P 1= 0和 P2 = 1时,可以得到相应于

热源时的解1 

4  应   用

本节中,考虑机械力和热源作用1 
在集中力/点热源作用下:

  
f 1( r , t )

f 2( r , t )
=

1
2Pr

D( r ) D( t ) , ( 26)

其中, D(#) 是 DiracD函数,对式( 26)应用式( 16)定义的Laplace和Hankel变换,可以得到

  
�f 1( N, s )

�f 2( N, s )
=

1
2P

1 ( 27)

当沿圆周垂直分布作用力/沿圆周分布热源作用下:

  
f 1( r , t )

f 2( r , t )
=

1

Pa2H( a - r ) D( t ) , ( 28)

其中,H( #)是Heaviside 单位阶跃函数, a 是圆形区域的半径1 结合方程( 16) , 方程( 28)变为

  
�f 1( N, s )

�f 2( N, s )
=

1
PaN

J1( aN)1 ( 29)

将方程( 27)和( 29)所得到的值�f 1( N, s) 及 �f 2( N, s) , 代入方程( 24)和( 25) , 便得到相应于集中

源或圆周源(机械源或者热源)时的解1 

5  特   例

( � ) 如果H 0 y 0,得到微极热弹性介质的应力分量和温度分布,其中 a
*
1 , a

*
3 , a

*
6 和 E3变

成如下各值:

  a
*
1 = a1, a

*
3 = a3, a

*
6 = a6, E3 = 01 

( � ) 当 S1 = 0, n0 = 1时,得到带一个松弛时间( L-S理论)的微极热弹性介质的应力分量

和温度分布1 
( � ) 当 S1 > 0, n0 = 0和 S1 \ S0 > 0时, 得到带两个松弛时间( G-L 理论)的微极广义热

弹性介质的应力分量和温度分布1 

6  逆 变换

对于L-S理论和G-L理论, 为了得到该物理问题的解, 必须对方程( 24) ~ ( 25)进行逆变
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换1 因此可以写出形式�f ( N, z , s ) 的表达式 1 为得到 f ( r , z , t ) , 先对Hankel变换进行逆变换

  �f ( r , z , s) = Q
]

0
N�f ( N, z , s ) Jn( rN)dN1 ( 30)

则对于固定的 N, r 和z 值,上式中的�f ( r , z , s ) 可以被看作 g( t ) 的Laplace变换�g ( s )1 参照文

献[ 13] ,求 Laplace变换函数 �g ( s) 的逆变换1 
最后一步是计算方程( 30)中的积分1 评价该积分的方法在文献[ 14]中可以找到, 文献中

还涉及到带自适应积分步长的 Romberg 积分的使用1 它常用于扩展梯形法则连续精细化结

果,当步长趋于 0时, 结果被外推到极限1 

7  数值结果及讨论

以镁晶体类材料为对象进行分析1 参照文献[ 15] ,物理常数值为

  K= 9. 4 @ 1010 N/ m2
, L = 4. 0 @ 1010N/m2

, K = 1. 0 @ 1010N/m2
,

  Q= 1. 74 @ 10
3
kg/m

3
, C= 0. 779 @ 10

- 9
N , J = 0. 2 @ 10

- 19
m

21 
热参数给出如下:

  c
*
= 1. 04 @ 103 J/ ( kg#K) , K *

= 1. 7 @ 102 W/ ( m#K) , T = 298 K1 

数值计算中,假设

  S0 = 0. 20, S1 = 0. 50, E1 = 0. 25, E2 = 0. 35, E3 = 0. 451 
在 0 [ r [ 10范围内,对无量纲时间 t = 0. 1时进行计算 1 图2 ~ 6的横坐标为无量纲

距离 r ,纵坐标分别为无量纲的正应力 Rzz、切向耦合应力 mz H、温度分布 T、无量纲的感应电场

EH和感应磁场hz 1 图 2~ 4中,实线和虚线分别表示磁-微极热弹性介质的 L-S理论( MMT1)和

G-L 理论(MMT2) ;带小圆圈的实线和带小三角形的虚线分别表示微极热弹性介质的 L-S 理论

(MT1)和 G-L 理论(MT2) 1 图 5~ 6中,密集网格表示L-S理论,而稀疏网格表示G-L理论1 

( a) 集中力 ( b) 圆周热源

图 2  正应力 Rz z 随距离 r 的变化

图2、3、4分别表示正应力 Rz z、切向耦合应力 mz H和温度分布T 的变化,其中图( a)为集中

力作用情况,图( b)为圆周热源作用情况1 图 2所示MT1和 MT2的正应力 Rzz 在其原值上已乘

了10- 11 
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( a) 集中力 ( b) 圆周热源

图 3  切向耦合应力 mzH随距离 r 的变化

( a) 集中力 ( b) 圆周热源

图 4 温度分布 T 随距离 r 的变化

图 2( a)显示,在集中力作用时,在初始阶段 0 [ r [ 2,正应力 Rz z随着r 的增大而增大;随

着 r 的进一步增大,MT1和MT2的正应力值出现振荡,而MMT1和MMT2的正应力几乎变成水

平直线1 在热源作用时(图2( b) ) ,在初始阶段 0 [ r < 2, MT1的正应力 Rz z 随 r 的增大而增

大,而MT2、MMT1、MMT2的正应力 Rz z 减小; 随着 r 的进一步增大, MT1和 MT2的正应力出现

减幅振荡,而MMT1和MMT2的正应力几乎变成水平直线1 

图3( a)显示, 在集中力作用时,在 r 的初始阶段,MT1和MT2的切向耦合应力 mz H值迅速

减小,而MTT1和MTT2的切向耦合应力有小幅增大,随着 r 的进一步增大,MT1和MT2情况发

生振荡,而MMT1和MMT2情况几乎变成水平直线1 在热源作用时(图 3( b) ) ,在整个区域上,

MMT2的 mz H与MT2的 mz H性质相反,而MMT1和 MT1的 mz H性质内似,几乎成一直线1 由图

3( a)还可看出, 在集中力作用时,在 r 的初始阶段,MT1和 MT2情况的 mz H值都大于 MMT1和

47R#库 玛    鲁 班 德



MMT2情况;而随 r 的进一步增大MT1和MT2情况的 mz H值又变为小于MMT1和MMT2情况1 

( a) 集中力 ( b) 点热源

图 5  感应电场 EH随距离 r 的变化

( a) 集中力 ( b) 点热源

图 6 感应磁场 hz 随距离 r 的变化

图 4( a)显示,在集中力作用时, 在初始阶段 0 [ r < 2, MT1和MT2的温度T 值随r 增大而

迅速减小,而MMT1和MMT2的温度 T 值缓慢减少;随着 r 的进一步增大,MT1和MT2的 T 值

出现振荡, 而MMT1和MMT2的温度曲线非常平直;当 r 达到 7. 15时, MT1, MT2, MMT1,MMT2

的温度曲线非常类似1 在热源作用(图 4( b) )时, 在初始阶段 0 [ r < 2, MT1, MT2, MMT1和

MMT2都是减小的,随着 r 的进一步增大,它们同时发生振荡1 由图 4( a)还可以看出, 在集中

力作用时,在区域 0 [ r < 2中, MT1对应的 T 值大于 MT2情况1 
图5和图6分别示出感应电场 EH和感应磁场hz , 其中图( a)为集中力作用, 图( b)为圆周

热源作用1 
图5给出 G-L理论和L-S理论的感应电场1 集中力作用时,开始时 EH减小,然后随着 r 的

增大发生小的振荡1 在热源作用时, G-L 理论的 EH值初始阶段是增大的,然后随着 r 的增大发

生微小振荡;而对L-S理论,在整个区域内几乎呈直线变化1 
图6表明,在集中力作用时,开始时感应磁场 hz 值是减小的,然后随着 r 的进一步增大而
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发生振荡1 在热源作用时,两种广义热弹性理论的磁感应 hz 值,初始阶段都是增大的,然后随

着 r 的进一步增大而发生振荡1 

8  结   论

在机械的或热源作用下,评估了磁场对正应力 Rz z、切向耦合应力 mzH和温度T 分布的影

响1 对于集中源和沿圆周分布作用源来说,相应的所有各个量有着相似的变化趋势,但数量级

不同1 
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Elastodynamics of Axi-Symmetric Deformation in

Magneto-Micropolar Generalized

Thermoelastic Medium

Rajneesh Kumar,  Rupender

( Depar tment of Mathemat ics , Kurukshetr a Un iver sity , Kurukshetra-136 119, India )

Abstract: An ax-i symmetric problem in the electromagnetic micropolar thermoelastic hal-f space

whose surface is subjected to mechanical or thermal source in a transverse magnetic field is concerned

with. Laplace and Hankel transform techniques were used to solve the problem. To illustrate the appl-i

cation of approach, two different type of sources i. e. , concentrated force and thermal source over the

circular region were considered. The integral transforms were inverted by using a numerical technique

to obtain the components of stresses, temperature distribution and induced electric and magnetic

fields. The expressions of these quantities were illustrated graphically to depict the magnetic effect for

two different generalized thermoelasticity theories, i. e. , Lord and Shulman (L-S theory) and Green

and Lindsay ( G-L theory). A particular interesting case was also deduced.

Key words: generalized magneto-micropolar thermoelasticity; ax-i symmetric problem; mechanical

and thermal sources; Laplace transforms; Hankel transforms
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