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有限土层轴对称 Biot固结的一个新的解析解
X

艾智勇,  王全胜

(同济大学 地下建筑与工程系;岩土及地下工程教育部重点实验室,上海 200092)

(郭兴明推荐)

摘要:  提出一个新的解析方法来研究有限土层的轴对称 Biot 固结1 从轴对称 Biot 固结的控制方

程出发,结合 Laplace变换的微分性质, 建立了 Laplace和 Hankel变换域内有限土层地基表面 ( z =

0) 和任意深度 z 处基本变量之间的关系1 然后结合有限土层的边界条件, 推导出Laplace和Hankel

变换域内任意一点的解析解1 通过进行 Laplace逆变换和 Hankel逆变换得到了物理域内的解1 编

制了计算程序,并对有限土层轴对称固结进行了数值分析1 
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引   言

Biot
[ 1]
首先提出了能考虑饱和土中固相与液相耦合作用的三维固结理论, 之后对于 Biot固

结方程的研究取得了许多进展1 McNamee和 Gibson
[ 2- 3]

、Schiffman和 Fungaroli
[ 4]
所提出的位移

函数法是求解 Biot固结最为成功的解析方法之一1 数值方法诸如有限元法[ 5]、边界元法[ 6]、以

及有限层法
[ 7- 9]

已被用来求解较为复杂的固结问题1 本文提出一个新的解析方法来求解有限

土层的轴对称 Biot固结,该方法能够避免引入位移函数[ 2- 4] ,并直接利用 Hankel和 Laplace变

换技术在变换域内求出其解析解1 

1  控 制方 程

轴对称 Biot固结的控制方程为[ 1]
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是柱坐标系下的Laplace算子; G、M分别是土体的剪切模量和Poisson比; k是渗透系数, Cw为水

的重度, R表示超孔隙水压力(以压应力为正) 1 根据 Darcy定律, z 方向的流量为Q =
k
Cw

5R
5z 1 

  轴对称 Biot固结的本构方程为

  Rr + R = Ke + 2G Er , ( 2a)

  RH+ R = Ke + 2G EH, ( 2b)

  Rz + R = Ke + 2G Ez , ( 2c)

  Rr z = G Cr z =
E

2(1 + M)
Cr z, ( 2d)

式中, Rr、RH和Rz分别为 r、H和z 轴方向的正应力,并且以拉应力为正; Rr z 为剪应力; Er =
5u r

5r ,

Ez =
5uz
5z 分别表示 r 和z 方向的正应变; Cr z =

5u s

5z +
5uz
5r 为剪应变; E 为弹性模量1 

2  均匀有限饱和土层的解析解

Laplace变换及其逆变换的定义为
[ 10]

  �f ( r , z , s) = Q
]

0
f ( r , z , t ) e- stdt , f ( r , z , t ) =

1
2PiQ

C+ i ]

C- i ]
�f ( r, z , s ) estds , ( 3)

式中, s 为变量 t 相应的 Laplace变换参数1 

m 阶Hankel变换及其逆变换的定义
[ 11]

  �f ( N, z , s ) = Q
]

0
�f ( r , z , s) Jm( Nr ) rdr, �f ( r , z , s) = Q

]

0
�f ( N, z , s) Jm( Nr ) NdN, ( 4)

式中, Jm( Nr ) 为 m 阶的 Bessel函数1 
对式( 1a)进行关于 t的 Laplace变换得
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5 r = 0, ( 5)

式中, �ur 为ur 相应关于 t的 Laplace变换域内的量,其余类似1 
对式( 5)进行一阶 Hankel变换得
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式中, �ur 为�u r 相应Hankel变换域内的量, 其余类似1 

关于 z 的 Laplace变换及相应的逆变换[ 10]为

  f
^
( N, p , s) = Q

]

0
�f ( N, z , s ) e- pzdz , �f ( N, z , s) =

1
2PiQ

C+ i ]

C- i ]
f
^
( N, p , s ) epzdp , ( 7)

式中, p 为变量 z 相应的Laplace 变换参数1 
对式( 6)进行关于 z 的 Laplace变换得

  p
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2(1- M)
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N2 u
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pNu
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N�u z(0) , ( 8)

式中, u
^

r为�u r相应关于z 的Laplace变换域内的量,其余类似1 �uc
r (0) 表示�ur 的关于z 的导数,

并取 z = 0时的值 1 �ur (0)、�uz (0) 分别为 �u r 和�uz 取z = 0时的值1 
对式( 2d)进行关于 t 的 Laplace变换得
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  �Rr z = G
5�ur
5z +

5�u z

5 r 1 ( 9)

对式( 9)进行关于 r 的一阶 Hankel变换得

  �Rr z = G
d�ur
dz

- N�u z 1 ( 10)

上式中令 z = 0得

  �uc
r (0) = N�uz (0) +

1
G
�Rrz (0) 1 ( 11)

把式( 11)代入式( 8)得
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G
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式中   M =
E (1- M)

(1+ M) (1 - 2M)
1 

同理,由式( 1b)可得
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对式( 1c)进行关于 t的 Laplace变换, 并假设初始时刻土体的体积应变为 0, 得

  s
5�ur
5r +

�u r

r
+

5�uz
5z

=
k
Cw

52

5 r2
+

52

5z 2
�R1 ( 14)

对式( 14)进行关于 r 的零阶Hankel变换得

  d2�R
dz

2 - N
2
�R-

sCw
k
N�u r -

sCw
k

d�uz
dz = 01 ( 15)

对式( 15)进行关于 z 的 Laplace变换得

  ( p
2
- N2) R

^
-

sCw
k

pu
^

z -
sCw
k
Nu
^

r = p �R(0) + �Rc(0) -
sCw
k
�u z(0) 1 ( 16)

对流量 Q 进行关于 t 的 Laplace变换后, 再对其进行关于 r 的零阶Hankel变换得

  �Q =
k
Cw

5�R
5z 1 ( 17)

上式中令 z = 0得

  �Rc(0) =
Cw
k
�Q( 0)1 ( 18)

把式( 18)代入式( 16)得

  ( p
2
- N2) R

^
-

sCw
k
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^

z -
sCw
k
NR
^

r = p �R(0) -
sCw
k
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式( 12)、( 13)、( 19)是关于 u
^

r、u
^

z 和 R
^
的 3个联立方程,求解该联立方程, 并进行关于 p 的

Laplace逆变换得

�u r( z ) = 511�ur (0) + 512�uz (0) + 513�R(0) + 514�Rrz (0) + 515�Rz (0) + 516�Q(0) , ( 20)

�uz ( z ) = 521�ur (0) + 522�uz (0) + 523�R(0) + 524�Rrz (0) + 525�Rz (0) + 526�Q(0) , ( 21)

�R( z ) = 531�u r(0) + 532�uz (0) + 533�R(0) + 534�Rr z(0) + 535�Rz (0) + 536�Q (0)1 ( 22)

结合式( 20)、( 21)、( 22) ,由式( 2c)、( 10)、( 17)可求得如下结果:

�Rrz ( z ) = 541�u r (0) + 5 42�uz (0) + 543�R(0) + 544�Rr z (0) + 5 45�Rz(0) + 546�Q (0) , ( 23)

�Rz( z ) = 5 51�ur (0) + 552�u z (0) + 553�R(0) + 554�Rrz (0) + 555�Rz (0) + 556�Q(0) , ( 24)

�Q( z ) = 561�u r (0) + 5 62�uz (0) + 563�R(0) + 564�Rr z (0) + 5 65�Rz( 0) + 566�Q(0) , ( 25)

式中, 5kj ( k = 1, 2, ,, 6; j = 1, 2, ,, 6) 为 N和 s 的函数1 
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式( 20) ~ ( 25)可以简记为如下的矩阵形式:

  �B( N, z , s) = 5 ( N, z , s)#�B( N, 0, s) , ( 26)

式中, �B( N, z , s) = [�ur , �uz , �R, �Rrz , �Rz, �Q]
T
z = z , 5 ( N, z , s) 是六阶传递矩阵,它建立了 Laplace 和

Hankel变换域内基本变量在地表面 ( z = 0) 与任意深度 z 之间的关系1 5kj 的具体元素见附录1 

图 1 有限均匀饱和土层

结合边界条件, 由式( 26)便可以求得变换域内任意一点

的位移、应力、超孔隙水压力和流量的解1 
如图 1所示, 考虑有限均匀饱和土层受一均匀圆形荷载

q (0 [ r [ a) 作用,并假定荷载在 t = 0+ 时刻加载在土体上,

以后保持不变1 对于更复杂的荷载作用, 也可以类似地进行
分析1 

对荷载进行关于 t 的 Laplace变换得

  �q ( r , 0, s ) = Q
]

0
q ( r , 0, t ) e

- st
dt =

q
s
1 ( 27)

对上式进行零阶 Hankel变换得

  �q ( N, 0, s) = Q
]

0

q
s
J0( Nr) rdr =

qaJ1( Na)
Ns

1 ( 28)

假设土层表面透水, 则

  �Rz ( N, 0, s) = - �q ( N, 0, s) , �Rr z ( N, 0, s ) = 0, �R( N, 0, s) = 01 ( 29)

如果有限均匀饱和土层的底部固定,则有如下两种可能的透水条件:

当底部透水时

  �ur ( N, h, s ) = 0, �uz ( N, h, s) = 0, �R( N, h, s ) = 01 ( 30)

当底部不透水时

  �ur ( N, h, s ) = 0, �uz ( N, h, s) = 0, �Q( N, h , s) = 01 ( 31)

结合边界条件,由式( 26)可求得 �B( N, 0, s) 和�B( N, h, s ) 中的所有量1 因此土层中任意一
点在变换域内的解可表示为

  �B( N, z , s) = 5 ( N, z - h, s)#�B( N, h, s ) , ( 32)

式( 32)就是有限均匀饱和土层轴对称固结在变换域内的解1 

3  数 值算 例

为了获得物理域内的解, 我们分别对变量 s 和N进行 Laplace逆变换和 Hankel逆变换1 对

于Laplace 逆变换,本文采用Talbot[ 10]所提出的方法; 该方法用于固结分析的可行性和有效性

已被 Booker和 Small[ 7- 9]所证明1 Hankel逆变换采用 Ai等[ 12]所提出的方法1 为分析方便,引

入无量纲参数 �c = 2Gk/ Cw和 S= �ct / a21 本文所有算例均考虑有限饱和土层表面透水,底面
固定且不透水1 

为了证明本文方法的合理性和正确性,对有限均匀饱和土层轴对称固结进行了数值计算,

并与 Booker和 Small[ 9]的结果进行了对比1 计算参数和结果见图 21 由图 2的对比可知: 本文

与 Booker和 Small
[ 9]
的结果是一致的1 

本文对 Poisson比 M对轴对称固结过程中的地表沉降以及超孔隙水压力的影响进行了分

析和计算, 具体的参数和结果见图 2和图 31 由图 2和图 3可知:随着 Poisson比 M的减小(从

0. 49到 0) ,地表位移增大, 而超孔隙水压力减小1 
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图 2  Poisson比M对地表沉降的影响 图 3 Poisson比M对超孔隙水压力的影响

图 4  超孔隙水压力随时间的变化 图 5 厚度 h 对超孔隙水压力的影响

  本文还对轴对称固结过程中荷载作用中心线下 ( r / a = 0) 超孔隙水压力的分布进行了分

析和计算1 计算参数和结果见图 41 由图 4可知:随着时间的增加,超孔隙水压力逐渐变小,

但随深度增加而增加1 
同时,本文也对有限土层厚度对轴对称固结过程中荷载作用中心线下超孔隙水压力分布

的影响进行了分析和计算1 计算参数和结果见图 51 由图 5可知:随着厚度的增加,超孔隙水

压力逐渐变小, 并存在一个峰值1 

4  结   论

本文提出了一个新方法来求解有限土层的轴对称 Biot固结1 从轴对称 Biot固结的控制方

程出发,结合Laplace 变换的微分性质,建立了 Laplace和Hankel变换域内地表 ( z = 0) 和任意

深度 z 处的位移、应力、超孔隙水压力和流量之间的关系1 结合有限土层的边界条件, 获得了
Laplace和 Hankel变换域内任意一点的位移、应力、超孔隙水压力和流量的解析解1 通过进行
Laplace逆变换和Hankel逆变换,得到了物理域内的解1 编制了计算程序,并对轴对称固结进
行了数值分析与计算1 计算结果显示本文方法能精确有效地求解固结问题1 本文还讨论了
Poisson比 M对地表沉降发展和超孔隙水压力的影响、超孔隙水压力随时间的分布、以及土层厚

度对超孔隙水压力的影响1 结合传递矩阵法的概念[ 12- 13] , 本文方法可以扩展到层状地基的

Biot固结分析中去1 另外, 本文方法也能用来求解诸如渗透各向异性和考虑流体可压缩性等
更为复杂的 Biot固结问题;而求解这些固结问题时,位移函数难以获得;相关的研究成果,作者

将另文介绍1 
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附   录

  5 11 =
2GN2C
Ms

( chNz - chqz ) + ( chNz + Nz shNz ) = 5 44 ,

  5 12 =
2GN2C
Ms shNz -

N
q shqz + Nz chNz = - 5 54,

  5 13 =
NC
Ms

( chNz - chqz ) = -
NC5 26
M

= -
C5 31
2GMs

= -
NC5 35
Ms

=
C546
2GM

=
- 5 53
2GN

=
- 5 62
2GNs

=
- 5 64

s
,

  5 14 =
NC
Ms

shNz -
N
q
shqz +

1
2GN

( shNz + NzchNz ) ,

  5 15 =
NC
Ms

( chNz - chqz ) +
1
2GN

Nz shNz =
5 42

4G2N2
=

- 5 51
4G2N2

= - 5 24,

  5 16 =
1
s

shNz -
N
q
sh qz =

- 5 32
2GNs

=
- 5 34

s
=

- 5 56
2GN

,

  5 21 =
2GNC
Ms

( q shqz - NshNz ) - NzchNz = - 545,

  5 22 =
2GN2C
Ms

( chqz - chNz ) + ( chNz - Nz shNz ) = 5 55 ,

  5 23 =
C
Ms

( q shqz - NshNz ) =
- 5 43
2GN

=
5 61
2GNs

=
5 65
s

,

  5 25 =
C
Ms

( q shqz - NshNz ) +
1
2GN

( shNz - NzchNz ) ,

  5 33 = chqz = 5 66 ,

  5 36 =
M
qC
shqz =

M 25 63
q 2C2 ,

  5 41 = 2G
2GN2C
Ms

( NshNz - q shqz ) + N( shNz + Nz chNz ) ,

  5 52 = 2G
2GN3C
Ms

N
q
shqz - shNz + N( shNz - NzchNz ) ,

其中   C =
2Gk ( 1- M)
Cw(1- 2M)

, q = N2+ s / C1 
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A New Analytical Solution for Axisymmetric Biot. s
Consolidation of a Finite Soil Layer

AI Zhi- yong,  WANG Quan- sheng

( Department of Geotechnical Engineering; Key Laboratory of Geotechnical

and Underground Engineering of Ministry of Education, Tongji University,

Shanghai 200092, P. R. China)

Abstract: A new analytical method is presented to study the axis- symmetric Biot. s consolidation of a finite

soil layer. Starting from the governing equations of axis- symmetric Biot. s consolidation, and based on the

property of the Laplace transform, the relationship of basic variables for a point of a finite soil layer was estab-

lished between the ground surface ( z = 0) and the depth z in the Laplace and Hankel transform domain. Com-

bined with the boundary conditions of the finite soil layer, the analytical solution of any point in the transform

domain can be obtained. The actual solution in the physical domain can be acquired by inverting the Laplace

and the Hankel transforms. The numerical analysis for the axis- symmetric consolidation of a finite soil layer

was carried out by program.

Key words: axisymmetric Biot. s consolidation; finite soil layer; Laplace transform; Hankel transform
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