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摘要 :  逐步分析了旋转的功能梯度空心及实心长圆柱体问题的解1 假设圆柱体的弹性模量和材

料密度沿径向呈指数变化, Poisson 比为常数1 由平衡方程、相容方程、弹性变形理论及应力- 应变

关系,导出了统一的控制方程1 根据超几何函数 ,求解该二阶微分控制方程, 得到旋转功能梯度圆

柱体的弹性变形1 检验并讨论了圆柱体中的应力与非均质参数、几何、边界条件之间的相互关系

1 将旋转功能梯度空心及实心圆柱体的分析结果,与旋转均质各向同性圆柱体的结果进行了对比

分析1 同时,提出了旋转粘弹性圆柱体的粘弹性解, 并验证了空心及实心圆柱体中应力与时间参

数间的依赖关系1 
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引   言

近年来出现的功能梯度材料( FGMs) ,在材料科学和应用力学界引起了日益广泛的研究兴

趣1 FGM 的力学特性,例如材料密度和弹性系数,在适当位置是非均质并连续可变1 FGM可

以广泛地应用于工程结构及其部件1 FGM概念中许多内在可能性的应用,材料性能得到了预

期的改善,新的功能得到创新1 

1984年日本的许多科学家首先介绍了这种新颖材料[ 1] , 多个研究 FG结构性能[ 2- 7]的分

析得以完成1 由于在机械工程中有着很大的实用价值, 对旋转环状圆盘或圆柱体的理论和实

验研究引起了广泛的注意1 旋转环状圆盘或圆柱体的问题在各种各样有趣的假定下得到了解

决,该话题在大多数标准的弹性力学教材中很容易找到[ 8- 9] 1 文献中很少见到旋转 FG空心

及实心圆柱体问题1 大多数的研究工作都集中在旋转的各向同性圆柱体, 或者横截面几何简

单(相同厚度或者特定的变厚度)的圆盘上1 很多研究者得到具有常/变厚度(以及/密度)的旋

转实心盘和环状圆盘的解析解
[ 10- 14] 1 在 Zenkour和 Allam

[ 15]
新近的一篇文章中, 对厚度连续
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变化、截面形状任意的旋转粘弹性实心及环状盘, 逐步分析了其变形和应力的解析解1 对在各

种边界条件下不同的旋转圆盘问题, 一些研究者得到了若干有价值的结果[ 16- 18] 1 Zenkour[ 19]

研究了各种边界条件下, 梯度呈指数变化的旋转圆盘问题1 为了更好地利用这种材料,在圆柱

体的一个方向上,允许这种高效材料的特性和密度变化是必要的1 这样的功能梯度圆柱体的
旋转分析,在文献资料中很少报道1 大多数研究者致力于变厚度/密度的实心盘和环状盘的研

究1 在少数关于盘和圆柱体的研究中, 已经注意到了功能梯度材料的行为特性1 Horgan和

Chan
[ 20- 21]

研究了受压 FGM 空心圆柱体和圆盘的问题,以及 FGM 各向同性线弹性旋转圆盘的

应力响应1 Tarn [ 22]得到了在恒定热及机械荷载作用下, FG 各向异性圆柱体问题的精确解1 

Rooney 和 Ferrari[ 23]研究了具有 FG横截面的圆柱体的拉伸、弯曲和屈曲问题1 

本研究的目的是,获得旋转 FG空心及实心圆柱体完全弹性变形和粘弹性变形的相容解1 
文章主要讨论了空心轴或长圆柱体和长实心轴这样两类问题,获得了封闭解,并介绍了其数值

结果,包括均质和FG组合圆柱体的径向、周向和轴向应力,获得了沿径向的应力分布, 还获得

了在同样角速度下均质材料和 FG材料间的比较结果1 

1  基 本方 程

复合薄圆盘旋转问题是一个忽略轴向应力 Rz = 0的平面应力问题, 它也可以看作一个平

面应变问题来处理1 一个沿圆轴均匀旋转或者一个圆柱体常常被看作平面应变问题1 让我们
来考虑一个复合空心或者实心圆柱体,就其圆心以常角速度 X旋转的轴对称问题, 复合圆柱

体边界自由 1 我们将只关心轴对称的变形, 因此唯一的位移分量是 u r, z 是旋转轴1 用惯性

项代替体力项, 平衡方程归结为单个方程

  d
dr
( hrRr) - hRH+ h QX2

r
2
= 0, ( 1)

其中, r 是极坐标, Rr 和RH分别是径向应力和周向应力, h 是厚度, Q是旋转复合圆柱体的材料

密度1 由复合材料组成的圆柱体, 跨过不连续层界面的材料性能将发生突然改变,结果产生巨

大的层间应力并导致分层1 解决这些不利影响的一个方法是应用 FGMs,即不同种类的材料却

具有连续变化的材料特性1 本文研究的复合圆柱体是具有同一厚度的单独一层 FGM 1 假设
圆柱体的材料特性沿着径向变化, 圆柱体的弹性模量和密度按简单的指数规律分布如下:

  E( r ) , Q( r ) = E0, Q0 e
- n( r/ b )

k

, ( 2)

其中, E0和 Q0分别是匀质旋转圆柱体的弹性模量和密度, n和k是几何参数, b 是FGM圆柱体

的外径, n 值等于0代表完全均质的圆柱体1 上述的指数分布假设, 仅仅反映了沿径向混合应

用的一个简单规律1 幂指数 k 可以变化,以得到圆柱体沿径向材料成分的不同分布 1 例如,

图1给出了 n和k对沿径向的无量纲弹性模量E ( r ) / E0的影响 1 对无量纲密度 Q( r ) / Q0它同

样适用1 图 1表明, 在相同的位置上(0 < r < b) , 无量纲弹性模量(或密度) ,当 n不变时它随

着 k 的增大而增大,当 k 不变时它随着n 的减小而增大1 

径向位移 ur 和应变之间的关系与旋转 FGM圆柱体的厚度和密度无关,它们可以写成

  Er =
dur
dr

, EH =
u r
r
, Ez =

5 uz
5z = 0, ( 3)

其中, Er、EH、Ez 分别为径向、周向和轴向的应变1 上述几何关系满足下列变形协调条件, 即相

容方程
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( a) n = 2 时随 k 值的变化 ( b) k = 1. 5时随 n 值的变化

图 1  旋转 FG圆柱体无量纲弹性模量 E( r ) / E 0径向变化情况

  d
dr ( r EH) - Er = 01 ( 4)

对于弹性变形, FGM圆柱体的应力应变关系(本构方程) ,根据Hooke定理可以写为

  

Er

EH

Ez

=
1

E ( r )

1 - M - M

- M 1 - M

- M - M 1

Rr

RH

Rz

1 ( 5)

对于平面应变问题 ( Ez = 0) , 有

  Rz = M( Rr + RH) , ( 6)

因此,方程( 5)变为

  
Er

EH
=

1 + M
E ( r )

1- M - M

- M 1- M

Rr

RH
1 ( 7)

2  弹 性解

将上述 Er 和EH表达式代入相容方程( 4) ,得到

  1 - M+ Mkn r
b

k

Rr - M+ kn(1 - M) r
b

k

RH =
d
dr

(1- M) rRH- MrRr 1 ( 8)

将 Rr = y ( r ) / r 代入方程(1) ,得到 RH为

  RH =
dy
dr

+ QX2
r

21 ( 9)

将 Rr 和 RH代入方程( 8)得到

  r
2 d2

y

dr 2 + r 1+ kn
r
b

k dy
dr

- 1 +
Mkn

1- M
r
b

k

y +
(3- 2M) Q0 X

2
r

3

(1- M) e
n( r / b )k

= 01 ( 10)

引进下列无量纲量:

  
�r =

r
b
, 8 = X2

b
2Q0,

Y(�r ) =
1
b8
y ( r ) , ( R1, R2, R3) =

1
8
( Rr, RH, Rz) 1 

( 11)

那么,方程( 10)可以写成下式:

  �r 2 d2
Y

d�r 2 + �r 1+ kn�rk
d Y
d�r

- 1 +
Mkn

1- M
�rk Y+

(3- 2M)�r 3

(1- M) en�r
k = 01 ( 12)
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上述方程的通解可以写成

  Y(�r ) = AY1(�r ) + BY2(�r ) + Yp(�r ) , ( 13)

其中, A 和B 为任意常数,且

  

Y1(�r ) = �r e
- n�rk

H ( [ A] , [ B] , n�rk ) ,

Y2(�r ) =
e- n�rk

�r
H ( [ A- B+ 1] , [ 2- B] , n�rk) ,

A= 1+
1

k (1- M)
, B= 1+

2
k
1 

( 14)

函数 H ( [ A] , [ B] , z ) 是广义的超几何函数,

  H ( [ A] , [ B] , z ) = 6
]

q= 0

( A) q
( B) q q !

z
q
, ( 15)

其中, ( C) q 是 Pochhammer符号, 写成

  ( C) q = C( C+ 1) ( C+ 2) ,( C+ q - 1) =
#( C+ q)
#( C)

, ( 16)

其中, # 表示 Gamma函数1 
方程( 13)中的特解 Y p可以通过参量变异得到

  Y p(�r ) = Y1(�r ) P1(�r ) + Y2(�r ) P 2(�r ) , ( 17)

其中

  P1(�r ) = -Q
�r

0

Y2( N)f ( N)
$( N)

dN, P2(�r ) = Q
�r

0

Y1( N)f ( N)
$( N)

dN, ( 18)

这里

  f (�r ) = -
(3- 2M)�r

(1- M) en�r
k, ( 19)

且 $(�r ) 为Wronskian矩阵,给出如下:

  $(�r ) = Y1(�r )
dY2(�r )

d�r
- Y2(�r )

d Y1(�r )
d�r

1 ( 20)

因此

  Y p(�r ) =
3- 2M

(1 - M) e n�rk �rH 1(�r )Q
�r

0

NH 2( N)
F ( N)

dN-
H2(�r )
�r Q

�r

0

N3
H 1( N)
F( N)

dN , ( 21)

其中

  F(�r ) = �r H 1(�r )
dH 2(�r )

d�r
- H 2(�r )

dH 1(�r )
d�r

- 2H 1(�r )H2(�r ) , ( 22)

这里

  H1(�r ) = H ( [ A] , [ B] , n�r k) , H 2(�r ) = H ( [ A- B+ 1] , [ 2- B] , n�rk )1 ( 23)

最后,方程( 12)的精确通解为

  Y(�r ) = Y1(�r ) [ A + F1(�r ) ] + Y2(�r ) [ B - F2(�r ) ] , ( 24)

其中

  F1(�r ) =
3 - 2M
1- MQ

�r

0

NH 2( N)
F ( N)

dN, F2(�r ) =
3- 2M
1 - MQ

�r

0

N
3
H 1( N)
F ( N)

dN1 ( 25)

显然,使用下列表达式:

  R1 =
Y(�r )
�r

, R2 =
d Y
d�r

+ �r
2
e
- n�rk

, R3 = M( R1+ R2)1 ( 26)

1460 A#M#任库尔    K#A#伊莉莎白    D#S#玛沙特



可以很容易获得无量纲应力, 因此,

  

R1 =
1

en�r
k H 1( A + F 1) +

H 2

�r 2 ( B - F 2) ,

R2 =
1

en�r
k H 1 (1 - nk�r

k
) ( A + F 1) + �r

dF1

d�r
+ �r

dH 1

d�r
( A + F1) -

  
H 2

�r
2 (1 + nk�r k) ( B - F2) + �r

dF 2

d�r
+

1
�r

dH2

d�r ( B - F2) + �r
2
,

R3 =
M

en�r
k H 1 (2 - nk�r

k
) ( A + F 1) + �r

dF1

d�r
+ �r

dH 1

d�r
( A + F1) -

  
H 2

�r 2 nk�r k( B - F2) + �r
dF2

d�r
+

1
�r

dH 2

d�r
( B - F2) + �r

2 1 

( 27)

另外,令 n = 0可以得到完全匀质圆柱体的解, 这时有H 1 = H 2 = 1, F = - 2, 且

  F1(�r ) = -
( 3- 2M)�r

2

4(1- M)
, F2(�r ) = -

(3- 2M)�r
4

8(1 - M)
, ( 28)

那么

  Y(�r ) = A�r +
B
�r
-

(3 - 2M)�r 3

8(1 - M)
, ( 29)

及

  

R1(�r ) = A +
B
�r 2 -

(3 - 2M)�r
2

8(1 - M)
,

R2(�r ) = A -
B

�r
2 -

(1 + 2M)�r 2

8(1 - M)
,

R3(�r ) = M 2A -
�r 2

2(1 - M)
1 

( 30)

上述解就是熟知的旋转均匀各向同性圆柱体的解1 

2. 1  旋转空心圆柱体的弹性解

FG空心圆柱体的弹性解可应用边界条件求得1 在 FG空心圆柱体的内径和外径处, 即 r

= a 和r = b 时, Rr = 0(或�r = �a 和�r = 1时, R1 = 0) ,其中 a为圆柱体内径, �a = a / b, 因此

有

  

A = [�a2
H 1( �a )H 2(1) F1(�a ) -

  H 2( �a ) H 1(1) F1(1) + H 2(1) [ F 2(�a ) - F2(1) ] ] / [�a2
H 1(�a )H2(1) -

  H 1(1)H 2(�a ) ] ,

B = [�a2
H 1(�a) H 2(1) F 2( 1) + H 1(1) [ F1(�a) - F1(1) ] -

  H 1(1)H 2(�a ) F2(�a ) ] / [�a
2
H 1( �a )H 2(1) - H 1(1)H 2(�a ) ] 1 

( 31)

将这些常数代入方程( 27) ,便得到旋转 FG的空心轴或圆柱体的应力1 
对于均匀各向同性空心圆柱体,有

  A =
(3- 2M) (�a2

+ 1)
8(1- M)

, B = -
(3- 2M)�a 2

8(1- M)
1 ( 32)

因此,方程( 30)变为

1461功能梯度空心及实心圆柱体旋转时的弹性及粘弹性解



  

R1(�r ) =
3 - 2M

8(1- M)
1+ �a2 1 -

1

�r 2 - �r 2
,

R2(�r ) =
3 - 2M

8(1- M)
1+ �a2 1 +

1

�r 2 -
(1+ 2M)�r 2

3 - 2M
,

R3(�r ) =
M(3- 2M)
4(1- M)

1 + �a2
-

2�r 2

3 - 2M
1 

( 33)

需要说明的是, 周向应力 R2 在圆柱内径(�r = �a) 有最大值,其值为

  ( R2) max =
M(3 - 2M)
8(1 - M)

2+ �a2 1-
1+ 2M
3- 2M

1 ( 34)

2. 2  旋转实心圆柱体的弹性解

对于一个长实心轴或圆柱体来说,常数 B必须等于0,否则当 r = 0时应力为无穷大,另一

个边界条件,利用旋转FG空心圆柱体外径, 即圆柱体外缘 r = b (或�r = 1 )的径向应力为0,有

  A =
H 2(1) F2(1) - H 1(1) F1(1)

H 1(1)
1 ( 35)

将上述常数代入方程( 27) ,得到

  

R1 =
1

en�r
k H 1(�r )

H 2(1) F2(1) - H 1(1) F1(1)

H 1( 1) + F1(�r ) -
H 2(�r ) F2(�r )

�r
2 ,

R2 =
1

e
n�rk H 1(�r ) (1- nk�rk )

H 2( 1) F 2(1) - H 1(1) F1(1)

H 1(1)
+ F1(�r ) + �r

dF1

d�r
+

  �r
dH 1

d�r
H 2(1) F2(1) - H1(1) F1(1)

H 1(1)
+ F 1(�r ) -

1
�r

dH 2

d�r F2(�r ) + �r
2
+

  
H 2(�r )

�r
2 (1 + nk�r k) F 2(�r ) - �r

dF 2

d�r
,

R3 =
M

en�r
k H 1(�r ) (2- nk�r

k
)
H 2( 1) F 2(1) - H 1(1) F1(1)

H 1(1)
+ F1(�r ) + �r

dF1

d�r +

  �r
dH 1

d�r
H 2(1) F2(1) - H1(1) F1(1)

H 1(1)
+ F 1(�r ) -

1
�r

dH 2

d�r
F2(�r ) + �r

2
+

  
H 2(�r )

�r 2 nk�rkF2(�r ) - �r
dF2

d�r
,

( 36)

对于均匀各向同性实心圆柱体,有

  A =
3- 2M

8(1- M)
1 ( 37)

因此,方程( 30)

  

R1(�r ) =
3 - 2M

8(1- M) (1- �r
2
) ,

R2(�r ) =
3 - 2M

8(1- M)
1-

(1 + 2M)�r 2

3- 2M
,

R3(�r ) =
M(3- 2M)
4(1- M) 1 -

2�r 2

3- 2M 1 

( 38)

在 r = 0时,径向和周向的应力相同,为

  ( R1) max = ( R2) max =
3- 2M

8( 1- M)1 ( 39)

1462 A#M#任库尔    K#A#伊莉莎白    D#S#玛沙特



3  算例及讨论

在大多数关于实心及环形圆盘的文献中,获得的数值结果用图形显示了沿径向的应力和

位移分布,没有任何列表结果, 以便作进一步的比较1 本节将给出旋转 FG实心的和空心的圆

柱体的算例,有些用于进一步的比较,另一些用图形绘出1 作者的研究结果在表 1~ 6中给出,

并以图2~ 7显示1 Poisson比取定值 M= 0. 3,对于空心圆柱体, �a = 0. 21 
表 1 旋转 FG空心圆柱体随参数 n 变化时的无量纲径向应力R1( k = 1. 5)

�r
n

- 2. 0 - 1. 5 - 1. 0 - 0. 5 0. 0 0. 5 1. 0 1. 5 2. 0

0. 2 0. 0 0. 0 0. 0 0. 0 0. 0 0. 0 0. 0 0. 0 0. 0

0. 3 0. 542 952 0. 434 305 0. 345 445 0. 273 786 0. 216 667 0. 171 548 0. 136 134 0. 108 442 0. 086 818

0. 4 0. 744 916 0. 582 598 0. 452 672 0. 350 083 0. 270 000 0. 208 046 0. 160 431 0. 123 988 0. 096 151

0. 5 0. 828 464 0. 631 872 0. 478 381 0. 360 111 0. 270 000 0. 201 966 0. 150 956 0. 112 892 0. 084 570

0. 6 0. 841 991 0. 624 216 0. 459 071 0. 335 403 0. 243 810 0. 176 591 0. 127 618 0. 092 134 0. 066 519

0. 7 0. 790 541 0. 567 519 0. 404 046 0. 285 621 0. 200 729 0. 140 421 0. 097 899 0. 068 093 0. 047 296

0. 8 0. 658 826 0. 456 068 0. 313 159 0. 213 488 0. 144 643 0. 097 495 0. 065 442 0. 043 784 0. 029 222

0. 9 0. 413 827 0. 274 983 0. 181 385 0. 118 846 0. 077 407 0. 050 158 0. 032 360 0. 020 802 0. 013 332

1. 0 0. 0 0. 0 0. 0 0. 0 0. 0 0. 0 0. 0 0. 0 0. 0

  表 2 旋转 FG实心圆柱体随参数 n 变化时的无量纲径向应力R1( k = 1. 5)

�r
n

- 2. 0 - 1. 5 - 1. 0 - 0. 5 0. 0 0. 5 1. 0 1. 5 2. 0

0. 0 1. 078 692 0. 857 255 0. 679 479 0. 538 768 0. 428 571 0. 342 880 0. 276 495 0. 225 104 0. 185 244

0. 1 1. 085 521 0. 859 547 0. 678 640 0. 535 836 0. 424 286 0. 337 754 0. 270 873 0. 219 215 0. 179 233

0. 2 1. 092 243 0. 857 937 0. 671 470 0. 525 116 0. 411 429 0. 323 721 0. 256 303 0. 204 515 0. 164 657

0. 3 1. 093 371 0. 848 614 0. 655 631 0. 505 538 0. 390 000 0. 301 682 0. 234 433 0. 183 284 0. 144 329

0. 4 1. 083 673 0. 827 827 0. 628 788 0. 476 028 0. 360 000 0. 272 516 0. 206 848 0. 157 649 0. 120 777

0. 5 1. 055 886 0. 790 642 0. 588 030 0. 435 319 0. 321 429 0. 237 149 0. 175 106 0. 129 567 0. 096 171

0. 6 0. 999 245 0. 730 268 0. 529 627 0. 381 902 0. 274 286 0. 196 529 0. 140 680 0. 100 726 0. 072 205

0. 7 0. 897 484 0. 637 238 0. 448 776 0. 313 982 0. 218 571 0. 151 602 0. 104 900 0. 072 487 0. 050 065

0. 8 0. 725 806 0. 498 273 0. 339 281 0. 229 436 0. 154 286 0. 103 292 0. 068 918 0. 045 870 0. 030 477

0. 9 0. 446 187 0. 294 673 0. 193 139 0. 125 758 0. 077 407 0. 050 158 0. 032 360 0. 020 802 0. 013 332

1. 0 0. 0 0. 0 0. 0 0. 0 0. 0 00. 0 0. 0 0. 0 0. 0

  旋转 FG空心及实心圆柱体的无量纲径向应力 R1分别在表1、表2中给出, 表3 ~ 6分别给

出了环向应力 R2和轴向应力 R3相似的结果, 这些结果都是在 k = 1. 5,参数 n取不同值时得到

的1 对于 FG空心及实心圆柱体,无论 �r 值如何变化,径向应力 R1 随着 n 的减小而增大, 当然

边界处除外1 对于 FG空心圆柱体的周向应力 R2, 当�r < 0. 7时它随着 n的减小而增大, 当�r >

0. 7时它随着 n的增大而增大, 当�r = 0. 7时, R2不再随 n值单调减小,当 n = 0即匀质实心圆

柱体时,有一个最小值1 对于 FG实心圆柱体的周向应力 R2,当 �r < 0. 6时它随着 n 的减小而

增大,当�r > 0. 8时它随着 n 的增大而增大 1 轴向应力 R3的结果具有与 R2相同的特性1 
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表 3 旋转 FG空心圆柱体随参数 n 变化时的无量纲周向应力R2( k = 1. 5)

�r
n

- 2. 0 - 1. 5 - 1. 0 - 0. 5 0. 0 0. 5 1. 0 1. 5 2. 0

0. 2 1. 926 291 1. 580 636 1. 292 315 1. 055 320 0. 862 857 0. 708 012 0. 584 240 0. 485 681 0. 407 295

0. 3 1. 544 114 1. 225 152 0. 969 695 0. 767 946 0. 610 476 0. 488 711 0. 395 199 0. 323 710 0. 269 186

0. 4 1. 418 312 1. 088 947 0. 837 280 0. 647 841 0. 507 143 0. 403 870 0. 328 840 0. 274 818 0. 236 240

0. 5 1. 305 805 0. 971 057 0. 730 341 0. 560 472 0. 442 857 0. 363 011 0. 309 958 0. 275 583 0. 254 014

0. 6 1. 094 897 0. 791 703 0. 592 986 0. 467 031 0. 390 476 0. 346 570 0. 323 616 0. 313 658 0. 311 420

0. 7 0. 667 186 0. 481 297 0. 386 861 0. 347 900 0. 340 700 0. 350 190 0. 367 194 0. 386 414 0. 405 010

0. 8 - 0. 151 006 - 0. 048 389 0. 071 782 0. 187 818 0. 289 643 0. 373 958 0. 441 100 0. 493 093 0. 532 530

0. 9 - 1. 636 855 - 0. 923 055 - 0. 402 068 - 0. 028 441 0. 235 450 0. 419 415 0. 546 249 0. 632 886 0. 691 611

1. 0 - 4. 242 848 - 2. 327 992 - 1. 100 050 - 0. 317 863 0. 177 143 0. 488 503 0. 683 275 0. 804 525 0. 879 692

  表 4 旋转 FG实心圆柱体随参数 n 变化时的无量纲周向应力R2( k = 1. 5)

�r
n

- 2. 0 - 1. 5 - 1. 0 - 0. 5 0. 0 0. 5 1. 0 1. 5 2. 0

0. 0 1. 078 692 0. 857 255 0. 679 479 0. 538 768 0. 428 571 0. 342 880 0. 276 495 0. 225 104 0. 185 244

0. 1 1. 103 499 0. 870 683 0. 685 103 0. 539 217 0. 425 714 0. 338 008 0. 270 476 0. 218 507 0. 178 432

0. 2 1. 141 637 0. 888 127 0. 689 171 0. 535 151 0. 417 143 0. 327 364 0. 259 338 0. 207 860 0. 168 867

0. 3 1. 173 503 0. 895 553 0. 682 894 0. 522 484 0. 402 857 0. 314 421 0. 249 459 0. 201 953 0. 167 317

0. 4 1. 174 495 0. 875 696 0. 655 770 0. 496 511 0. 382 857 0. 302 822 0. 247 175 0. 208 987 0. 183 166

0. 5 1. 105 681 0. 803 362 0. 593 637 0. 451 375 0. 357 143 0. 296 388 0. 258 513 0. 235 982 0. 223 542

0. 6 0. 903 833 0. 641 164 0. 477 294 0. 379 840 0. 325 714 0. 298 949 0. 288 814 0. 288 297 0. 292 943

0. 7 0. 465 757 0. 333 465 0. 280 738 0. 273 037 0. 288 571 0. 314 215 0. 342 498 0. 369 499 0. 393 421

0. 8 - 0. 377 373 - 0. 202 628 - 0. 031 197 0. 120 158 0. 245 714 0. 345 665 0. 422 959 0. 481 480 0. 525 091

0. 9 - 1. 902 130 - 1. 090 781 - 0. 506 050 - 0. 091 915 0. 197 143 0. 396 470 0. 532 563 0. 624 733 0. 686 749

1. 0 - 4. 562 981 - 2. 515 807 - 1. 208 100 - 0. 379 073 0. 142 857 0. 469 442 0. 672 720 0. 798 688 0. 876 461

  表 5 旋转 FG空心圆柱体随参数 n 变化时的无量纲轴向应力R3( k = 1. 5)

�r
n

- 2. 0 - 1. 5 - 1. 0 - 0. 5 0. 0 0. 5 1. 0 1. 5 2. 0

0. 2 0. 577 887 0. 474 191 0. 387 695 0. 316 596 0. 258 857 0. 212 404 0. 175 272 0. 145 704 0. 122 189

0. 3 0. 626 120 0. 497 837 0. 394 542 0. 312 519 0. 248 143 0. 198 078 0. 159 400 0. 129 645 0. 106 801

0. 4 0. 648 969 0. 501 463 0. 386 986 0. 299 377 0. 233 143 0. 183 575 0. 146 781 0. 119 642 0. 099 717

0. 5 0. 640 281 0. 480 879 0. 362 617 0. 276 175 0. 213 857 0. 169 493 0. 138 274 0. 116 542 0. 101 575

0. 6 0. 581 066 0. 424 776 0. 315 617 0. 240 730 0. 190 286 0. 156 984 0. 135 370 0. 121 738 0. 113 382

0. 7 0. 437 318 0. 314 645 0. 237 272 0. 190 056 0. 162 429 0. 147 183 0. 139 528 0. 136 352 0. 135 692

0. 8 0. 152 346 0. 122 304 0. 115 482 0. 120 392 0. 130 286 0. 141 436 0. 151 963 0. 161 063 0. 168 526

0. 9 - 0. 366 908 - 0. 194 422 - 0. 066 205 0. 027 121 0. 093 857 0. 140 872 0. 173 583 0. 196 106 0. 211 483

1. 0 - 1. 272 854 - 0. 698 398 - 0. 330 015 - 0. 095 359 0. 053 143 0. 146 551 0. 204 982 0. 241 357 0. 263 908
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  表 6 旋转 FG实心圆柱体随参数 n 变化时的无量纲轴向应力R3( k = 1. 5)

�r
n

- 2. 0 - 1. 5 - 1. 0 - 0. 5 0. 0 0. 5 1. 0 1. 5 2. 0

0. 0 0. 647 215 0. 514 353 0. 407 687 0. 323 261 0. 257 143 0. 205 728 0. 165 897 0. 135 062 0. 111 146

0. 1 0. 656 706 0. 519 089 0. 409 123 0. 322 516 0. 255 000 0. 202 728 0. 162 405 0. 131 317 0. 107 300

0. 2 0. 670 164 0. 523 819 0. 408 192 0. 318 080 0. 248 571 0. 195 326 0. 154 692 0. 123 713 0. 100 057

0. 3 0. 680 062 0. 523 250 0. 401 557 0. 308 407 0. 237 857 0. 184 831 0. 145 168 0. 115 571 0. 093 494

0. 4 0. 677 450 0. 511 057 0. 385 367 0. 291 762 0. 222 857 0. 172 602 0. 136 207 0. 109 991 0. 091 183

0. 5 0. 648 470 0. 478 201 0. 354 500 0. 266 008 0. 203 571 0. 160 061 0. 130 086 0. 109 664 0. 095 914

0. 6 0. 570 924 0. 411 430 0. 302 076 0. 228 523 0. 180 000 0. 148 643 0. 128 848 0. 116 707 0. 109 544

0. 7 0. 408 969 0. 291 211 0. 218 854 0. 176 106 0. 152 143 0. 139 745 0. 134 219 0. 132 596 0. 133 046

0. 8 0. 104 530 0. 088 694 0. 092 425 0. 104 878 0. 120 000 0. 134 687 0. 147 563 0. 158 205 0. 166 671

0. 9 - 0. 436 783 - 0. 238 832 - 0. 093 873 0. 010 153 0. 083 571 0. 134 685 0. 169 878 0. 193 891 0. 210 157

1. 0 - 1. 368 894 - 0. 754 742 - 0. 362 430 - 0. 113 722 0. 042 857 0. 140 833 0. 201 816 0. 239 606 0. 262 938

  在图 2~ 7中, 绘出了旋转FG空心及实心圆柱体在 k = 0. 6, 3和 n = - 1, 0, 1时无量纲应

力与 �r 的关系曲线 1 当 n = - 1时,图2、图3显示了 k = 0. 6时的径向应力 R1比 k = 3时的

大;而当 n = 1时, k = 3时的 R1比 k = 0. 6时的大1 对于FG实心圆柱体, R1随着 �r 单调减

小,并在�r = 0时出现最大值; 而当 k = 0. 6, n = - 1时, R1不再随�r 而单调增大,并在�r = 012

时有一个的最大值(见图 3b) 1 

( a) k = 3 ( b) k = 0. 6

图 2 旋转 FG空心圆柱体无量纲径向应力 R1随参数 n 变化时的径向分布情况

如式( 34)、式( 39)所述, 实心的和空心的均匀圆柱体的周向应力 R2的最大值,分别在�r = 0

和�r = 0. 2时出现(见图4、图 5)1 当 n = - 1时, 和 n = 0时一样, R2随着�r 的变化而减小,并

在相同位置出现最大值 1 对于FG实心圆柱体来说有一个例外, 当 k = 0. 6时, R2在�r = 0. 2

处时出现最大值(见图5(b) )1 此外,当 n = 1时, 周向应力 R2不再随�r 单调减小,并有一个最

小值 1 可以发现,最大周向应力 R2出现在 FGM 圆柱体的外表面上1 

最后,由图 6、图 7可见, 旋转 FGM圆柱体的轴向应力有着与周向应力相同的特性,当 k =

0. 6, n = - 1时,轴向应力 R3并不随�r 而单调增大,�r = 0. 3时FG空心圆柱体有一个最大值(见

图 6(b) ) ,�r = 0. 2时 FG实心圆柱体有一个最大值(见图7( b) ) 1 当 k = 3, n = - 1时,正如图

6( a)、图 7( a)所示, R3随�r 变化而减小,�r = 0时FG实心圆柱体有最大值, 对于FG空心圆柱体
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( a) k = 3 ( b) k = 0. 6

图 3 旋转 FG实心圆柱体无量纲径向应力 R1随参数 n 变化时的径向分布情况

( a) k = 3 ( b) k = 0. 6

图 4 旋转 FG空心圆柱体无量纲周向应力 R2随参数 n 变化时的径向分布情况

( a) k = 3 ( b) k = 0. 6

图 5 旋转 FG实心圆柱体无量纲周向应力 R2随参数 n 变化时的径向分布情况

来说, 在内表面处有最大值1 可以发现, 当 n = - 1, k 为任意值时, 最小的周向应力和轴向应

力出现在 FGM圆柱体的外表面1 

4  粘 弹性 解

这里,考虑用粘弹性材料做成圆柱体的第一组分, 用单向弹性纤维作为第二组分( r 方向)

进行增强 1 第一组分担当填充物的角色,具有线性各向同性粘弹性材料的特性, 并以模量 Ev

1466 A#M#任库尔    K#A#伊莉莎白    D#S#玛沙特



( a) k = 3 ( b) k = 0. 6

图 6 旋转 FG空心圆柱体无量纲轴向应力 R3随参数 n 变化时的径向分布情况

( a) k = 3 ( b) k = 0. 6

图 7 旋转 FG实心圆柱体无量纲轴向应力 R3随参数 n 变化时的径向分布情况

和Poisson比 Mv表示 1 另一部分作为增强材料,用弹性模量 E e和Poisson比 Me的弹性材料1 
因此,粘弹性模量给出如下:

  Ev =
9K �X
2 + �X

, ( 40)

其中, K 为体积压缩系数(体积模量) ,假定不产生松弛,即K 为常数; �X为无量纲松弛函数核,

其与相应的Poisson比的关系如下式所示:

  �X =
1- 2Mv

1 + Mv
, ( 41)

运用有效模量方法[ 24] ,该问题变为均匀各向同性材料, 其弹性系数为

  
E0 = JEe + (1+ J) E v = E e J+

9(1 - J) F�X
2 + �X

,

M= JMe + (1 + J)Mv = JMe +
(1 - J) (1- �X)

2+ �X
,

( 42)

其中, F= K / E e为本构参数, J为增强纤维的体积分数, 利用式( 11)、式( 42) ,粘弹性圆柱体的

应力给出如下:

  R*
1 , R*

2 , R*
3 = Rr, RH, Rz = 8 R1(�r , �X) , R2(�r , �X) , R3(�r , �X) 1 ( 43)

在弹性复合材料中, Ri ( i = 1, 2, 3) 是 �X和�r 的函数,而在粘弹性复合材料中,它们是时间 t和

�r 的算子函数1 

根据 Illyushin逼近方法[ 24] , 函数 Ri可以表示为如下形式:
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  Ri (�r , �X) = 6
4

j= 1

A
( i )
j 5j ( �X) ,   i = 1, 2, 3, ( 44)

其中, 5j ( �X) 是一些已知的核,以核 �X为基础构成,可以选择如下形式:

  51 = 1, 52 = �X, 53 = 0 =
1
�X
, 54 = g1/ 2 =

1
1 + �X/ 2

1 ( 45)

系数 A
( i)
j (�r ) 组成代数方程组

  6
4

k= 1

L jk A
( i )
j (�r ) = B

( i )
j (�r ) ,   j = 1, 2, 3, 4, ( 46)

其中

  L jk = Q
1

0
5j 5kd�X, B

( i )
j = Q

1

0
5j Ri (�r , �X)d�X1 ( 47)

现在可以得到作为坐标�r 和时间 t 的函数的粘弹性解R*
i , 则

  R*
i (�r , t ) = A

( i)
1 8( t ) + A

( i )
2 Q

t

0
�X( t - S)d 8( S) +

    A
( i)
3 Q

t

0
0( t - S) d 8 ( S) + A

( i )
4 Q

t

0
g1/ 2( t - S)d 8( S)1 ( 48)

令, 8 ( t ) = 8 0H ( t ) ,其中 80 是常数, H( t ) 是Heaviside单位阶跃函数,

  H( t ) =
1,   t \ 0,

0,   t < 01 
( 49)

那么,方程( 48)变为

  R*
i (�r , t ) = 80 A

( i )
1 H( t ) + A

( i )
2 �X( t ) + A

( i )
3 0 ( t ) + A

( i )
4 g1/ 2( t ) 1 ( 50)

假定一个指数松弛函数为

  �X*
( t ) = c1+ c2e

- t / t
s , ( 51)

其中, c1、c2 为待定常数, t s 是松弛时间, 可以用 Laplace- Carson 变换来确定函数 0( t ) 和

g1/ 2( t )1 因为, �X( t ) 的变换为

  �X( s ) = c1+ c2
s

s + 1/ t s
, ( 52)

那么,可以得到(详见文献[ 25] )

  
0( t ) =

1
c1

1-
c2

c1+ c2
e- c

1
S/ ( c

1
+ c

2
)
,   S =

t
t s
,

g1/ 2( t ) =
2

2+ c1
1-

c2

2+ c1+ c2
e- (( 2+ c

1
)S) / (2+ c

1
+ c

2
) 1 

( 53)

现在列举几个当几何参数 n = - 1, k = 2时,旋转增强纤维粘弹性空心和实心圆柱体的例子 1 

数值应用中应力带无量纲量 Ri = R*
i / 8 0, 计算在下列参数值: c1 = 0. 1, c2 = 0. 9, Me = 0. 3, F

= 0. 1和 J= 0. 2下进行,松弛时间 t s 尚未知道,并以时间参数 S( S t / t s) 给出1 

在不同的�r 值下,时间参数对径向应力的影响如图 8所示 1 周向应力图和轴向应力图相

似,如图 9、图 10所示 1 对于空心圆柱体来说, 径向应力快速增大, 并在 S \ 7时达到最大值

(见图 8( a) ) 1 但是,对于实心圆柱体来说,径向应力随 S减小,并在 S= 0时有最大值(见图 8

( b) ) , 当 S \ 8时, R1达到最小值1 还需要说明的是,空心的和实心的圆柱体的周向应力和轴

向应力,都随着时间参数的增大而增大,并取得它们的最大值(见图 9和图 10) 1 
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( a) 空心 ( b) 实心

图 8  旋转 FG圆柱体无量纲径向应力 R1随时间参量 S的变化情况

( a) 空心 ( b) 实心

图 9  旋转 FG圆柱体无量纲周向应力 R2随时间参量 S的变化情况

( a) 空心 ( b) 实心

图 10 旋转 FG圆柱体无量纲轴向应力 R3随时间参量 S的变化情况

5  结   论

本文详细地研究了旋转的 FG空心及实心圆柱体问题1 在分析过程中, 首先从旋转的 FG

圆柱体的平衡方程、相容方程和应力应变关系推导出其控制方程,接着,应用超几何函数,准确

地求解了该二阶微分控制方程1 然后, 利用所求出的解来表示其径向、周向和轴向应力1 同
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时,应用圆柱体边缘的边界条件,可以完全确定旋转的 FG空心及实心圆柱体的上述应力1 分
析研究了 FG圆柱体应力的数值结果,并和匀质圆柱体作了某些比较1 为了将来进一步的对

比分析,还列表给出了不同参数下的结果1 最后,介绍了旋转粘弹性 FG空心及实心圆柱体的

粘弹性解,研究了时间参数对应力的影响1 
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Abstract: Analytical solutions for rotating functionally graded hollow and solid long cylinders are developed.

Young. s modulus and material density of the cylinder are assumed to vary exponentially through the radial direc-

tion and Poisson. s ratio was assumed to be constant. A unified governing equation was derived from the equilib-

rium equations, compatibility equation, deformation theory of elasticity and the stress- strain relationships. The

governing second- order differential equation was solved in terms of a hypergeometric function for the elastic de-

formation of rotating functionally graded cylinders. Dependence of stresses in the cylinder on the inhomogeneous

parameters, geometry and boundary conditions was examined and discussed. Proposed solution was validated by

comparing the results for rotating functionally graded hollow and solid cylinders to the results for rotating homo-

geneous isotropic cylinders. In addition, a viscoelastic solution for the rotating viscoelastic cylinder was present-

ed. Moreover, the dependence of stresses in hollow and solid cylinders on the time parameter was examined.

Key words: rotating ; hollow cylinder; solid shaft; functionally graded materials
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