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摘要:  提出了一种计算可压缩边界层转捩及湍流的新方法,它尤其适用于从小扰动开始的转捩

及湍流计算1 在层流阶段,直至转捩中的 breakdown 开始前, 用抛物化稳定性方程 ( PSE)计算1 然

后用直接数值模拟( DNS)计算转捩过程和湍流, 其入口条件是用 PSE 方法在该处得到的扰动1 在

两个测试算例中,包括亚音速和超音速边界层, 此法得到的转捩位置和湍流都与只用 DNS 计算整

个过程所得的一致1 使用该方法的优点在于计算量比只用 DNS 方法小得多1 
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引   言

可压缩边界层的转捩预测及湍流计算,对很多工程和技术问题,特别是飞行器设计, 是非

常重要的1 超音速边界层的转捩及湍流的实验很难做而且费用高, 且无法得到比较详尽的数

据1 因此,用 DNS提供的数据作为检验理论研究和工程计算方法的参考,是目前唯一可行的

方法1 
但对于某些问题 DNS花费也很高,例如从小扰动开始的转捩, 因为这时需要一个在流向

很长的计算域1 对于这样的问题, 寻找一个能大大减少计算量的方法就很有必要1 
自然转捩可分为下面 4个阶段1 ( � )外界的扰动,在感受性( recept ivity)机理的作用下,会

在边界层中引发相应的扰动波1 对在高空飞行的飞行器来说,这种外界扰动的幅值一般很小,

产生的边界层内扰动的初始幅值也就很小,也就在 0. 01%量级1 此时扰动的演化遵循线性稳
定性理论1 ( � )如果小扰动逐渐放大, 非线性作用将逐渐起到越来越重要的作用,越来越多的
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谐波将产生,平均流剖面逐渐变化1 不过在这个阶段剖面的变化非常缓慢1 ( � )当平均流剖

面的变化导致其线性稳定性特征发生显著变化时,从层流到湍流的转捩过程开始1 ( � )转捩

完成后,流动变为湍流1 图 1是从层流到湍流转捩的示意图, 图中( � ) ~ ( � )分别对应上文自

然转捩过程中的 4个阶段, A 点与B 点分别为转捩阶段的起止点1 

图 1 边界层问题示意图

用 DNS方法计算上述过程,要在计算域入口处引入小扰动1 原则上整个转捩过程都可以

模拟1 但是,如果扰动的初始幅值很小,流向计算域就要很长,这就需要用功能很强的计算机,

甚至这么大的计算量是承受不了的1 

张永明和周恒曾用 PSE方法对可压缩边界层中的扰动演化做了计算, 其结果与 DNS 所得

一致,证实了PSE方法的结果是可靠的[ 1- 2] 1 他们还用 PSE方法的结果进行了转捩预测,结果

同样和用 DNS所得结果吻合得很好
[ 3] 1 这启发我们也许可以用下述方法计算整个转捩过程,

先用 PSE计算转捩中 breakdown过程开始前的整个层流阶段,然后将该处的扰动作为空间模式

DNS的入口条件, 指望这样可直接进入 breakdown阶段, 且整个层流到湍流的转捩过程及此后

的湍流与只用 DNS方法所得的吻合1 
在PSE 末端的扰动包含很多不同频率及波数的波, 但它们都是已知的, 所以将它们用作

DNS的入口条件是很容易的1 

后面将研究两个测试算例1 

1  数 值方 法

在图 1中 A 点之前,流动都是层流,用 PSE 方法计算1 事实上, A 点的位置是在计算过程

中得到的,而不是事先给出的 1 然后将 A 点处的扰动作为第二段,即空间模式 DNS的入口条

件,并继续计算至湍流阶段1 
1. 1  PSE方法

在PSE方法中,扰动矢量 Uc表示为

  Uc( x , y , z , t ) = 6
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为形状函数矢量, x、y 和z 分别为流向、法向和展向坐标, t 为时

间, A为复数,它的实部 Ar表示流向波数, 虚部的相反数- Ai表示流向的增长率, B为展向波

数, X为频率, m 和n 为模数1 
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控制方程和数值方法可见其它文章,例如文献[ 1] 1 最后的非线性抛物化稳定性方程形式

如
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是系数矩阵, F

^
是非线性项矢量1 

1. 2  DNS方法

控制方程为守恒型的三维可压缩方程组:

  5 U
5 t +

5Ej

5xj =
5Ev j

5xj , ( 3)

其中, xj 为坐标,且 j = 1、2、3分别表示 3个方向; U= ( Q, Qu , Qv, Qw , Qe s)
T
, u、v、w 为3个方

向的速度, Q是密度, e s = ( u
2
+ v

2
+ w

2
) / 2+ p / Q/ ( C- 1) , p 为压力, C为比热比; Ej 与E vj 分

别为对流项与粘性项1 计算中,对流项采用五阶迎风差分格式, 粘性项采用六阶中心型差分格

式,时间推进采用二阶Runge- Kutta法1 详见文献[ 4] 1 

通常,DNS在展向使用周期性边界条件1 为了符合这一条件, 在PSE计算中扰动也应满足

同样的周期性1 PSE中的初始扰动的展向波数的公倍数不要比初始扰动的波数中最大的大太

多,否则计算量将大很多1 

2  算 例对 比

研究的两个测试算例分别是超音速和亚音速平板边界层的转捩1 将结果与只用 DNS方

法所得的结果做对比1 
2. 1  超音速平板湍流边界层的转捩

来流Mach数为 4. 5, 以来流速度、密度和粘性系数,以及计算域入口处边界层排移厚度定

义的 Reynolds数为 17 000,壁面为绝热条件1 遗憾的是,由于计算量太大,目前没有从小扰动

开始的转捩的空间模式 DNS的结果,所以只好取黄章峰的时间模式 DNS的结果[ 5]作为对比的

标准1 为了将时间模式 DNS的结果与空间模式 DNS的比较,需要做一个时空变换1 张永明和

周恒发现,如果用形如 x = 0. 92 t的变换,用PSE方法预测的转捩位置将与黄章峰的结果吻合

得很好[ 3] ,其中 0. 92为初始扰动的平均相速度, x 是到 PSE 计算域入口的距离, t 是从时间模

式DNS开始所流逝的时间1 黄章峰[ 5]的计算域为 Lx @ Ly @ L z = 31. 4 @ 40 @ 20. 1,计算网格

点数为 Nx @ N y @ Nz = 128 @ 256 @ 128,流向与展向均为均匀网格, 法向为变间距网格, $y
+
w =

0. 381 这里, Lx、Ly、L z是以初始时刻的层流边界层排移厚度为特征量的无量纲长度, $y+w 为以

壁面单位为特征量的壁面处法向无量纲网格宽度1 
表 1 算例 1的初始扰动参数

扰动情况 幅值 流向波数 Ar 流向增长率 - Ai 展向波数 Br 频率 X

扰动Ñ 0. 005 0. 599 0. 001 62 0. 0 0. 5

扰动Ò 0. 005 0. 604 0. 003 36 0. 3 0. 5

扰动Ó 0. 005 0. 385 0. 011 6 0. 6 0. 3

  PSE 的基本流是来流Mach数 4. 5、采用绝热壁面条件的相似性解, 在PSE计算的开始处边

1389计算可压缩边界层转捩及湍流的一种新方法 ) ) ) PSE+ DNS



界层的Reynolds数与黄章峰[ 5]的相同, 即 17 0001 初始扰动与文献 [ 5]中 PSE计算所用的相

同,即 3个小幅值的T- S,其参数见表 11 作为入口条件,它们都只是 y、z、t的函数,流向波数

实际并不显式出现 1 法向网格点数N y = 301,流向步长 $x = 11 模数 m的值从- 15到 15,

n 的值从- 7到7,这样就把基本波的三次谐波都包含在内了1 
在层流阶段,摩擦因数 C f缓慢下降,直至 x = 228处计算发散1 PSE计算发散表示层流到

湍流的转捩中的breakdown开始了1 这一段如果用DNS计算, 所需计算时间要多将近200倍1 

在 x > 228处, PSE方法失效,所以改用 DNS方法1 我们选取 x = 227处为空间模式 DNS计算

域的入口1 

图 2  PSE得到所有波的幅值

对应于 m(从- 15到 15) 和 n (从- 7到7)

的范围, PSE 中共有 465个波,所以在空间模式

DNS的入口处也有相同数目的波1 图 2给出了

在 x = 227处各个波的幅值在模数空间( m, n)

中的分布1 可以看出,有些波幅值很小1 因而,

也许我们可以在 DNS计算的入口条件中略去

一些波1 但这样做并没有带来太多好处, 因为

靠减少入口处波的数量而减少的计算量是小

到可以忽略不计的,除非我们能够在一开始就

减小 m 和 n的取值范围, 且确有把握不影响最

后的结果,从而在PSE计算中减少一些计算量1 但目前我们无法给出如何这样做的具体方法1 

( a) ( 0, 0)波的模值 ( b) ( 3, 2)与( 3, - 2)波的模值

图 3  在 x = 227处 PSE的计算结果

图2中的波中,幅值最大的为( 0, 0)、( 3, 2)与( - 3, - 2)模的波1 其中, ( 0, 0)模的波为基

本流修正,它的模值的法向分布如图3( a)所示1 ( 3, 2)与( - 3, - 2)波为一对共轭波,它们的模

值的分布相同, 如图 3( b)所示1 

从 x = 227处开始使用空间模式的 DNS1 
入口条件为层流基本流叠加上 PSE方法得到的在 x = 227处的全部扰动波,壁面处使用

无滑移和绝热条件, 上边界条件就是自由来流,展向用周期边界条件1 计算域出口处加一个嵌

边区以保证波不会反射进计算域1 计算域大小为 Lx @ Ly @ L z = 315 @ 40 @ 20. 1,网格点数为

N x @ N y @ N z = 1 261 @ 56 @ 128,流向与展向均为均匀网格, 法向为变间距网格, $y+w 为0. 361 

  将 C f曲线与黄章峰
[ 5]所得的对比, 如图 4所示1 正如我们所希望的那样,计算域入口下
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游很快进入breakdown阶段,两段组合的 C f曲线与用 DNS计算整个问题所得的吻合得很好1 

图5与图 6分别给出边界层排移厚度与形状因子1 可以看出, 吻合的情况也是令人满意的1 

图 4  C f曲线的分布 图 5 排移厚度的分布

图 6  形状因子的分布 图 7( a)  亏损速度

图 7( b) 温度 图 7( c) 密度

图 7 湍流区剖面的法向分布

在湍流区 x = 530处,此法算出的亏损速度、温度和密度分布与只用 DNS方法得到的吻合

得很好,如图 7所示1 

不同流向位置的流向平均速度在 Van Driest 变换以后几乎重合,且均满足不可压缩壁面

律,如图 8所示1 
2. 2  亚音速平板边界层的转捩

对于不可压缩平板边界层直至湍流的转捩问题, 李宁[ 6]做过空间模式的 DNS, 可以此为

参照来检验我们的方法1 为了与他的结果相匹配, 我们的可压缩流的程序中的 Mach 数取为

0. 21 

以来流参数与计算域入口处边界层排移厚度定义的 Reynolds数为 7321 李宁[ 6]的计算域
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的尺度为 Lx @ Ly @ L z = 640 @ 40 @ 26. 0,这些长度已以入口处层流边界层的排移厚度无量纲

化,计算网格点数为 N x @ N y @ N z = 561 @ 151 @ 1281 流向与展向均为均匀网格,法向为变间

距网格,即用壁面单元为特征尺度的壁面处法向网格宽度, $yw = 0. 031 91 
与第一个测试算例相同, 用PSE方法计算边界层的层流阶段1 法向网格点数N y = 301,流

向步长 $x = 21 入口引入与文献[ 6]相同的T- S波, 其参数如表 2所示1 方程( 1)中 m 和 n

的范围为- 7到 7和- 3到 3, 这保证了能包含了所有的基本波的三次谐波1 
表 2 算例 2的初始扰动参数

扰动情况 幅值 流向波数 Ar 流向增长率 - Ai 展向波数 B 频率 X

扰动Ñ 0. 01 0. 249 0. 003 50 0. 0 0. 090 90

扰动Ò 0. 000 1 0. 110 - 0. 006 51 0. 241 8 0. 045 45

扰动Ó 0. 000 1 0. 110 - 0. 006 51 - 0. 241 8 0. 045 45

图 8  流向平均速度壁面律 图 9 PSE得到所有波的幅值

图 10 C f 曲线的分布 图 11 形状因子的分布

  用PSE方法计算到 x = 306处, C f曲线开始快速上升,该处即被认为是 breakdown过程的

起始位置1 层流阶段 PSE的计算量又比李宁[ 6]用 DNS时的小两个数量级1 PSE方法中共包含

了105个波1 它们在 x = 306处的幅值如图 9所示1 
从 x = 306处开始,用空间模式的DNS继续计算1 边界条件同 2. 1节,计算域为Lx @ Ly @

Lz = 334 @ 40 @ 26. 0,计算网格点数为 N x @ N y @ N z = 669 @ 56 @ 1281 $yw 为 0. 003 171 

图10给出了本文计算出的 C f曲线与李宁
[ 6]的对比1 又如所希望的那样,在 x = 306处下

游,很快就进入 breakdown过程,且得到的 C f曲线与李宁
[ 6]完全用DNS得到的吻合得很好1 图

11给出边界层的形状因子,也是吻合得很好1 
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图12给出 x = 560处流向平均速度剖面1 可以看出我们的结果与李宁[ 6]的结果吻合得

很好1 图 13给出该处壁面率的分布,这反映出了典型的湍流统计特性1 

图 12 流向平均速度的对比 图 13 壁面率

3  结   论

1) 本文提出了一种新的计算可压缩边界层转捩和湍流的方法,即 PSE+ DNS1 它尤其适
用于从小扰动开始的计算1 

2) 此方法得到的转捩位置、转捩过程及湍流流场都与完全用 DNS所得的一致1 

3) 对于从小扰动开始的转捩,用 PSE方法在层流阶段的计算量比用 DNS方法的小两个数

量级1 对于湍流阶段,由于完全用 DNS方法必须将层流区包含在内, 而新方法则不用, 所以我

们的方法的计算量明显比完全用 DNS 方法的小得多1 

注  本文的思想是在与周恒教授讨论中形成的, 文中的 PSE 计算由第二作者完成, DNS 计算由第一作者

完成1 
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Abstract : A new method for computing the laminar- turbulent transition and turbulence in compressible bound-

ary layers was proposed. It is especially useful for the computation of laminar- turbulent transition and turbu-

lence starting from small- amplitude disturbances. The laminar stage, up to the beginning of the breakdown in

laminar- turbulent transition, was computed by parabolized stability equations ( PSE) . Then the direct numer-i

cal simulations ( DNS) method was employed to compute the transition process and turbulent flow, for which the

inflow condition was provided by using the disturbances obtained by PSE method up to that stage. In the two test

cases, including a subsonic and a supersonic boundary layer, the transition locations and the turbulent flow ob-

tained by this method agree well with those obtained by using only DNS method for the whole process. The merit

of using our method is that the computational cost is much smaller than that using only DNS method.

Key words: transition; turbulence; parabolized stability equations; direct numerical simulations
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