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电磁力控制下圆柱绕流的涡度拟能
X
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(南京理工大学 瞬态物理实验室, 南京 210094)
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摘要 :  Okubo-Weiss函数与流元的容变、畸变以及涡量相关, 可以用来评估流场的涡结构1 经该文

数学证明,对于边界无滑移的, 低 Reynolds 数的二维不可压缩流动, Okubo-Weiss 函数的全流场积分

为01 还以电磁控制的圆柱绕流为例, 通过数值计算, 对该结论进行了验证1 根据计算结果,依据

Okubo- Weiss 函数值,对流场进行了划分, 讨论了总涡度拟能、总变形率和 Okubo-Weiss 函数在流场

中的分布规律,以及电磁力对分布的影响1 
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引   言

表征流体元旋转角速度的物理量称为涡量, 涡量高度集聚的流体区域就是涡, 涡是流体运

动特有的存在形式1 一个流体元与周围流体或固体的相互作用总可以分解为两种基本过程1 一
种是沿流体元表面法向的胀压过程,它的结果是引起流体元的压缩和膨胀;另一种是沿流体元

表面切向的剪切过程,它的结果是流体元的旋转, 即通过粘性搓出涡量1 这两种过程总是共存
于流体运动之中,而且相互耦合1 

湍流中存在的旋涡串级是指大涡因拉伸破碎为小涡, 能量也因此在旋涡中传递的现象1 

对于钝体绕流, 二维层流的情况下,源自钝体表面的小涡脱体后,逐渐发展为大涡,并形成由大

涡组成的尾流涡街[ 1] 1 因此, 上述两种流动, 流场中的涡具有相反的变化过程[ 2] 1 

旋涡的周围,一般存在大的剪切变形,而大的变形区周围,又常存在小尺度的旋涡
[ 3] 1 为

了描述流场的涡结构,引进涡度拟能和变形率两个物理量,前者描述流体的旋转,后者描述流

体的变形1 可以利用涡的结构对流场的区域进行划分, Okubo[ 4]和Weiss [ 5]引进 Okubo-Weiss函

数 q ,用以判断流场中涡的结构特征, 它是平方变形率与涡度拟能的差 1 从而为划分流场的

区域提供一个简便方法 1 该函数 q定义为平方变形率与涡度拟能的差,当 q < 0时,流场以旋

转为主; 当 q > 0时,流场以变形为主1 显然,在涡核附近, q 值为负,涡的边缘, q 值为正[ 6-7] 1 

Jeong 和Hussain[ 8]利用 Okubo-Weiss 函数来划分流场的特征区域, 并鉴别流场中的涡结构1 
Zavala Sans�n证明了在直角坐标中, 边界无滑移的条件下, 涡度拟能和变形率的守恒关系;滑
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移边界条件下, 全流场的总涡度拟能大于总平方变形率[ 9] 1 
本文从数学上证明了, 对于低 Reynolds 数的二维不可压缩流动, 无论固体边界的形状如

何,流场中是否存在控制流动的体积力, 只要边界上无滑移, Okubo-Weiss函数在全流场的积分

值就恒为 0,即总涡度拟能和总变形率的值始终相等1 此外本文还以圆柱绕流及其电磁控制
为例,验证了上述结论1 

通过电磁力来控制钝体绕流, 具有抑制流体分离, 消涡、减阻、抑制振荡和降噪的功能,具

有实际应用价值,已经引起广泛关注1 早在 20世纪中叶, Gailitis等[ 10]设计了一种由条状电极

和磁极交错布置的电磁场激活板,利用其在弱电解质溶液中产生的 Lorentz力来改变流体边界

层的结构1 Weier等
[ 11]
对包覆此类激活板的圆柱绕流进行了实验和数值模拟1 Kim等

[ 12]
讨论

和分析了电磁场激活板包覆范围对减阻的影响1 Posdziech等[ 13] 讨论了不同 Reynolds 数下,电

磁场激活板包覆范围对圆柱绕流减阻效果的影响1 作者[ 14-17] 也对不同电磁力分布情况下的

圆柱尾流问题进行了实验和计算方面的研究,结果与上述文献一致1 本文对圆柱绕流的电磁
控制现象进行了数值计算1 计算结果验证了以上关于 Okubo-Weiss 函数在全流场的积分值就

恒为 0,而与流场中的体积力(电磁力)无关1 另外, 本文还讨论了流场中涡量 8 和 Okubo-

Weiss函数 q 的分布变化规律, 以及电磁力对流场涡结构的影响1 

1  Okubo-Weiss函数及守恒律

记二维散度 #̈= ( 1̈  2̈)
T
, 速度 u 的梯度写成

  ¨u =
1̈u1 2̈u1

1̈u2 2̈u2

, ( 1)

于是

  ¨u# u =
u1( 1̈u1) u2( 2̈u1)

u1( 1̈u2) u2( 2̈u2)
1 ( 2)

对于不可压缩流动 #̈u = 1̈u1+ 2̈u2 = 0, 故由( 2)式

  #̈( ( ¨u)#u) = - 2det ( ¨u) = q/ 2, ( 3)

图 1 流体微团的变形与旋转  

其中, q = S
2
1+ S

2
2- 82称为Okubo-Weiss函数[ 5] ,

S 1 = 1̈u1- 2̈u2是与容变相关的速度变形量,

S 2 = 2̈u1+ 1̈u2是与畸变相关的速度变形量,

8 = 1̈u2- 2̈u1为涡量, 8 2为涡度拟能1 
为了进一步说明 S 1、S2 和 8 的物理意义,参

见图 11 一个流体元与周围流体或固体的相互作
用总可以分解为两种基本过程1 一种是变形, 包

括线度变化和畸变, 另一种是旋转1 沿流体元表
面法向的胀压过程,即容变, 其结果是引起流体元

的压缩和膨胀, 有 1̈u1 + 2̈u2, 对于不可压缩

流, 由于流体微团的体积不变,所以 1̈u1+ 2̈u2

S 0, 因此, 为了表示不可压缩流体微团的线度变

化,令 S1 = 1̈u1- 2̈u2,如图 1所示;另一种沿流体元表面切向的剪切过程, 即畸变,可以通

过角变形来体现, 令S2 = 2̈u1+ 1̈u21 S 1和S2这两种过程常常共存于流体运动之中,相互耦
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合 1 流体微团的旋转用涡量 8 表示, 8 = 1̈u2- 2̈u1, 它是流体微团转动角速度的 2倍1 

因此Okubo-Weiss函数可以用来鉴别涡的结构,从而为划分流场的区域提供一个简便方法1 
Okubo-Weiss函数 q > 0,流场以变形为主; q < 0, 流场以旋转为主1 

对于粘性流体, 边界 C 上u = 0, 故由( 3)式

  QQS
#̈( ( ü )#u )dA = RC

( ¨u)#u#ndl = 0,

其中, n 为边界的单位法矢量1 于是

  QQS
qdA = Q = 0, ( 4)

或

  QQS
82dA = QQS

( S
2
1+ S

2
2)dA , ( 5)

该式说明, 对于二维不可压缩的粘性绕流, Okubo-Weiss函数在全流场的积分为 0,或涡度拟能

8
2
在全流场的积分等于变形量 S

2
1+ S

2
2 在全流场的积分1 根据上述推导, 此守恒关系式与边

界的形状无关, 与流场中是否存在力场或是否存在化学反应等也无关1 

2  圆柱绕流流场及 Okubo-Weiss函数

为了验证上述守恒关系,本文以低 Reynolds数情形下,圆柱绕流及其电磁控制为例, 通过

数值计算, 讨论圆柱绕流及电磁控制后的流场的 Okubo-Weiss函数的分布, 并据此对流场进行

划分和讨论1 

在指数极坐标 ( N, G) 中,电磁力作用下,无量纲形式的二维圆柱绕流的守恒方程为
[ 14]

  H
5 8
5 t +

5( Ur 8)
5N +

5( UH 8)
5G =

    2
Re

52 8
5N2 +

52 8
5 G2 + NH

1/ 2 5FH
5N + 2PFH-

5Fr

5G
, ( 6)

  52 W
5N2 +

52 W
5G2 = - H 8, ( 7)

其中, r = e2PN和H= 2PG, ( r, H) 为极坐标1 

流函数 W定义为

  5W
5G = Ur = H

1/ 2
ur, -

5 W
5N= UH = H

1/ 2
uH1 

涡量为

  8 =
1
r

5
5r ( ruH) -

1
r

5 ur
5H =

1
H

5 UH

5N -
5Ur

5 G
,

其中, u r 和uH为速度 u在r , H方向的分量, H = 4P2e4PN1 Re = 2u ] a/ M, u ] 为来流速度, M为

流体动力学粘性系数, a 为圆柱半径; N = j 0B 0a/ ( Qu
2
] ) ,称为作用参数, j 0 = RE0, R为电介质

的导电率, E 0为电场强度, B0 为磁场强度; F为无量纲 Lorentz力1 包覆范围内的 Lorentz力随

法向距离 r 呈指数衰减
[ 14]

,满足

  | FH | = e
- A( r- 1)

, Fr = 0, ( 8)

其中, A为常数,表示电磁场在流体中渗透强度1 

考虑到粘性流体在圆柱壁面的无滑移条件,设圆柱外, 初始流场无旋, 于是
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t = 0时

  N= 0处, W= 0, 8 = -
1
H

52 W
5N2 ;

  N> 0处, W= - 2sh( 2PN) sin(2PG) , 8 = 01 
边界条件为

  N= 0处, W= 0, 8 = -
1
H

52 W
5N2 ;

  N= N] 处, W= - 2sh(2PN) sin(2PG) , 8 = 01 
此时方程( 4)仍成立

  QQS
qdA = 0, ( 4)c

其中

  q = S
2
1+ S

2
2- 82

, 8 =
1
H

5UH
5N -

5Ur

5G
,

  S1 =
1
H

5Ur

5N -
5UH
5G

, S 2 =
1
H

5Ur

5G +
5UH
5N

1 

数值计算时,取 Re = 150, Navier-Stoks 方程( 6)采用 ADI 格式( Alternative-Direction Implic-

it ) ,方程( 7)为Poisson方程, 采用 FFT 格式( Fast Fourier Transforms) , 上述格式具有时间一阶精

度和空间二阶精度[ 14] 1 计算步长分别为 $N= 0. 004, $N= 0. 002, $t = 0. 0051 

3  结果与讨论

3. 1  计算结果的验证

( a1) 实验(圆柱绕流) ( a2) 计算(圆柱绕流)

( b1) 实验(电磁力作用后) ( b2) 计算(电磁力作用后)

图 2 电磁力控制前后的流场变化

为了验证计算结果, 将包覆了电磁激活板的圆柱, 插入流动的电解质溶液中1 激活板未被
激活时,由于逆压梯度的作用,流体在圆柱表面脱体,脱体旋涡以周期交替方式离开圆柱,在尾

部形成结构有序的Van-Karman涡街,如图2( a) 1 电磁激活板被激活后,在Lorentz力的作用下,
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圆柱表面附近流场的动量增加,脱体涡和涡街得到抑制,如图 2( b) 1 由上述计算方法得到的
流场计算结果与实验一致1 

图 3 总阻力系数 Cd 、压阻系数 Cp d 和摩阻

系数 C f d 随作用参数的变化

圆柱表面的阻力包括摩阻和压阻, 分别用 C f d

和 Cp d来表示,图 3为各类阻力随N 变化的计算曲

线1 激活板激活前,流场中不存在电磁力, 即N =

0, 此时,总阻力系数 C d、压阻系数 Cp d 和摩阻系数

C f d皆大于 01 激活板激活后, 在Lorentz力作用下,

柱面附近的流体加速, 这导致压力的下降,故压阻

系数随Lorentz力增加而减小1 N 足够大时,压阻

系数为负值,说明圆柱受到推力的作用1 流体的加
速还导致柱面法向的切向速度梯度的增加,从而导

致摩阻的增加1 压阻和摩阻随 N 的变化趋势是相

反的1 由于 C pd的下降速度大于 C fd 上升速度,故

总阻力系数是 Cd减小的1 由上述计算方法得到的

圆柱受力结果与Weier等[ 11]的实验结果一致1 
3. 2  圆柱绕流的涡结构

图4为涡量 8 和 Okubo-Weiss 函数 q 在圆柱

绕流流场中的分布图1 其中, 灰色表示正值,黑色

表示负值, 由图可见, 绕流流场是周期性变化的1 
流体流过圆柱时,由于粘性的作用, 在圆柱表面附近形成剪切边界层1 当 Reynolds数超过一定

值以后,由于逆压梯度的作用,流体将以涡的方式周期性脱体, 从而在下游形成涡街, 如图 4

( a)所示1 剪切边界层和涡街都将导致流场中的局部区域的涡度拟能 82 与变形率 S
2
1+ S

2
2的

变化, 从而影响 Okubo-Weiss函数 q 的分布,如图 4( b)所示1 在圆柱的上游, 由于圆柱迎风表

面的滞止作用, 圆柱前驻点附近的流场,线变形 S 1较大,由于剪切作用较小, 角变形率和旋转

都比较小,故相应区域的变形率大于涡度拟能,有 Okubo-Weiss函数 q > 0 , 如图 4中圆柱上游

灰色区域所示1 在圆柱下游,流体将以涡的方式周期性脱体, 形成涡街1 在涡核的中心处,流

体微团的旋转剧烈,线变形和角变形都相对较小, 故涡核附近, Okubo-Weiss函数 q < 0 , 如图

4( b)中黑色区域1 而在涡的边缘附近,由于粘性作用, 在旋涡的带动下,周围流体剪切作用较

强,此时线变形和涡度拟能都相对较小,所以 q > 0 ,如图 4( b)中灰色区域1 脱落的涡向下游
移动后,由于涡度拟能的耗散,涡核的旋转及其周围的剪切作用大大减弱,在图 4( b)中,下游

的灰色和黑色区域逐渐变得不明显1 
将涡度拟能和变形率在全流场的积分分别称为总涡度拟能或总变形率1 其值随着绕流的

周期变化而周期变化的,它们同时增大, 同时减小, 如图 5所示, 为比较方便, 图中涡度拟能取

负值,即用- 82 作图1 由图可见, 在周期性变化过程中,总涡度拟能和总变形率的值始终相

等,从而保持 q 为 0,即满足方程( 4) 1 计算结果与理论预测一致1 
由于圆柱绕流的周期变化,涡度拟能和速度变形率的分布也存在周期变化, 计算表明,这

些量在流场中的区域权重分布变化不大,故以 t = 477时刻的分布为例,如图 6所示1 如果图

6中的横坐标记作 x , 对任一 x 0,流场中出现 x = x0的事件的区域面积占全流场面积的百分比

称为权重1 将具有涡能或者平方变形率的某个确定值的网格的面积加在一起, 除以计算域的
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( a) 8 ( b) q

图 4  圆柱绕流中,涡量和 Okubo-Weiss函数的分布

图 5 流场总涡度拟能和总速度 图 6 涡度拟能和速度变形率在圆柱

变形率的周期性变化 绕流流场中的权重分布

总面积便可得到该值1 根据此图中的交点,结合图 4, 可将流场分为 4个区域1 1区为高涡度

拟能高变形率区域, 涡度拟能与变形率基本相等, 该区域集中在圆柱表面附近; 2区的涡度拟
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能和变形率皆小于 1区,涡度拟能大于变形率,此为脱体涡涡核附近区域1 3区为尾涡边缘以

及涡与涡之间的连接区域,该区域变形较大, 旋转较小,变形率大于涡度拟能,但涡度拟能和速

度变形率皆小于 2区; 4区的涡度拟能和速度变形率都小于其他区域1 从 1区到 4区, 涡度拟

能和速度变形率的大小递减1 但就所占流场面积而言, 从 1区到 4区递增1 虽然, 不同情况

下,涡度拟能和速度变形率的流场分布不同, 但两者在全流场的积分值是相等的,即图 6中,实

线和虚线所包围的面积相等, 从而有Okubo-Weiss函数 q 在全流场的积分值为 01 
3. 3  电磁力作用下,圆柱绕流的涡结构

( a) 8 ( b) q

图 7  加电磁力时,涡量和 Okubo-Weiss函数的变化

在 t = 500时刻,启动作用参数N = 3的电磁场,在电磁力作用下,圆柱绕流的变化过程如

图7所示1 其中图7( a)、图 7( b)分别为不同时刻,涡量 8 和Okubo-Weiss函数 q 在流场中的分

布图1 由图7( a)可见, 电磁力作用下,流体的动量增加,分离点后移,卡门涡街逐渐消失1 
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图 8  加电磁力时,总涡度

拟能分布的变化

由 q 分布图 7( b)可见, 未加电磁力时, 在卡

门涡街的涡核处, 涡度拟能大于变形率(图中的黑

斑) ,而涡的边缘和涡之间的连接处,变形率大于

涡度拟能(图中的灰斑) 1 施加电磁力后,圆柱表

面流体不再脱体, 所以不再有涡产生, 脱落的涡向

下游移动时, 由于涡度拟能的耗散,涡核的旋转及

其周围的剪切作用大大减弱, 故图中圆柱下游的

灰色和黑色区域逐渐变得不明显, q 值趋于 01 
但圆柱表面附近, 由于剪切层的速度梯度增加,涡

度拟能和变形率的强度皆增加, 紧贴圆柱表面的

很小的区域, 涡度拟能大于变形率(黑色区域) ,其

余的大部分区域,涡度拟能皆小于变形率(灰色区域) 1 

( a) 8 ( b) q

图 9 不同电磁力作用下涡量和 Okubo-Weiss 函数的变化

电磁力N = 3作用下,流场渐趋平稳,图 8为流场从非定常到定常的变化过程中,总涡度

拟能的分布变化图1 由于圆柱表面附近,在电磁力作用下,流体的速度梯度迅速增大, 所以涡

度拟能也迅速增加,且在 t = 508时刻, 已达到稳定状态1 1区的曲线上升,说明该区域涡度拟
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能和变形率的强度增加1 随着脱体被抑制和卡门涡街的逐渐消失, 2区域、3区域的涡度拟能

和变形率的强度也逐渐衰渐,表现为该区曲线的下降1 4区域由于离圆柱较远, 受到旋转和变

形的影响较小, 所以电磁力作用前后曲线形状基本不变1 

( a) 总涡度拟能 ( b) 总速度变形率

图 10  总涡度拟能和总速度变形率的时间变化曲线

 图 11  涡度拟能和变形率在不同

电磁力作用下的权重分布

3. 4  电磁力强度对圆柱绕流涡结构的影响

电磁力大小不同,控制后的流场结构也不同,

如图 9 所示1 当作用参数 N = 0, 即不存在

Lorentz力场时, 为典型的圆柱绕流, 由于尾部卡门

涡街的存在,所以圆柱尾部旋转和变形的区域较

大1 当N = 1时,边界层流体动量增加, 分离点已

明显后移,旋转和变形的区域减小,但尾流区域仍

有振荡 1 N = 3时,由于边界层流体动量继续增

加,速度梯度增大, 流体不再脱体,涡街被完全抑

制,高涡度拟能和高变形率区域被限制在很小的

局部范围内1 由于电磁力在法向呈指数衰减, 流

体在边界无滑移,故电磁力作用下, 速度最大值出现在离壁面一定距离的某处,其两边的涡量

是方向相反的, 即形成两层涡1 电磁力足够大时, 如 N = 7时,边界层内的两层涡的特殊结构

显得特别明显, 外层涡的强度也足够大1 此外,在足够大的电磁力推动下, 圆柱尾部产生射流,

高涡度拟能和高变形率的区域增大1 
电磁控制下,绕流流场的总涡度拟能与总变形随时间的动态变化过程如图 10中虚线所示1 

加电磁力前 ( t [ 500) , 流场总涡度拟能和总变形率的变化如图10中 t [ 500时的曲线所示,即

图5中的曲线,该曲线是周期性变化的, 由于图 10中,纵坐标的取值和变化范围较大, 故不能

显现其周期性变化规律1 电磁力作用后,流场发生了显著变化, 但总体效应仍使总涡度拟能和

总变形率皆急剧增大,且最终保持为不再振荡的定值1 值得注意的是, 电磁力作用下, 无论流

场如何变化,总涡度拟能和总变形率的值始终相等,一直保持 q 为 0,即满足方程( 4) 1 该计算
结果与理论预测一致1 

不同电磁力作用下, 涡度拟能和变形率的分布如图 11所示1 N = 0,即不加电磁力时,与

图6同 1 当N 较小,如图11中N = 3, 由于抑制了流体的分离,消除了尾涡,所以 2区域、3区

域(原先的涡核附近和尾涡边沿)的曲线下降,说明区域涡度拟能和变形率的平均强度下降1 
图11中 2区域和 3区域交点左移,说明 2区扩大, 3区减小1 1区的曲线上升,说明该区区域
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的涡度拟能和高变形率的平均强度增加1 当 N较大,如图11中N = 7时, 由于边界层内,外层

涡强度的增加(参见图 9) , 使得 2区、3区的曲线的上升, 即涡度拟能和变形率的平均强度增

加, 2区域、3区域交点左移, 说明 2区扩大, 3区减小1 1区的曲线是随着N 的增大而增大的1 
4区域由于离圆柱较远, 受绕流及电磁力的影响较小,曲线基本不变1 根据上述计算结果,虽

然在不同电磁力作用下, 涡度拟能和速度变形率的分布都不同, 但是对于同一个电磁力, 两者

在全流场的积分值相等, 即 Okubo-Weiss 函数 q 在全流场的积分值为 0 1 符合本文证明的
Okubo-Weiss函数守恒律1 

4  结   论

Okubo-Weiss函数与容变,畸变和涡量有关1 本文证明了, 低 Reynolds 数的二维不可压缩

流动, 无论固体边界的形状如何, 流场中是否存在控制流动的体积力, 只要边界上无滑移,

Okubo-Weiss函数在全流场的积分就恒为 0,即

  QQS
qdA = 01 

另外, 对电磁控制圆柱绕流进行了数值计算, 结果验证了, 尽管流场中存在 Lorentz力,而

且流场在 Lorentz力作用下发生了复杂的变化,但是守恒性质QQS
qdA = 0都是存在的1 
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Evolution of Global Enstrophy in Cylinder Wake

Controlled by Lorentz Force

ZHANG Hui,  FAN Bao- chun,  CHEN Zh-i hua

( L abor ator y of Tr an sient Physics , Na njing Univer sity of Scien ce a nd T echn ology ,

Na njing 210094, P . R . China )

Abstract: The Okubo-Weiss function is correlated with the fluid particle compression, deformation

and vorticity, which provides a simple way to characterize the different regions of flowfield. It had

been provedmathematically that the global integration of Okubo-Weiss function is always equal to zero

for a two dimensional incompressible flow with no-slip boundaries. Moreover, as an example to val-i

date above conclusion, the flow past a circular cylinder controlled by electromagnetic forcewas calcu-

lated numerically. The distributions of global enstrophy, total squared strain and Okubo-Weiss func-

tion in controlled flowfield were discussed, and the influences of Lorentz force on themwere also ana-

lyzed.

Key words: enstrophy; strain; cylinder wake; electro-magnetic force
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