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横观各向同性广义热弹性扩散 Rayleigh波
在自由表面上的传播
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摘要 :  基于广义热弹性扩散理论, 边界无应力作用、绝热/恒温和化学势边界条件作用下,研究均

匀、横观各向同性、热弹性扩散半空间 Rayleigh 波的传播1 采用 Green 和 Lindsay( GL)理论, 热扩散

和热扩散-力学松弛条件采用 4个不同的时间常数加以控制1 导出了所研究介质中表面波传播的

久期方程1 为了说明和比较分析结果,用图形示出了各向异性和扩散对相速度、衰减系数的影响1 

同时,还推导了某些特殊情况下的频率方程1 
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引   言

在已有经典的耦合和非耦合热弹性理论中,热传导方程是扩散型的,热传导波以无限大的

速度传播,此与物理观测相悖1 许多研究者尝试推广和修正经典热弹性理论,目的是消除经典

理论中热波以无限大速度传播这一谬误1 
在所有这些理论中, 有两个有名的广义热弹性理论1 第一个是由 Lord 和 Shulman 提出的

Lord-Shulman理论[ 1] ,该理论基于修正的热传导Fourier 定律,带有 1个松弛时间1 另一个是由

Green和Lindsay提出的 GL 理论[ 2] , 该理论同时修正能量方程和Duhame-l Neumann关系1 Dhal-i

wal和 Sherief[ 3]对均匀、各向异性热传导材料,拓展了带有 1个松弛时间的广义热弹性理论1 

所有这些理论都预测热传导波将以一个有限速度传播1 Chanderashekhariah [ 4]如同热扰动的第

二声速引入该波1 Hetnarski和 Ignaczak[ 5]综述了各种有代表性的广义热弹性理论1 
近来,热扩散过程受到石油公司的关注, 更加有效地从油田中提取石油1 颗粒从高浓度区

域向低浓度区域的自然运动称为扩散, 扩散正是浓度梯度造成的,浓度梯度表示由于位置的变

化引起浓度的改变1 弹性固体中的热扩散,是由于温度场和质量扩散的耦合,除了和周围环境

交换热和质量以外, 还和应变相耦合1 
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Nowacki[ 6-9]利用耦合热弹性模型发展了热弹性扩散理论1 Dudziak和 Kowalski[ 10]及 Olesiak

和Pyryev[ 11]分别讨论了热扩散理论和弹性层热扩散准稳态耦合问题1 他们研究了温度场、质
量扩散和应变交叉耦合作用产生的影响,额外的质量浓度中的热激励产生应变,同时产生了额

外的温度场1 

Sherief等[ 12]发展了带 1个松弛时间的、波的传播速度是有限的广义热弹性扩散理论1 

Sherief和Saleh[ 13]在带 1个松弛时间的广义热弹性扩散理论意义上,研究了热弹性半空间问题1 

Singh[ 14-15]讨论了一个广义热扩散弹性固体自由表面上波的反射现象1 Aouadi[ 16- 20]研究了不同类

型的热弹性扩散问题1 Sharma 等[ 21]讨论了压电热弹性半空间中, 旋转和热松弛对 Rayleigh波

的影响1 Sharma[ 22- 23]研究了热传导固体中, 广义热弹性扩散平面谐波和弹性-热扩散表面波1 

最近 Kumar 等[ 24]导出了广义热弹性扩散的基本方程( GL-模型) ,并讨论了Lamb波1 
在上述热扩散过程应用研究的基础上,本文研究在均匀、横观各向同性、广义热弹性扩散

半空间中 Rayleigh波的传播1 利用无法化简的 Cardano 方法,并借助于 DeMoivre 定理, 由久期

方程计算波传播时的相速度和衰减系数1 对解析结果进行了数值计算并用图形示出为这种固
体传承的各种物理现象1 

1  基 本方 程

不计体力、热扩散源和质量扩散源时,均匀、各向异性、广义热扩散弹性固体的基本控制方

程为

  Rij = cijkme km + a ij ( T + S1ÛT) + bij ( C + S1ÛC) , ( 1)

  qi = - K ijT , j , ( 2)

  QS =
QCE

T 0
( T + S0ÛT ) + a( C + S0ÛC ) - aijÛe ij + k , ( 3)

  P = bkme km + b ( C + S
1ÛC ) - a( T + S1ÛT ) , ( 4)

  Gi , i = - A
*
ij P , ij1 ( 5)

其中, cijkm( cijkm = ckmij = cjikm = c ijmk) 为弹性参数; aij ( = aji )、bij ( = bji ) 分别为热张量和扩散

模量张量; Q、CE分别为常应变时的密度和比热容; a、b 分别为描述热弹性扩散效应和扩散效

应的度量系数; T 0为参考温度并设 | T / T 0 | n 1; S0、S1为扩散松弛时间, 且 S1 \ S0 \ 0; S0、S1
为温度松弛时间,且 S1 \ S0 \0; T ( x 1, x 2, x 3, t ) 为温度变化; C为浓度; Rij ( = Rji )、K ij ( = K ji )、

e ij = ( ui , j + uj, i ) / 2分别为应力张量分量、热传导张量分量和应变张量分量; A*ij ( = A*
ji ) 为扩

散参数; Gi 为扩散质量矢量流; qi为热通量矢量q 的分量; P、S 分别为每单位质量的化学势和

熵; k、g 为材料常数;下标/ , 0和字母顶上的/ #0分别对应于偏导数和对时间的导数1 
物质的运动方程、熵方程和浓度方程分别为

  Rij , j + QFi = Q&u i , ( 6)

  qi, i + QT 0ÛS - QM + PGi , i = 0, ( 7)

  Gi , i = - ÛC + QN, ( 8)

其中, F i为每单位质量承受的外力, M、N 分别为每单位质量的热源强度和质量扩散源强度,

u i 为位移矢量1 

将式( 1) ~ ( 5)代入方程( 6) ~ ( 8) ,不计体力、热扩散源和质量扩散源时, 可得

运动方程

  cijkmekm + aij ( T + S1ÛT ) , j + bij ( C + S1ÛC ) , j = Q&u i ; ( 9)
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热传导方程

  QCE( ÛT + S0&T ) + aT 0( ÛC + S0 &C ) - aijÛeijT 0 = K ijT , ij ; ( 10)

质量扩散方程

  - A*ij bkmekm , ij - A*ij b[ ( C + S1ÛC ) , ij ] + A*ij a[ ( T , ij + S1ÛT ) , ij ] = - ÛC 1 ( 11)

应用下列变换:

  x
c
1 = x 1cos<+ x 2sin <, x

c
2 = - x 1sin <+ x 2cos<, x

c
3 = x 3, ( 12)

其中, <为x 1-x 2平面上的旋转角1 方程( 9) ~ ( 11)中, 均匀、横观各向同性、广义热扩散弹性固

体的基本方程为

  c11u1, 11 + c12 u2, 21 + c13 u3, 31 + c66( u1, 22 + u2, 12) + c44( u1, 33 + u3, 13) -

    a1[ ( T + S1ÛT ) , 1] - b1[ ( C + S
1ÛC ) , 1] = Q&u 1, ( 13)

  c66( u1, 21 + u2, 11) + c12 u1, 12 + c11u2, 22 + c44u2, 33 + ( c13 + c44) u3, 32 -

    a1[ ( T + S1ÛT ) , 2] - b1[ ( C + S1ÛC ) , 2] = Q&u 2, ( 14)

  ( c13 + c44) ( u1, 13 + u2, 23) + c44( u3, 11 + u3, 22) + c33u3, 33 -

    a3[ ( T + S1ÛT ) , 3] - b3[ ( C + S1ÛC ) , 3] = Q&u 3, ( 15)

  QCE( ÛT + S0&T ) + aT 0( ÛC + S
0 &C ) + [ a1( Ûu 1, 1 + Ûu2, 2) + a3Ûu3, 3] T 0 =

    K 1( T , 11 + T , 22) + K 3T , 33, ( 16)

  A*
1 [ b1( u1, 111 + u2, 222 + u2, 211 + u1, 122) + b3( u3, 311 + u3, 322) ] +

    A
*
3 [ b1( u1, 133 + u2, 233) + b3 u3, 333] - A

*
1 b[ ( C + S

1ÛC ) , 11 + ( C + S
1ÛC ) , 22] -

    A*3 b [ ( C + S1ÛC) , 33] + A*
1 a[ ( T + S1ÛT ) , 11 + ( T + S1 ÛT) , 22] +

    A*3 a[ ( T + S1 ÛT) , 33] = - ÛC 1 ( 17)

其中

  

a ij = - aiDij , bij = - biDij , A
*
ij = A*i Dij , K ij = K iDij ,

a1 = ( c11 + c12) A1 + c13A3, a3 = 2c13A1 + c33A3,

b1 = ( c11 + c12) A1c + c13A3c,

b3 = 2c13A1c + c33A3c, c66 = ( c11 - c12) / 21 

( 18)

其中, At、At c分别为线性热膨胀系数和扩散膨胀系数1 在方程( 13) ~ ( 17)中,通过缩减下标:

11 y1、22 y 2、33 y3、23 y4、13 y5、12 y 6,将 cijkm用 cln( i , j , k , m = 1, 2, 3; l , n = 1, 2, ,, 6) 表

示1 

2  问题的数学描述

在初始均衡温度 T 0下,考虑均匀、横观各向同性、广义热扩散弹性半空间 1 取水平表面

任意一点为坐标系( x 1, x 2, x 3) 的原点 1 沿材料对称轴取为 x 3- 轴, x 3- 轴竖直向下指向半空

间, 并用 x 3 \0表示该半空间 1 x 3 = 0面上无牵引力作用,而有绝热 / 恒温边界条件和化学势

边界条件作用 1 取波传播方向为 x 1- 轴,并使平行于 x2- 轴的直线上所有的质点的位移是相等

的 1 因此,所有的场量均与 x 2- 坐标无关,则二维问题

  u ( x 1, x 3, t ) = ( u1, 0, u3) , T ( x 1, x 3, t ) , C( x 1, x 3, t ) ( 19)

为位移矢量、温度变化和浓度1 
定义如下无量纲量:
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x
c
i =

w
*
1 x i

v 1
, tc = w

*
1 t , u

c
i =

w
*
1 ui

v1
, T

c
=

a1T

Qv
2
1

, Cc =
b1 C

Qv
2
1

,

Pc =
P
b1

, Sc0 = w
*
1 S0, S

c
1 = w

*
1 S1, S0c

= w
*
1 S

0
, S1c = w

*
1 S

1
,

hc=
v1 h

w
*
1

, R
c
ij =

Rij

a1T 0
, v

2
1 =

c11
Q , w

*
1 =

QCEv
2
1

K 1
,

( 20)

其中, w
*
1 为材料的特征频率, v1为材料中的纵波速度1 

将式( 20)代入式( 13) ~ ( 17) ,并借助式( 19) , 略去撇号后得

  u1, 11 + D1u1, 33 + D2u3, 13 - ( T + S1ÛT ) , 1 - ( C + S1ÛC ) , 1 = &u1, ( 21)

  D2 u1, 13 + D1u3, 11 + D4u3, 33 - E1( T + S1ÛT) , 3 - E2( C + S1ÛC ) , 3 = &u3, ( 22)

  ( ÛT + S0 &T ) + F1( ÛC + S
0 &C ) + F2( Ûu , 1 + E1Ûu , 3) = T , 11 + E3T , 33, ( 23)

  q
*
1 u1, 111 + q

*
2 u3, 333 + q

*
3 [ ( T + S1ÛT ) , 11] + q

*
4 [ ( T + S1ÛT ) , 33] -

    q
*
5 [ ( C + S1ÛC ) , 11] - q

*
6 [ ( C + S1ÛC ) , 33] + q

*
7 u1, 133 + q

*
8 u3, 311 = - ÛC , ( 24)

其中

  D1 =
c44

c11
, D2 =

c13 + c44

c11
, D4 =

c33

c11
, E1 =

a3

a1
, E2 =

b3

b1
, F1 =

aT 0v
2
1 a1

w
*
1 K 1 b1

,

  F2 =
a

2
1T 0

QK 1w
*
1

, E3 =
K 3

K 1
, q

*
1 =

A*1 w
*
1 b

2
1

Qv 4
1

, q
*
2 =

A*
3 w

*
1 b3b 1

Qv4
1

,

  q
*
3 =

A*
1 w

*
1 b 1a

a1v
2
1

, q
*
4 =

A*3 w
*
1 b1a

a1 v
2
1

, q
*
5 =

A*1 w
*
1 b

v
2
1

, q
*
6 =

A*3 w
*
1 b

v
2
1

,

  q
*
7 =

A
*
3 w

*
1 b

2
1

Qv
4
1

, q
*
8 =

A
*
1 w

*
1 b3 b1

Qw
4
1

1 

3  问 题的 解

设有如下形式的解:

  ( u1, u3, T , C ) = (1, W, S , R) Uexp[ iN( x 1 + mx 3 - ct) ] , ( 25)

其中, c = X/ N为无量纲相速度, X为频率, N为波数; m为未知参数; 1、W、S、R分别为位移u1、

u3、温度变化 T 和浓度C 与u1的幅值比1 

将解式( 25)代入方程( 21) ~ ( 24) ,得

  N2(1+ m
2D1 - c

2
) + N2D2mW + NXS11S + NXS21R = 0, ( 26)

  N
2
mD2 + N

2
( D1 + D4m

2
- c

2
) W + E1NXmS11S + E2NXmS21R = 0, ( 27)

  NXF2 + E1NXmF2W + N2(1+ E3 m
2
- c

2S10) S - X2F1S20R = 0, ( 28)

  q
*
1 N

2
+ q

*
7 N

2
m

2
+ q

*
2 N

2
m

3
W + q

*
8 N

2
mW -

    NXS11( q
*
3 + q

*
4 m

2
) S + NXS21( q

*
5 + q

*
6 m

2
) R = - cR 1 ( 29)

其中

  S11 = ( S1 + i/ X) , S21 = ( S1 + i/ X) , S10 = ( S0 + i/ X) , S20 = ( S0 + i/ X) , ( 30)

若 [ 1  W  S  R ]
T 的系数行列式为 0, 则方程组( 26) ~ ( 29)有非平凡解, 从而导出如下

多项式特征方程:

  m
8
+ A

*
m

6
+ B

*
m

4
+ C

*
m

2
+ D

*
= 0, ( 31)

其中,系数A
* 、B* 、C* 、D* 由附录A给出1 特征方程( 31)是 m

2的四次方程式,因此有4个根
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m
2
p , p = 1, 2, 3, 41 由于我们感兴趣的仅仅是表面波,因此本质上, 运动被限制在半空间的自

由面 x 3 = 0上, 于是特征根 m
2
p 必须满足辐射条件Re( mp) \01 从而位移、温度变化和浓度有

如下形式的解:

  ( u1, u3, T , C ) = 6
4

p = 1
(1, n1p , n2p , n3p ) Ap exp[ iN( x 1 + impx 3 - ct) ] , ( 32)

其中, A p、Bp ( p = 1, 2, 3, 4) 为任意常数1 
耦合常数 n1p、n2p、n3p ( p = 1, 2, 3, 4) 由附录 B给出1 

4  边 界条 件

界面 x 3 = 0上的无量纲边界条件由如下方程给出:

( � ) 力学条件(表面无应力)

  
R33 = ( D2 - D1) u1, 1 + D4u3, 3 - E1( T + S1ÛT ) - E2( C + S1ÛC ) = 0,

R31 = D1( u3, 1 + u1, 3) = 0,
( 33)

( � ) 热条件

  T , 3 + hT = 0, ( 34)

其中, h 为表面传热系数, h y 0对应绝热边界, h y ] 对应恒温边界1 
( � ) 化学势条件

  P = u1, 1 + E2u3, 3 - n2( C + S1ÛC) + n1( T + S1ÛT ) = 0, ( 35)

其中

  n1 =
ac11

a1 b1
, n2 =

bc11

b
2
1
1 

5  久期方程的推导

将方程( 32)中的 u1、u3、T、C 值代入边界条件( 33) ~ ( 35) ,得到 4个线性方程联立的方程

组:

  6
4

p= 1

P 1pAp = 0, 6
4

p= 1

P2pA p = 0, 6
4

p = 1

P3pAp = 0, 6
4

p = 1

P4pAp = 0, ( 36)

其中

  P1p = ( D2 - D1) + iD4 mpn1p + cS11E1 n2p + cS21E2 n3p , P 2p = n1p + imp ,

  P3p = 1+ iE2 mpn1p + n2 cS21n3p - n1cS11 n2p , P4p = ( imp + h) n2p ,   p = 1, 2,3, 41 
  若幅值 A p( p = 1, 2, 3, 4) 的系数行列式为 0,则方程组( 36)有非平凡解1 经过冗长的代数
简化,得到久期方程为

  P41D1 - P 42D2 + P43D3 - P44D4 = 0, ( 37)

其中

  D1 = P 12( P 23P34 - P33P 24) - P 13( P22P34 - P32P 24) + P 14( P22P33 - P 32P23) ,

  D2 = P 11( P 23P34 - P24P 33) - P 13( P21P34 - P31P 24) + P 14( P21P33 - P 31P23) ,

  D3 = P 11( P 22P34 - P24P 32) - P 12( P21P34 - P31P 24) + P 14( P21P32 - P 31P22) ,

  D4 = P 11( P 22P33 - P23P 32) - P 12( P21P33 - P31P 23) + P 13( P21P32 - P 31P22) 1 
对于绝热 ( h y 0) 和恒温( h y ] ) 的热弹性扩散半空间,久期方程( 37)分别变为

  m1 n21 D1 - m2 n22D2 + m3 n23D3 - m 4n24D4 = 0, ( 38)

  n21D1 - n22D2 + n23D3 - n24D4 = 01 ( 39)
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方程( 38)、( 39)分别为横观各向同性、广义热弹性扩散半空间,在绝热和恒温边界上, 无应力、

有化学势作用时, Rayleigh表面波的久期方程1 在这些久期方程中, 包括了该介质的 Rayleigh

波的相速度、波数和衰减系数等完整信息1 一般来说, 波数和相速度是复数, 因而波在空间传

递是衰减的1 
若记

  c
- 1

= M
- 1

+ i X
- 1

F , ( 40)

则 N= E + iF, 其中 E = X/ M, M和F为实数1 特征方程(31) 的根一般也是复数,因此假定 mp

= pp + iqp , 则平面波解( 32)中的指数变为

  iE( x 1 - m
I
px 3 - Mt ) - E

F
E

x 1 + m
R
p x 3 , ( 41)

其中   m
R
p = pp - qp

F
E

, m
I
p = qp + p p

F
E
1 ( 42)

这说明 M为波传播速度, F 为波的衰减系数 1 在久期方程(38)、(39) 中应用表达式(40) ,则可

得到波传播速度 M和波传播的衰减系数F1 
方程( 32)可以写为

  ( u1, u3, T , C ) =

    6
4

p = 1
(1, n1p , n2p , n3p ) Ap exp(- Fx 1 - KR

p x 3) exp( i( E( x 1 - Mt ) - KIpx 3) ) , ( 43)

其中, Kp = E( m
R
p + im

I
p ) = K

R
p + iK

I
p 1 显然

  | KRp |
2
- | KI

p |
2

= E
2
[ ( m

R
p )

2
- ( m

I
p )

2
] , | KRp | | KIp | cosW=

1
2

E
2
m

R
pm

I
p ,

其中, W为复矢量Kp 的实部和虚部间的夹角1 
因此, 相平面(相垂直于矢量 KRp ) 和幅平面(相垂直于矢量 KIp ) 并不相互平行,因而最大衰

减不是沿波传播方向,而是沿矢量 K
R
p 方向1 

6  特 殊情 况

6. 1  在方程( 38)、( 39)中取 S0 = S0 = S1 = S1 = 0, 可得对应于横观各向同性耦合热弹性扩散

半空间的频率方程1 
6. 2  不计扩散效应,即若取 b1 = b3 = a = b = 0, 方程( 38)、( 39)可简化为横观各向同性、广

义热弹性固体中 Rayleigh波的频率方程,即

  m1 n
c
21 G1 - m 2n

c
22 G2 + m3 n

c
23G3 = 01 ( 44)

  n
c
21G1 - n

c
22 G2 + n

c
23 G3 = 0, ( 45)

其中

n
c
1p = -

E3D2m
3
p + ( D2 - c

2S10D2 - E1S11 c
2F2) mp

D4E3m
4
p + ( E3D1 + D4 - E3c

2
- D4 c

2S10 - E21S11F2c
2
) m

2
p + ( D1 - c

2
) (1- c

2S10)
,

n
c
2p =

( D2E1 - D4) cF2m
2
p + ( c

2
- D1) cF2

D4E3m
4
p + ( E3D1 + D4 - E3c

2
- D4 c

2
S10 - E

2
1S11F2c

2
) m

2
p + ( D1 - c

2
) (1- c

2
S10)

,

H 1p = ( D2 - D1) + iD4 mpn
c
1p + cS11E1 c11 n

c
2p , H 2p = n

c
1p + im2p ,   p = 1, 2, 31 

G1 = H 12H 23 - H22H 13, G2 = H 11H 23 - H 21H 13, G 3 = H11H 22 - H 21H 121 
方程( 44)、( 45)与 Sharma等在文献[ 25]中得到的方程( 40)和( 41)相类似1 

6. 2. 1  不考虑热效应时, 久期方程( 44)、( 45)退化为

  P
*
11 P

*
22 - P

*
21 P

*
12 = 0, ( 46)
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其中

  P
*
1p = ( D2 - D1) + iD4 mpn

d
1p , P

*
2p = n

d
1p + imp ,   p = 1, 21 

  n
d
1p = -

D2m
D1 + D4 m

2
- c

2 = -
1+ D1 m

2
- c

2

D2 m
,   p = 1, 21 

根 m1 和 m2由下式给出:

  m
2
1 + m

2
2 = -

D1( D1 - c
2
) + D4(1 - c

2
) - D22

D1D4
, m

2
1m

2
2 =

(1 - c
2
) ( D1 - c

2
)

D1D4
1 

方程( 46)与 Sharma等在文献[ 26]中得到的方程( 38)类似1 
6. 3  若有

  
c11 = c33 = K+ 2L, c12 = c13 = K, c44 = L, a1 = a3 = B1,

b1 = b3 = B2, K 1 = K 3 = K , A*1 = A*
3 = D,

( 47)

从而,方程( 38)、( 39)变为各向同性、广义热弹性扩散固体的频率方程,即

  m1m21M 1 - m2 m22M2 + m3m23M 3 - m4 m24M4 = 0, ( 48)

  m21M1 - m22M2 + m23M3 - m 24M4 = 01 ( 49)

其中

  M 1 = N12( N 23N 34 - N33N24) - N 13( N22N34 - N32N 24) + N14( N22N 33 - N 32N 23) ,

  M 2 = N11( N 23N 34 - N24N33) - N 13( N21N34 - N31N 24) + N14( N21N 33 - N 31N 23) ,

  M 3 = N11( N 22N 34 - N24N32) - N 12( N21N34 - N31N 24) + N14( N21N 32 - N 31N 22) ,

  M 4 = N11( N 22N 33 - N23N32) - N 12( N21N33 - N31N 23) + N13( N21N 32 - N 31N 22) ,

  N1p = ( D2 - D1) + impm1p + cS11( K+ 2L) m2p + cS21 m3p , N 2p = m1p + imp ,

  N3p = 1+ impm1p + n2 cS21m3p - n1 cS11m 2p ,   p = 1, 2, 3, 41 
耦合常数 mq p 可以利用方程(47) 给出的量,由 nq p( q = 1, 2, 3; p = 1, 2, 3, 4) 得到1 

若直接求解各向同性、广义热弹性扩散半空间问题,则方程( 48)、( 49)是相同的1 
6. 3. 1  忽略扩散效应,即若在方程( 48)、( 49)中取 B2 = a = b = 0, 可得各向同性、广义热弹

性固体的频率方程, 即

  m1m
c
21 G

*
1 - m 2m

c
22 G

*
2 + m3 m

c
23G

*
3 = 01 ( 50)

  m
c
21G

*
1 - m

c
22G

*
2 + m

c
23 G

*
3 = 0, ( 51)

其中

  m
c
1p = -

( c
2
1 - c

2
2) m

3
p + ( ( c

2
1 - c

2
2) (1 - c

2S10) - S11 c
2
c
2
1F2) mp

c
2
1 m

4
p + ( c

2
2 + c

2
1(1- c

2
- c

2
S10 - S11F2 c

2
) ) m

2
p + ( c

2
2 - c

2
1c

2
) (1- c

2
S10)

,

  m
c
2p =

- c
2
2cF2m

2
p + ( c

2
1 c

2
- c

2
2) cF2

c
2
1 m

4
p + ( c

2
2 + c

2
1(1- c

2
- c

2S10 - S11F2 c
2
) ) m

2
p + ( c

2
2 - c

2
1 c

2
) (1- c

2S10)
,

  H
*
1p = ( D2 - D1) + impm

c
1p + cS11 m

c
2p , H

*
2p = m

c
1p + im2p ,   p = 1, 2, 3,

  G
*
1 = H

*
12H

*
23 - H

*
22H

*
13 , G

*
2 = H

*
11H

*
23 - H

*
21H

*
13 ,

  G
*
3 = H

*
11H

*
22 - H

*
21H

*
12 , c

2
1 =

K+ 2L
Q

, c
2
2 =

L
Q
1 

方程( 50)、( 51)与 Sharma等在文献[ 25]中取 B2 = a = b = 0导出的方程类似1 
6. 3. 1. 1  进一步,忽略热效应, 在对应于各向同性弹性半空间的频率方程中,将无量纲量变换

为物理量,又可得到

  2 -
c
2

c
2
2

2

= 4 1-
c
2

c
2
1

1/ 2

1-
c
2

c
2
2

1/ 2

1 ( 52)
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频率方程( 52)与Ewing、Jardetzky 和Press在文献[ 27]中导出的方程类似1 

7  数值结果和讨论

为便于数值计算,我们选择横观各向同性材料铜1 铜材的单个晶体的物理参数为

  c11 = 18. 78 @ 1010 kg#m- 1#s- 2
, c12 = 10. 06 @ 1010 kg#m- 1#s- 2

,

  c13 = 8. 0 @ 10
10

kg#m
- 1#s

- 2
, c33 = 18. 2 @ 10

10
kg#m- 1#s

- 2
,

  c44 = 4. 06 @ 1010 kg#m- 1#s- 2
, T 0 = 0. 293 @ 103 K, CE = 0. 5331 @ 103 J#kg- 1#K- 1

,

  A1 = 2. 08 @ 10- 5 K- 1
, A3 = 2. 0 @ 10- 5K- 1

, A1c = 2. 6 @ 10- 4 m3#kg- 1
,

  A3c = 2. 0 @ 10
- 4

m
3#kg

- 1
, a = 1. 8 @ 10

4
m

2#s- 2#K
- 1

, b = 10 @ 10
5
kg

- 1#m5#s
- 2

,

  A*
1 = 1. 65 @ 10- 8 kg#s#m- 3

, A*3 = 1. 0 @ 10- 8 kg#s#m- 3
, Q= 8. 954 @ 103 kg#m- 3

,

  K 1 = 0. 433 @ 103W#m- 1#K- 1
, K 3 = 0. 400 @ 103 W#m- 1#K- 1

,

  S0 = 0. 02 s, S1 = 0. 05 s, S
0

= 0. 01 s, S
1

= 0. 04 s1 
相速度和衰减系数

热弹性扩散波的相速度和衰减系数随波数的变化示于图 1、图 21 在图 1、图 2中, 实线对

应于横观各向同性热弹性扩散(TID) ,虚线对应于各向同性热弹性扩散( ID) , 带小圆圈的实线

对应于无扩散横观各向同性热弹性(TI) ,带小星的虚线表示无扩散各向同性热弹性( I) 1 

图 1  相速度随波数的变化 图 2 衰减系数随波数的变化

由图 1可以看出:当 0. 001 [ E [ 0. 035时,TID对应的相速度增大,在 E = 0. 035时,达到

极大值;在 0. 035 [ E [ 0. 05时变得稳定; 最终在 E \ 0. 05后, 相速度减小 1 当0. 001 [ E

[ 0. 06时, ID对应的相速度增大, 在 E = 0. 06时,达到最大值;其后连续减小 1 ID情况与TID

情况相速度的增大相比较,在 0. 001 [ E [ 0. 02时, 前者快于后者,而在0. 02 [ E [ 0. 045时,

前者慢于后者; 当 E \ 0. 045后, 前者再次快速增大, 然后慢慢减小1 
TI的相速度变化很明显,当 0. 001 [ E [ 0. 055时, 相速度急剧增大,直到 E \ 0. 055后,

才逐渐减少1 TID对应的相速度在 E = 0. 035时达到极大值;而TI对应的相速度在 E = 0. 055

时达到极大值1 与TI情况相比较, TID情况的相速度增大更快, 减小更慢1 ID和 I对应的相速

度有类似的性质,只有一点不同, ID对应的相速度在 E = 0. 06时达到最大值,而 I对应的相速

度在 E = 0. 052时达到最大值1 
相应的衰减系数的变化示于图 21 TID情况的衰减系数在 0. 001 [ E [ 0. 032时增大,在
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0. 032 [ E [ 0. 055时减小,在 E \0. 055后再增大 1 ID情况的衰减系数,在0. 001 [ E [ 0102
时,缓慢增大,在0. 02 [ E [ 0. 04时,下降到最小值,最后,当 E \0. 04后,又戏剧性地增大 1 图
2表明,TID情况对应的衰减系数值,在0. 001 [ E [ 0. 05时,比 ID情况对应的衰减系数值增长

得更快,而在 E \0. 05以后,增长反而慢了1 
当0. 001 [ E [ 0. 05时,TI情况的衰减系数,先是增大,然后减小到最小值, 而在E \0105

以后, 衰减系数急剧增大 1 当 0. 001 [ E [ 0. 052时, TID对应的衰减系数值超过TI 相应的

值, 而在 E \0. 052以后, TI对应的衰减系数值反而领先了1 ID和 I 对应的衰减系数变化有着

类似的性质1 

8  结   论

本文研究了无边界应力作用、绝热/恒热和化学势边界条件下, 均匀、横观各向同性、热弹

性扩散半空间中 Rayleigh波的传播1 导出了表面波传播的久期方程1 讨论了某些特殊情况下
的频率方程1 研究了材料各向异性和扩散对相速度、衰减系数的影响1 

我们发现, ID情况和 TID情况相速度相比较, 增大时更快,减少时变慢少1 随波数的增
大,与TI情况相比较, TID情况对应的相速度有一个大的增大,然后有一个小的减小1 ID和 I

情况有着类似的性质,但有一点例外,开始时两者相速度差是增大的, 但最后反而减小了1 ID

和 I情况,相速度差先随着波数的增大而减少,然后增大1 
明显的是, TID情况对应的衰减系数值, 较 ID 情况, 增大更快,减小更慢1 在这较小的区

域中, TID对应的衰减系数值超过TI情况的相应值,而后 TI 反而领先了1 ID和 I情况也存在

类似的趋势1 

附  录  A

  A * =
f 1g1+ f 2g2- f 3g3- r 7g7

f 2g 1
, B* =

f 1g2+ f 2g4- f 3g5+ r 1g 6- r 6g7- r 7g11

f 2g 1
,

  C* =
f 1g 4+ f 2g8 - f 3g9 + r 1g10- r 6g11+ r 7g13

f 2g 1
, D * =

f 1g8- r1g12+ r 6g13

f 2g1
,

  g1 = f 7l 3- r8 l7 , g 2 = f 6 l3+ f 7 l2 - r 2 l5- r9 l7 + r 8 l6, g3 = f 3 l3- r8 j 2,

  g4 = f 6 l2+ f 7 l1- r 2l 4+ r9 l6 , g 5 = f 3 l2- r 2l 9+ r8j 1- r9 j 2,

  g6 = f 3 l5- f 7 l9+ r 8j 3, g7 = f 7j 2 - f 3l 7, g8 = f 6 l1 , g9 = f 3 l1- r 2 l8+ r9 j 1,

  g10 = f 3l 4- f 6l 9- f 7 l8+ r9 j 3, g11 = f 3 l6 + f 6 j 2- f 7j 1+ r 2j 3, g12 = f 6 l8, g13 = f 6j 1,

  f 1 = N2( 1- c2) , f 2 = D1N
2, f 3 = N2D2, f 4 = XNS11, f 5 = NXS21,

  f 6 = N2( D1- c2) , f 7 = D4N
2, f 8 = E1NXS11 , f 9 = E2NXS21, r 1 = NXF2,

  r 2 = E1F2XN, r 3 = N2(1- c2S10) , r4 = E3N
2, r 5 = - F1S20X

2, r 6 = q*
1 N

2 , r7 = q *
7 N

2,

  r 8 = q*
2 N

2 , r9 = q *
8 N

2, h1 = - NXS11q*
3 , h2 = - q *

4 N
2S11c, h3 = NXS21q *

5 + c,

  h4 = q *
6 N

2S11c, l1 = r 3h3- r 5h1 , l2 = h4 r 3+ r 4h3- h2 r 5, l3 = r 4h4, l4 = f 8h3- f 9h1,

  l 5 = f 8h4- h2f 9, l6 = f 8 r5 - f 9 r 3, l7 = r4f 9 , l8 = f 4h3- f 5h1, l 9 = h4f 4- h2f 5,

  j 1 = f 4r 5- f 5 r 3, j 2 = r 4f 5, j 3 = f 4f 9- f 8f 5,

附  录  B

  I 1 = r 2h4- r 8r 5, I 2 = f 7h4 - f 9 r 8, I 3 = f 7 r 5- f 9 r2 , I 4 = r 2h3- r 5r 9,

  I 5 = f 7h3 + f 6h4 - f 9r 9, I 6 = r 6 r5 - r 1h3, I 7 = f 7 r 7- f 3 r8 , I 8 = h2r 2- r 8r 3 - r 9r 4 ,

  I 9 = f 7h2 - f 8r 8, I 10 = f 7 r 3+ f 6r 4 + f 8 r 2, I 11 = r 2h1- r 9r 3 , I 12 = f 7h1+ f 6h2- f 8 r 9,

  I 13 = r 6r 3 - h1 r 1, g14 = f 3 l1- r 7l 7, g15 = f 3 l2- r 1l 5- r 6 l7 + r 7 l6, g16 = f 3 l3 - r 1 l4+ r6 l6 ,
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  g17 = f 3I 1- r 1I 2+ r 7I 3 , g 18 = f 3I 4- r 1I 5 + r 6I 3 + r 7f 6 r5 , g19 = f 6I 6 , g 20 = r 4 I 7,

  g21 = f 3I 8- r 1I 9+ r 7I 10+ r6f 7 r 4, g22 = f 3 I 11 - r 1 I 12 + r 6I 10+ r7f 6 r 3, g23 = f 6 I 13 ,

  n1p = -
m5

p g14+ m3
p g15+ mp g16

m6
p g 1+ m4

p g2+ m2
p g4+ g8

, n2p =
m4

p g17+ m2
p g18+ g19

m6
p g1+ m4

p g2 + m2
p g 4+ g 8

,

  n3p = -
m6

p g 20 + m4
p g21+ m2

p g22+ g23

m
6
p g1+ m

4
p g2+ m

2
p g4 + g8

,   p = 1, 2, 3, 41 
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Propagation of Rayleigh Waves at the Free Surface

of Transversely Isotropic Generalized

Thermoelastic Diffusion

Rajneesh Kumar,  Tarun Kansal

( Departm ent of Mathem atics , Kurukshetr a Univ er sity , Kurukshetr a-136 119, India )

Abstract: The propagation of Rayleigh waves in a homogeneous, transversely isotropic, thermoelas-

tic diffusive hal-f space subjected to stress free, thermally insulated/ isothermal and chemical potential

boundary conditions, in the context of generalized theory of thermoelastic diffusion is studied. Green

and Lindsay( GL) theory, in which, thermodiffusion and thermodiffusion-mechanical relaxations are

governed by four different time constants, was selected for study. Secular equations for surface wave

propagation in the considered media were derived. Anisotropy and diffusion effects on the phase ve-

locity, attenuation coefficient were presented graphically in order to illustrate and compare the analyt-i

cally results. Some special cases of frequency equations were also deduced from the present investiga-

tion.

Key words: wave propagation; transversely isotropic; generalized thermoelastic diffusion; phase ve-

locity; attenuation coefficient
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