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两个同心旋转圆柱之间的两种流体的
交界面几何形状问题

X

李开泰,  史  峰

(西安交通大学 理学院, 西安 710049)

(周哲玮推荐)

摘要:  研究两个同心旋转圆柱之间的两种流体的交界面几何形状问题1 利用张量分析工具, 给

出了忽略耗散能量影响下交界面几何形状是一种能量泛函的临界点,其对应的 Euler-Lagrange 方程

是 1个非线性椭圆边值问题1 对于粘性引起的耗散能量不能忽略的情况下,同样给出了 1 个带有

耗散能量的能量泛函,其临界点是交界面几何形状, 相应的 Euler-Lagrange方程也是 1 个二阶的非

线性椭圆边值问题1 这样,交界面几何形状问题转化为求解非线性椭圆边值问题1 
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符 号 说 明

( r , H, z ) 圆柱坐标系 i 流体编号, 可取 1或 2

X 圆柱旋转角速度 8 i 第 i 种流体占用的区域

L 流体动力粘度 8 两种流体所占用的区域

Q 流体密度 T 交界面的表面张力系数

2 两种流体交界面 [ #] 两种流体在交界面上的跳跃算子

Fr Froude常数 2H , K 交界面 2 的平均曲率和 Gauss 曲率

R 应力张量 3#4 区域 8 = 8 1 G 8 2上的积分算子

E( u
^
) 动能 3#4 2 交界面 2 上的积分算子

D ( u
^
) 耗散能量 ( u0 , p 0) 参考的刚性运动下速度和压力

< 2 上的能量泛函 ( aAB) , ( bAB) 交界面 2 上的第一和第二基本型

P 2 上的任意点 a, b ( aAB) 和( bAB) 对应的行列式

( u
^
, p
^
) 扰动的速度和压力

引   言

两种流体的流动是非常常见的,并且有很多技术应用, 而且它可以出现许多单种流体没有
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的新现象1 因此这种流动是非常重要和有意思的1 两种流体的许多流动图像可以用形状和位
移的控制来实现1 

关于同心和非同心旋转圆柱之间的单种流体的流动已经有了不少的研究,比如文献[ 1-4] 1 
同时在一般区域上的两种流体的交界面问题也有大量的研究,可见文献[ 5-22] 1 其中有一类
适应性很广的捕获或跟踪交界面的方法,它们把交界面用某个函数的零水平集来表示,这类方

法可以处理很复杂的几何形状,包括含有合并和断裂的情形1 基于此思想,我们在本文中研究
同心旋转圆柱间的两种流体流动的交界面的几何形状问题1 

设有两个半径分别为 R1和 R2的圆柱, R1 < R2, R 1为内圆柱, R2为外圆柱,圆柱中间放两

种不同性质的流体, 密度和粘性系数分别为( Q1, Q2)、( L1, L2)1 当静止时,两种流体的交界面

半径为 R0(略去重力) , R 1 [ R 0 [ R21 内外圆柱旋转角速度分别为 X1 和 X21 今后,我们将

采用圆柱坐标系( r , H, z ) 1 首先考虑刚性运动,且 X1 = X2, 忽略重力效应1 

Joseph
[ 7-9]
提出了位移问题的解可以通过求解流体的耗散能量泛函的极小问题来得到1 两

种流体的交界面问题,实际上是一个几何形状的极小问题1 我们证明了交界面形状函数是势
能量泛函的极小值点,另外我们还给出了极值问题的解的存在性以及相应的 Euler-Lagrange方

程1 
作为下一步的研究工作, 我们将构造求解极小问题的计算方法, 验证两个模型在实际问题

中的可行性1 

1  两种流体的定常刚性旋转

当流体关于某个固定轴稳定地旋转时,流体可以发生刚性的运动1 水滴、气泡以及其它不
同类型的流体在不同的容器中都可能发生刚性的旋转1 刚性运动的不同类型的扰动也是值得

研究的很有趣的问题1 充满单种流体的容器在关于某个固定轴稳定地旋转时,流体实际上是和
容器一起旋转的1 但是,对于两种流体的情形,我们有必要确定两种流体以及交界面的位置1 

我们考虑特殊的区域

  8 = x = ( r , H, z ) | R 1 < r < R2, 0 [ H< 2P, - ] < z < + ] ,

两个共轴的圆柱半径分别为 R 1和 R2,且旋转角速度都为 X1 读者将会发现,这个特殊的条件

仅在我们的一部分结果中用到 1 流体1和2分别占据区域 81和 82, 81 G 82= 8 1 8 1和 82

的交界面为 2,二者也可能是不交的 1 2 上的跳跃记为[ #] = ( #) 1- ( #) 21 
在忽略重力的情况下,刚性运动的一个恰当选择为

  ( u0, p 0) = ( XreH, QX
2
r
2
/ 2 + c) , ( 1)

速度在跨越 2时总是是连续的,而切应力为 01 我们说( 1)式是一个选择, 因为它并不需要满
足法向应力条件

  [ p 0] = - 2HT,   在 2 上, ( 2)

事实上,其为

  [ p 0] = [ Q] X2R2
/ 2+ [ c] , ( 3)

其中, R 是 r 在 2 上的值, 2H 是 2的平均曲率,即主曲率的和 1 T 是表面张力系数1 
当重力引起的扰动效应很小时,我们可以忽略重力1 在运动方程中我们可以用公式 < =

p + Qgr sinH把重力吸收掉1 当 <与H无关时,运动就是一种副运动 1 当然,这时 p 要依赖H,

至少出现类似于 sinH的项1 这和法向应力条件
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  - [ p ] + [ Q] gRsinH+ [ Rnn] + 2HT = 0

是相容的,如果 [ Rnn ] = 0以及

  
[ p 0]

[ Qgd]
=

X2d
2g

= Fr
2 m 1, ( 4)

其中, Fr 是Froude数, d = �R 是R ( H, z ) = R ( z ) 的均值1 当 Froude数很大时,离心/重力0在

陆地的重力中占主导地位1 

2  扰 动方 程

令 u = u0+ u
^
, p = p 0+ p

^
1 则扰动的Navier-Stokes方程为

  Q
5 u

^

5t
+ u

^
#¨u0+ u0# ü

^
+ u

^
#¨u

^
= - p̈

^
+ div R

^
, ( 5)

其中, u
^
是无散度的且在两圆柱侧面上满足无滑移条件 1 在交界面 2 上根据 Laplace公式,

有[ 11] :

  [ u
^
] = 0, - [ p

^
] n + [ R( u

^
) ] #n = [ p 0] n+ 2HTn1 ( 6)

对任意的可积函数 f ,如果它在 81 上等于 f 1,而在 82 上等于 f 2,以及定义在 2上的函数

g , 我们可以定义积分

  3f 4= Q8
1

f 1dV + Q8
2

f 2dV, 3g42 = Q2
g d 21 ( 7)

由于不可压缩流体的总质量是守恒的, 可知

  3u#n42 = 01 ( 8)

如果交界面 2 由某个函数的零水平集给出, 即 F ( x( t ) , t ) = 0, 则有

  dF
dt

=
5F
5 t

+ u# F̈ = 0, ( 9)

这里假定了在交界面 2两边粒子速度dx/ dt的法向分量是相同的 1 事实上, u在穿越 2时是

连续的 1 当 F 表示为F = r - R ( H, z ; t ) 时, 有

  u#n = u# F̈
| F̈ |

=
1

| F̈ |
5R
5 t

1 ( 10)

3  两种流体在刚性运动下的能量等式

对扰动方程( 5)两端乘以 u
^
, 并在区域 8 = 81 G 82上积分,并利用式(6) 乘以 u

^
并在交

界面 2 上的积分结果,可以得到

 d
dt
E( u

^
) + D ( u

^
) = U, ( 11)

其中

  E( u
^
) =

1
2

3Qu
^ 24=

1
2 Q8

1

Q1u
^ 2
1dV + Q8

2

Q2u
^ 2
2dV , ( 12)

  D ( u
^
) = 32LD ( u

^
) : D ( u

^
) 4= Q8

1

+ Q8
2

2Lg ij g
km

k̈ u
^i

m̈ u
^jd V, ( 13)

  U= 3u
^
#n ( [ p 0] + 2HT )42 , ( 14)

分别为动能、耗散能以及压力和表面张力能1 

特别地,我们希望找到 1个交界面 2上的能量泛函<= <( u
^
) ,使得 d</ dt = - 3u

^
#n( [ p 0]

+ 2HT) 42 1 这样可以将能量方程( 11)改写为
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  d
dt

( E+ <) ( u
^
) = - D ( u

^
)1 ( 15)

4  交界面 2的几何表示

我们假定两种流体的交界面 2 由有限部分组成,每一部分局部地可以通过一个函数 r =

R ( H, z ) 来表示,其中 R 是一个连续可微函数,且关于 H是周期的1 这些坐标卡在公共的点上
也要满足适当的连续性条件1 

( r , H, z ) 表示一个圆柱坐标系, z轴是两个同心圆柱的公共轴1 内圆柱半径为 R1,旋转角

速度为 X1,外圆柱半径为 R2,旋转角速度为 X21 无扰动时的两种流体的交接面(同样是一个

圆柱) 的半径为 R 01 我们记位于半径为 R0 [ r [ R2内的流体为外部流体,密度、粘性系数等

分别用 Q2、M2等来表示, 同时于半径为R1 [ r [ R0内的流体为内部流体, 密度、粘性系数等分

别用 Q1、M1等来表示1 
扰动后的两种流体的交界面 2表示为F( r , H, z ; t ) = 01 特殊地,我们对如下的情形比较

感兴趣

  F( r , H, z ; t ) = r - R( H, z ; t ) = 01 ( 16)

进一步地,如果流动是轴对称的,则有

  F( r , H, z ; t ) = r - R( z ; t ) = 0, ( 17)

交界面 2 上的任一点P表示为

  P( r , H, z , t ) = R ( H, z ; t ) cosHi + R ( H, z ; t ) sinHj + zk, ( 18)

其中, ( i , j , k) 是直角坐标系 1 当 2是( H, z ) 的正则函数时,我们有 PH和Pz 在2上是不共线

的,即 PH @ Pz X 01 其中, PH = 5P /5H, Pz = 5P/ 5z1 
在本文中, 我们约定拉丁字母 ( i , j , k , ,) 取值(1, 2, 3) , 希腊字母( A, B, ,) 取值(1, 2) ,

并采用Einstein求和约定1 

我们知道 2 上的度量张量可以表示为
[ 1]

  
a11 = PH#PH = R

2
H+ R

2
, a22 = Pz#Pz = 1 + R

2
z,

a12 = a21 = PH#Pz = RHRz , a = det( aAB) = R
2
H+ R

2
(1+ R

2
z )1 

( 19)

2 上的单位法向向量为 n = PH @ Pz / a1 此外,第二基本型为

  bAB = - nA#PB = n#PAB = PAB#( P1 @ P2) / a,

其中, ( x
1
, x

2
) = ( H, z ) , PA = 5AP = 5P /5x

A1 注意到 z
d
H = z

d
Hz = z

d
z z = 0, 通过基本的运算

可以得到

  b11 =
1

a

x
d
HH y

d
HH z

d
HH

x
c
H y

c
H 0

x
c
z y

c
z 1

=
1

a
( RHHR - 2R

2
H- R

2
) ,

  b12 = b21 =
1

a

x
d
Hz y

d
Hz z

d
Hz

x
c
H y

c
H 0

x
c
z y

c
z 1

=
1

a
( RRHz - RHRz ) ,

  b22 =
1

a

x
d
z z y

d
z z z

d
z z

x
c
H y

c
H 0

x
c
z y

c
z 1

=
1

a
RRzz 1 
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行列式 det( bAB)、平均曲率 2H 和 Gauss曲率 K 分别为

  

b = det( bAB) = (1/ a ) ( RRz z ( RRHH- 2R
2
H- R

2
) - ( RRHz - RHRz )

2
) ,

2H = a
AB

bAB= (1/ a) ( a22 b11+ a11 b22- 2a12 b12) =

  (1/ a
3/ 2

) [ (1 + R
2
z ) ( RHHR - 2R 2

H- R
2
) + ( R

2
+ R

2
H) RRz z -

  2RHRz ( RRHz - RHRz ) ] ,

K = b / a = ( 1/ a
2
) ( RRz z ( RRHH- 2R

2
H- R

2
) - ( RRz H- Rz RH)

2
)1 

( 20)

特别地,如果流动是轴对称的,有

  

( aAB) =
R
2

0

0 1+ R
2
z

, a = R
2
(1 + R

2
z ) ,

( bAB) =
1

1 + R
2
z

- R 0

0 Rz z
, b = -

RRz z

1+ R
2
z
,

2H =
- 1 - R

2
z + RRz z

R (1+ R
2
z )
3/ 2 , K = -

Rz z

R(1 + R
2
z)
21 

( 21)

5  交界面上的能量泛函

我们回到能量等式( 11) ,其包含了动能、耗散能以及压力和表面张力能1 考虑

  U= 3u
^
#n ( [ p 0] + 2HT )42 = : U1+ U2,

其中

  U1:= 3u
^
#n[ p 0] 42 , U2:= 23u

^
#nHT421 ( 22)

定理 1

  U1 = 3u
^
#n[ p 0] 42 =

d
dt

1
8 X

2
[ Q]Q

2P

0Q
2P/ A

0
R
4
dHdz 1 ( 23)

  U2 = 23u
^
#nHT42 =

d
d tQ

2P

0Q
2P/ A

0
R
2
HT dHdz - Q

2P

0Q
2P/ A

0
R
2
(5 tH + X5HH ) TdHdz1 ( 24)

证明  由于 u
^

= u - u0, 3u#n42 = 3u0#n42 = 0, 并考虑到( 3)式,可知

  U1 = (1/ 2) [ Q] X2 3u#nR
242 - 3u0#nR

242 1 ( 25)

首先,证明

  3u0#nR
242 = 01 ( 26)

事实上,根据

  u0 = XReH= XR(- sinHi + cosHj ) , n = (1/ a) PH @ Pz,

有

  u0#n =
1

a

- XRsinH XRcosH 0

x
c
H y

c
H 0

x
c
z y

c
z 1

= -
1

a
XRRH1 ( 27)

从而

  3u0#nR
242 = 3- XR 3

a
4 2 = - XQ

2P

0Q
2P/ A

0

RHR
3

a
a dHdz =

    X
4Q

2P

0

d
dHQ

2P/ A

0
R
4dz dH= 01 
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接下来我们断言

  3u#nR
242 =

1
4
d
dt Q

2P

0Q
2P/ A

0
R
4
dHdz 1 ( 28)

事实上,根据

  u#n =
1

a

dP
dt

#PH @ Pz =
1

a

5P
5t

#PH @ Pz ( 29)

和    5P
5 t

= R tcosHi + R tsinHj ,

可知

  u#n =
1

a

R tcosH R tsinH 0

x
c
H y

c
H 0

x
c
z y

c
z 1

=
R tR

a
1 ( 30)

进一步利用关系 d 2 = adHdz , 即可得到

  3u#nR
242 = Q

2P

0Q
2P/ A

0
R tR

3dHdz =
1
4

d
dt Q

2P

0Q
2P/ A

0
R
4
dHdz 1 

结合( 26)、( 28)和( 25)式便得到( 23)式1 
最后,要证明( 24)式1 从( 27)和( 30)式,并利用分部积分,立刻有

  U2 = Q
2P

0Q
2P/ A

0
( R tR + XRRH)2HT dHdz =

    Q
2P

0Q
2P/ A

0
(5 tR

2
+ X5HR2

)HTdHdz =

    d
dtQ

2P

0Q
2P/ A

0
R
2
HT dHdz - Q

2P

0Q
2P/ A

0
R
2
(5 tH + X5HH ) TdHdz1 

注 1 特别地, 在流动是定常和轴对称情况下, 我们可知5 tH = 5 HH = 0, 从而有

  U2 =
d
dtQ

2P

0Q
2P/ A

0
R2HTdHdz1 

6  不考虑重力时两种流体刚性旋转时交界面
的几何形状及能量泛函极小问题
首先容易验证存在光滑函数 W1、W2 使得下式成立:

  R
2
H =

R
2

a
3/ 2 (1+ Rz

2
) ( RRHH- 2R

2
H- R

2
) + R ( R

2
+ Rz

2
) Rzz =

    
5W1
5H+

5W2
5z

+ a, ( 31)

其中, a 是由( 19)式定义的度量张量行列式, 即:

  a = R
2
+ R

2
H+ R

2
R
2
z 1 

基于定理 1和注 1, 并注意到散度形式的积分为 0的事实,在流体粘性引起的耗散能忽略的情

况下,我们选择如下的能量泛函:

  < = Q
2P

0Q
2P/ A

0
T( R

2
+ R

2
H+ R

2
R
2
z )
1/ 2

-
1
8 [ Q] X

2
R
4
dHdz1 ( 32)

为了得到 <依赖于参数的显示表达,我们做坐标变换 zc = Az , 从而有

  [ 0, 2P] @ [ 0, 2P/ A] ] 00 = [ 0, 2P] @ [ 0, 2P] , dz = A- 1dzc, Rz = ARzc1 
为了方便起见, 仍用 z 来表示 zc, 因此有
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  < = Q
2P

0Q
2P

0
T ( R

2
+ R

2
H+ A2R

2
R
2
z)
1/ 2

-
1
8

[ Q] X2R4 A- 1dHdz 1 ( 33)

2 的形状函数R ( H, z ) 是如下的极值问题的解:

  
求 R

*
( H, z ) I V = H

1
per( 00) , 使得

<( R
*

) = inf
R(H, z ) I V

<( R) ,
( 34)

其中, H
1
per( 00) = U| U I H

1
( 00) , U( H+ 2P, z ) = U( H, z ) , U( H, z + 2P) = U( H, z ) 1 

定义

  ( u, v) =
1

4P
2Q
2P

0Q
2P

0
u#vdHdz , +u +2

= ( u, u ) , d
2

= +R +21 ( 35)

特别地, +1+2= 11 显然有

  d
2

=
1

4P2Q
2P

0Q
2P

0
R
2dHdz =

1

2P2Q
R

0Q
2P

0Q
2P

0
rdrdHdz =

1

2P2
m1

Q1
, ( 36)

这里用到了 dV = rdrdzdH, m1/ Q1和 m1分别为流体1的体积和质量 1 因此 d是一个不变量 1 
在没有扰动的情况下, R = R 0 = const,

  d
2
0 = d

2
= R

2
0 =

1

2P
2

m1

Q1
, d = R0(常数) 1 

若引入无量纲的量

  C= R/ d, N= z / d, 0 0 = [ 0, 2P] @ [ 0, 2P] ] 01 = [ 0, 2P] @ [ 0, 2P/ d] , ( 37)

则能量泛函可以表示为

  <( C) = ( Td
2
/ A) +( C2+ C2H+ A2C2C2N)

1/ 4+2
+ ( J / 8) +C2 +2

, ( 38)

其中

  J = - [ Q] ( X2/ T ) d
3

= const, ( 39)

另一方面

  +C+2
= d

- 2 +R +2
= 11 ( 40)

因此有

  +C2- 1+2
= +C2 +2

- 2+C+2
+ 1 = +C2+2

- 11 
由于对 <( C) 加上任意常数, 其极值问题的解都不发生改变,可以把 <( C) 改写为

  <( C) = ( Td
2
/ A) +( C2+ C2H+ A2C2C2N)

1/ 4+2
+ ( J / 8) +C2- 1+2

, ( 41)

从而极值问题( 34)转化为

  
求 C

*
( H, N) I V0 = U | U I H

1
per( 01) , +U+ = 1 , 使得

<( C* ) = inf
C( H, N) I V

0

<( C)1 
( 42)

众所周知, 上述极值问题实际上是一个等周问题1 如下的定理是关于一般的等周变分问
题的重要结果:

定理 2
[ 23]  H 是一个Hilbert空间, u0 是 C

1
- 泛函G0( u) 在约束

  C = u | G i ( u) = ci , i = 1, 2, ,, N

下的一个极值点,其中 ci 都是常数 1 则存在不全为0的数 Ki 使得

  6
N

i= 0

KiG
c
i ( u0) = 0, ( 43)

其中, G
c
i ( u) 表示 G i 在u 处的 Frechet导数1 

特别地有
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定理 3[ 23]  假设 G是一个从H 到H1内的 C
1映射,使得对某个 u0, Gc( u0) 是H到H 1的满

射1 如果 u0是 C
1
- 泛函F ( u) 在约束集 M = u | G( u ) = 0 下的极值点,则存在H 1中的元

素 h1,使得 u0是无约束泛函 F ( u) - ( G ( u) , h1) 的极值点, 即

  Fc( u0) - ( Gc( u0) , h1) = 01 ( 44)

我们回到( 42)式1 当约束集是1个球时,即

  SB = u | u I V( 01) , N ( u) := +u +2
= B , ( 45)

问题( 42)的极值点 C* 是无约束泛函

  <( C) + KN ( C) = 0 ( 46)

的临界点,即

  <c( C* ) + KNc( C* ) = 0, ( 47)

其中

  
<( C) = ( Td

2
/ A) +( C2+ C2H+ A2 C2C2N)

1/ 4 +2
+ ( J / 8) +C2- 1+2

,

N ( C) = +C+2
/ 21 

( 48)

简单的计算可以得出,对任意的 G I V0( 01) 有

  A ( C, G) := 3<c( C) + KNc( C) , G4 =

    QQ8
1

Td
2

A

( 1+ A2C2N) CG+ CHGH+ A2 C2CNGN

C2+ C2H+ A2 C2C2N
+

    J
2

( C2- 1) CG + KCG dHdN= 01 ( 49)

对上式应用Gauss定理, 我们立即可以得到如下的定理:

定理 4  极值问题( 42)的 Euler-Lagrange 方程为

  

-
5
5N

A2C2

C
2
+ C

2
H+ A

2
C
2
C
2
N

CN -
5
5H

1

C
2
+ C

2
H+ A

2
C
2
C
2
N

CH +

  
1 + A2C2N

C
2
+ C

2
H+ A

2
C
2
C
2
N

+
J
2

( C2- 1) +
A

Td
2K C= 0,

C( H+ 2P, N) = C( H, N) , C( H, N+ 2P/ d ) = C( H, N) , +C+2
= 11 

( 50)

下面我们讨论如上的方程( 50)解的存在性[ 23] 1 

定理 5  假设 <( C) 和 N ( C) 都是Hilbert空间 V 上的C
1
- 泛函,且有如下的性质:

( � ) <在 V H N ( C) = B 上是弱下半连续和强制的;

( � ) N( C) 在弱序列收敛的意义下是连续的, 且 Nc( C) = 0当且仅当 C= 01 则方程
<c( C) - KNc( C) = 0有一单参数簇的非平凡解( CB, KB) ,其中 B取所有满足N( CB) = B的值,

以及

  <( CB) = min
CI VHN

B

<( C) , ( 51)

  C I NB( C) = C| N ( C) = B   ( B为水平集)1 

注 2

  KB= ( <c( CB) , Nc( CB) ) / + Nc( CB) +1 ( 52)

7  考虑耗散能量影响下的两种流体交界面问题

由于( 32)式是在忽略流体粘性引起的耗散的情况下给出的,当耗散影响不可忽略时, 我们
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可以用一个新的能量泛函来刻画交界面:

  5( R) := Q
2P

0Q
2P/ A

0
T( R

2
+ R

2
H+ R

2
R
2
z )
1/ 2

-
1
8

[ Q] X2R 4 dHdz +

    32LD ( u
^
) :D ( u

^
) 4=

    T
2
d
2

A
+( C2+ C2H+ A2C2C2N)

1/ 4 +2
+

1
8

J +C2- 1+2
+

    32LD ( u
^
) :D ( u

^
) 41 ( 53)

此时两种流体交界面问题就是求如下的极小泛函问题:

  
求 C* I V0( 01) , 使得

5( C* ) = inf
CI V

0
( 0

1
)
5 ( C) ,

( 54)

其中

  

5( C) = <( C) + <2( C) ,

<( C) :=
Td

2

A
+( C

2
+ C

2
H+ A

2
C
2
C
2
N)
1/ 4 +2

+
J
8

+C
2
- 1+2

,

<2( C) := 32LD ( u
^
) :D ( u

^
) 41 

( 55)

极值点 C* 和 K是如下的方程的解:

  5c( C) + KNc( C) = 01 

利用圆柱坐标系下的张量分析理论可知,耗散能( 13)式可以表示为[ 1]

  

32LD [ u
^
] : D [ u

^
]4 = Q8

1

+ Q8
2

B ( u
^
, u

^
) rdrdHdz ,

B( u
^
, u

^
) := 2L

5 u
^

r

5 r

5 u
^
r

5 r
+

5 u
^
H

5 r

5 u
^
H

5 r
+

5 u
^

z

5 r

5 u
^
z

5r
+

  r
2 5 u

^

r

5H- u
^

H
5u

^

r

5H- u
^

H +
5 u

^

H

5H+ u
^

r
5u

^

H

5H+ u
^

r +
5 u

^

z

5H
5u

^

z

5H +

  
5 u

^
r

5z

5 u
^
r

5 z
+

5 u
^
H

5 z

5u
^
H

5z
+

5 u
^

z

5z

5 u
^
z

5z
1 

( 56)

显然,在其它参数固定的情况下, u
^
依赖形状函数 C:

  <2( C) =
d
2

A Q
2P

0Q
2P/ d

0 Q
dC

dC
1

+ Q
dC

2

dC
B( u

^
, u

^
) rdrdHdN , ( 57)

这里用到了( 37)式和 R 1 = dC1, R2 = dC2, 以及

  B( u, u ) = 2L d
- 2 5u r

5r

5 ur

5 r
+

5uH
5 r

5uH
5r

+
5 uz

5r

5 uz

5 r
+

    d
2
r
2 5 ur

5H- uH
5 ur

5H- uH +
5 uH
5H+ u r

5 uH
5H+ ur +

5 uz

5H
5 uz

5H +

    A
2 5ur

5N
5u r

5N+
5uH
5N

5 uH
5N+

5uz

5N
5 uz

5N , ( 58)

  
u
^

= u- u0 = u - XdCeH,

u
^

r = u r, u
^

H = uH- XdC, u
^

z = u
^

z ,
( 59)

从而

  B( u
^
, u

^
) = 2L d

- 2 5u r

5r

5 ur

5 r
+

5 uH

5 r
- Xd

5uH

5r
- Xd +

5uz

5r

5 uz

5r
+
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    d
2
r
2 5 ur

5H- uH
5 ur

5H- uH +
5 uH
5H- Xd + ur

5uH
5H- Xd + ur +

    5 uz

5H
5 uz

5H
+ A2

5 ur

5N
5 ur

5N+
5 uH
5N- XdCN

5 uH
5N- XdCN +

5 uz

5N
5 uz

5N 1 ( 60)

接下来我们讨论 <2在 C处沿着任一方向 G I V0的 Gateaux 导数 <c
2( C) G:

  3<c
2( C) , G4 =

d
2

A Q
2P

0Q
2P

0
B ( u

^

1, u
^

1) | r= RGddHdN- Q
2P

0Q
2P

0
B( u

^

2, u
^

2) | r= RGd dHdN +

    d
2

A Q
2P

0Q
2P

0Q
dC

dC
1

+ Q
2P

0Q
2P

0Q
dC

2

dC
B( u

^
, G) Du

^

DC
+ 4L

5 uH
5N- XdCN GN rdrdHdN 1 

其中,下标指示是哪一个流体1 令

  U( C, H, N) = u
^
( dC, H, N) , �u =

Du
^

DC
, [ U] = U | 2

+ - U2- ,

  [ U]
+

= U | 2+ + U | 2- , [ B ( U, U) ] = B ( U, U) | 2+ - B ( U, U) | 2- ,

则有

  3<c
2( C) , G4 =

d
2

AQ
2P

0Q
2P/ d

0
[ B ( U, U) ] Gd dHdN+

    d
2

A Q
2P

0Q
2P/ d

0 Q
dC

dC
1

+ Q
2P

0Q
2P/ d

0 Q
dC

2

dC
2B ( u

^
, �u) G+

    4L
5uH
5N- A

2
XdCN GN rdrdHdN1 ( 61)

进一步,令

  B( u
^
, �u ) = B0( u, �u ) + B 1( C, �u ) , ( 62)

其中

  

B0( u , �u) = 2L d
- 2 5ur

5r

5�u r

5r
+

5 uH

5r

5�uH
5r

+
5uz

5r

5�u z

5r
+

  d
2
r
2 5u r

5H- uH
5�u r

5H- �uH +
5 uH
5H+ ur

5�uH
5H+ �u r +

5 uz

5H
5�u z

5H +

  A2
5 ur

5N
5�ur

5N+
5 uH
5N

5�uH
5N+

5 uz

5N
5�uz

5N
,

B1( u
^
, �u) = B1( C, �u ) = - Xd

5�uH
5H+ �ur - A

2
XdCN

5�uH
5N- Xd

5�uH
5r

1 

( 63)

为简单起见,令

  
�B ( u, �u ) = Q

dC

R
1

+ Q
R
2

dC
B0( u, �u) + B 1( C, �u) rdr ,

�u = Q
dC

R
1

+ Q
R
2

dC
urdr , �uH = Q

dC

R
1

+ Q
R
2

dC
uHrdr1 

( 64)

综合起来, ( 61)式改写为

  3<c
2( C) , G4 =

d
2

AQ
2P

0Q
2P/ d

0
[ B ( U, U) ] Gd dHdN+

    d
2

A Q
2P

0Q
2P/ d

0
2�B ( u, �u ) G+ 4L

5�uH
5N+ A2

R
2
1- R

2
2

2
XdCN GN dHdN 1 ( 65)

类似于( 50)式,我们在下面的定理中给出极值问题( 54)相应的 Euler-Lagrange方程:

定理 6  极值问题( 54)的 Euler-Lagrange 方程为
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-
5
5N

A
2
C
2

C2+ C2H+ A2C2C2N
CN -

5
5H

1

C2+ C2H+ A2C2C2N
CH -

  4LA
Td

2

52�uH
5N2

+ A2
R
2
1- R

2
2

2
Xd 52 C

5N2
+

  
1 + A2C2N

C2+ C2H+ A2 C2C2N
+

J
2

( C2- 1) +
A

Td
2K C+

  1
T

[ B ( U, U) ]
+
+ 2[�B ( u, �u ) ] = 0,

C( H+ 2P, N) = C( H, N) , C( H, N+ 2P/ d ) = C( H, N) , +C+2
= 11 

( 66)

注 3

  [ B( U, U) ] = A ( [ U] , [ U]+ ) -

    A22Xd CN
5 uH
5N

+
5 uH
5H

- 2
5 u r

5H
[ uH]

++ 2
5 uH
5H

[ ur ]
+ , ( 67)

这里我们用到 [ U] = 0和

  A ( u, v ) := 2L d- 2 5 u r

5 r

5 v r

5 r
+

5 uH

5 r

5 vH

5 r
+

5 uz

5 r

5 v z

5 r
+ d2r 2

5 u r

5H
5 v r

5H +
5 uH

5H
5 vH

5H+
5 uz

5H
5 v z

5H
+

    A2
5 ur

5N
5 v r

5N+
5 uH
5N

5 vH
5N+

5 uz

5N
5 v z

5N 1 ( 68)
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Geometric Shape of Interface Surface of Bicomponent

Flows Between Two Concentric Rotating Cylinders

LI Ka-i tai,  SHI Feng

( College of Scien ce , Xican Jia oton g Un iver sity , Xi. an 710049, P . R . China )

Abstract: The shape problem of interface surface of bicomponent flows between two concentric rotat-

ing cylinders is investigated. By the tool of tensor analysis, this problem can be reduced to an isoper-i

metric problem of energy functional when neglecting the effects of dissipative energy caused by viscos-i

ty. The associated Euler-Lagrangian equation, which is a nonlinear elliptic boundary value problem of

second order was derived. Moreover, in the case of considering the effects of dissipative energy, another

total energy functional with dissipative energy to characterize the geometric shape of interface surface

was proposed, and the corresponding Euler-Lagrangian equation which is also a nonlinear elliptic

boundary value problem of second order was obtained. Thus, the problem of geometric shape is trans-

formed into the nonlinear boundary value problem of second order in both cases.

Key words: bicomponent flow; interface surface; Navier-Stokes equation; two concentric rotating

cylinders
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