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摘要 :  对幂率流体层流平板边界层的解析解进行了研究1 对该问题提供了 Adomian 分解方法并

且推导出了问题的级数形式的近似解析解,该近似解析解具有快速收敛性和易于计算性1 对不同

的幂率给出了方程的近似解析解和相应的壁摩擦因数近似值, 最后对近似解所推出结果和所得壁

摩擦因数与文献中的数值解进行了比较验证, 证实了该文提出的解析近似方法的准确性和可靠

性,说明了该近似解能够应用于提供所研究问题的壁摩擦因数1 
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引   言

近年来,由于非Newton流体流动在工程技术例如热轧、玻璃纤维、造纸、塑料薄膜拉伸、金

属和聚合物挤出、拔丝等领域中的应用越来越广泛, 因此非 Newton 流体边界层问题特别是如

何预测和计算非 Newton流体在运动中的行为,成为科学家非常热心关注的问题1 在自然现象
和工业中绝大多数流体流动都是非 Newton 流体, 非 Newton流体不满足Newton流体的基本性

质,其边界层数学模型相对要复杂,研究起来比Newton 流体要困难很多1 在流体运动边界层

中拖曳力对流体运动状态起着主要作用,拖曳力即流体运动中的阻力的产生是由于边界层中

流体之间有表面摩擦,边界层中的拖曳力是流体和物体表面特性共同作用的结果
[ 1] 1 通过研

究和求解边界层的数学模型计算出流体的拖曳力,进而确定出流体在运动中的相应行为是研

究的热点课题1 

Schowalter[ 2] , Acrivos等人[ 3]首先将边界层理论应用于非 Newton 流体绕流平板问题,并推

导出了边界层问题相似解存在的条件1 后来, Nachman和 Callegari[ 4]通过引入 Crocco 变量,将

拟塑性流体边界层简化为非线性奇异边值问题, 并建立了解的存在性、唯一性和解析性1 

Howell[ 5]和 Rao等人[ 6]研究了幂率流体绕流连续运动平板边界层的动量和热量传输行为1 近

来, Zheng 等人
[ 7- 8]

, Lu和Zheng
[ 9]
讨论了幂率流体以定速顺流或逆流连续运动平板边界层问
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题,证明了问题解的存在性、唯一或非唯一性,而且得到了边界层的壁摩擦因数的数值结果1 
然而,以往的文献主要集中在讨论边界层问题解的存在性、唯一性、解析性或者进行数值

计算上,但比较重要的边界层问题的近似解析解却仍然没有得到很好的解决1 
本文研究置于静止幂律非 Newton流体介质中连续运动平板表面的层流边界层问题, 平板

的速度为 Uw,此时边界层起源于平板尾部,在垂直平板方向边界层的厚度逐渐增加, 如果将坐

标原点建立在边界层起点处,并分别取平板运动方向和垂直于平板方向为X 轴和Y 轴正方向,

则其控制方程为[ 1, 10- 13] :

  5U
5X +

5V
5 Y = 0, ( 1)

  U
5U
5X + V

5U
5 Y =

5
5 Y C

5U
5 Y

N- 1 5U
5 Y , ( 2)

这里, X、Y 轴沿着和垂直于平板方向, U和V 分别为平行于和垂直于平板的速度分量,其中

K | 5 U/5 Y |
N- 1

(5 U/5 Y) 为剪切应力, C| 5U/ 5 Y |
N- 1

( C= K / Q) 可视为运动黏度系数1 N =

1对应于Newton流体, 0 < N < 1描述的是拟塑性非Newton流体, N > 1相应于涨流形流体1 
相应的边界条件为

  U | Y= 0 = Uw, V | Y= 0 = 0, U | Y= + ] = 01 ( 3)

对N = 1的 Newton流层流边界层已经有许多科学工作者做过研究, Schowalter[ 2]和Acrivos

等人[ 3]将边界层理论引入到对 N X 1的幂率流体层流边界层的研究中, 在这些先驱者工作的

基础上,近年来幂率流体边界层的研究得到了不断的推进
[ 6- 15] 1 

1  边界层模型的转化

为了研究的需要,定义以下无量纲变量:

  x = X / L0, y = (NRe )
1/ ( N+ 1)

Y/ L0, u = U/ Uw,

  v = (NRe)
1/ (N+ 1)

V/ Uw, NRe = QU
2- N
w L

N
0 / K ,

这里, L0是一特征长度, 速度 Uw > 01 将以上提到的无量纲变量代人方程(1) ~ (3) 并且引入

流函数 W( x , y ) 和相似变量 G[ 7- 9, 11]
:

  W= Ax
L
f ( G) , G= Bx

B
y , ( 4)

这里, A、B、L、B是待定的常数, f ( G) 为无量纲流函数 1 速度分量可分别表述为 u = 5W/ 5y
和 v = - 5W/ 5x1 再将式 (4) 代人方程(1) ~ ( 3) ,并令 B= - L, AB = 1, L= 1/ ( n + 1) 和 B

= ( n + 1)- 1/ ( n+ 1)
, 我们能得到边界层问题( 1) ~ ( 3)的相似解方程:

  ( | f
d
( G) |

N- 1
f

d
( G) )c+ f ( G) f

d
( G) = 0, ( 5)

  f (0) = 0, f
c
(0) = 1, f

c
( G) | G= + ] = 01 ( 6)

当 N = 1时方程( 5)和( 6)称为Sakiadis方程,且方程( 5)和( 6)蕴含着当 G I (0, + ] ) 时

f
d
( G) < 0和 f

d
(+ ] ) = 01 再引入以下广义 Crocco变量和相似变换变量变换:

  g( z ) = [- f
d
( G) ] N , z = f

c
( G) ,   z I [ 0, 1) , ( 7)

这里, z ( = f
c
) 作为一个独立变量表示无量纲切向速度, g( z ) ( = (- f

d
)
N
) 表示剪切力1 将式

( 7)代入方程( 5)和( 6)能转化为下面的非线性两点奇异边值问题:

  gd( z ) = - zg
- 1/ N

( z ) ,   0 < z < 1, ( 8)

  g(0) = 0, gc(1) = 01 ( 9)

根据转化过程方程( 8)和( 9)只有正解才具有实际的物理意义1 
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2  Adomian近似解析解结果

Adomian分解方法是已经被证明为求解涉及非线性算子的一种非常方便和有效的的方

法, Adomian分解方法的特性是对非线性方程中最复杂的非线性项提出巧妙的方法, 产生一个

与之等价的多项式, 用一个特殊的有规律的可求的多项式(即 Adomian多项式)替代非线性函

数1 Adomian多项式只由前面的低阶解分量和非线性项确定1 Adomian分解方法得到问题的

解为一个特有的级数,这个级数的优点是其具有快速的收敛性, 我们可用该级数的前几项作为

问题的近似解, 其理论依据在文献[ 16]中已经得到证明, 下面我们将 Adomian分解方法引入到

求解本文研究的边界层问题中来1 

为了得到方程( 8)和( 9)的近似解析解,我们需要再进行一次变量变换: x = 1- z , y ( x ) =

g ( z ) , 则方程( 8)和( 9)转化为

  y d( x ) =
x - 1

y
1/ N

( x )
,   0 < x < 1, ( 10)

  yc(0) = 0, y (1) = 01 ( 11)

根据方程( 6)和( 7) ,我们可得 [- f
d
(0) ] N = g( 1) = y (0) ,因此我们可以记[- f

d
(0) ] N =

g (1) = y (0) = A(这里 A是 1个待定的重要参数,表示壁摩擦因数) ,可以看出 A是非负的 1 
将方程(10) 从 0到 x 积分两次可得

  y ( x ) = A+ L
- 1 x - 1

y
1/ N 1 

其中

  L
- 1

= Q
x

0Q
x

0
(#)dxdx

表示二次积分算子, 令 y ( x ) = 6
]

n= 0yn ( x ) 可得

  6
]

n= 0

y n( x ) = A+ L
- 1 6

]

n= 0

An ( x ) ,

这里, A n是Adomian多项式,用来替代非线性项( x - 1) / y 1/ N 1 根据Adomian分解法,具有下面

的迭代关系:

  
y0( x ) = A, y 1( x ) = L

- 1
( A 0) ,

y2( x ) = L
- 1
( A 1) , ,, yn ( x ) = L

- 1
( A n- 1) ,

( 12)

我们将方程( 10)和( 11)表示为四阶近似解,更高阶的近似解可以用类似的方式得到, 下面

计算出本问题Adomian多项式:

  

A 0 =
x - 1

y
1/ N
0

, A 1 = -
1
N
y 1

x - 1

y
1/ N+ 1
0

,

A 2 =
1
2

1
N

1+
1
N

( x - 1) y 2
1

y
1/ N+ 2
0

-
1
N

( x - 1) y 2

y
1/ N+ 1
0

,

A 3 = -
1
N

( x - 1) y3

y
1/ N+ 1
0

+
1
N

1+
1
N

( x - 1) y 1y 2

y
1/ N+ 2
0

-

    1
6

1
N

1 +
1
N

2 +
1
N

( x - 1) y
3
1

y
1/ N+ 3
0

1 

( 13)

将式( 13)代人方程( 12)能够得到下面的结果:
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y0 = A,

y1 =
1

a
1/ N

1
6
x

3
-

1
2
x

2
,

y2 =
- 1

360NA1+ 2/ N (2x 6
- 12x 5

+ 15x 4
) ,

y3 =
N + 1

72N2A2+ 3/ N
x

9

72
-

x
8

8
+

5x
7

14
-

3x
6

10
+

  1

360N2A2+ 3/ N
x

9

36
-

x
8

4
+

9x 7

14
-

x
6

2
,

y4 =
- 1

360N3A3+ 4/ N
x

12

4 752
-

x
11

396
+

5x 10

504
-

x
9

63
+

x
8

112
-

  N + 1

72N
3
A

3+ 4/ N
x

12

9 504 -
x

11

792 +
3x

10

560 -
23x

9

2 520 +
3x

8

560 -

  N + 1

360N3A3+ 4/ N
x

12

396
-

x
11

33
+

23x10

180
-

2x 9

9
+

15x 8

112
-

  (N + 1) (N + 2)

6N3A3+ 4/ N
x

12

28 512
-

x
11

2 376
+

x
10

540
-

x
9

288
+

x
8

448
,

( 14)

其它的项也可类似得到1 基于式( 14)我们可得方程( 10)和( 11)的四阶近似解:

  y ( x ) = y 0( x ) + y 1( x ) + y 2( x ) + y 3( x ) + y 4( x ) 1 
进一步,方程( 8)和( 9)的近似解就很容易地表示为

  g( z ) = y 0(1- z ) + y 1(1 - z ) + y 2(1 - z ) + y 3(1- z ) + y 4(1- z ) 1 ( 15)

表 1 壁摩擦因数的 Adomian近似解结果和数值解对比

指数 N = 0. 6 N = 0. 8 N = 1. 0 N = 2.0 N = 3. 0 N = 5. 0

Anum 0. 734 4 0. 671 5 0. 625 4 0. 506 3 0. 455 8 0. 410 6

AAdomian 0. 734 5 0. 672 7 0. 626 7 0. 506 7 0. 456 0 0. 410 6

指数 N = 8. 0 N = 10 N = 20 N = 50 N = 200

Anum 0. 383 0 0. 373 5 0. 353 8 0. 341 5 0. 335 4

AAdomian 0. 383 0 0. 373 4 0. 353 7 0. 341 6 0. 335 4

 图 1 无量纲剪切应力分布图

( N = 0. 6 ~ N = 20. 0 )

  我们研究的主要关注点是用条件( 9)得出 A(即壁

摩擦因数) 的值 1 实际上很容易看出对任意1个给定

幂率指数 N,只要我们应用条件 g(0) = 0到方程(15)

中,就能立即得到相应的壁摩擦因数 A的值1 另一方

面,在文献[ 7] 中作者应用打靶法计算出了与一些幂

率指数 N 相应的壁摩擦因数 A的数值结果1 为了验
证Adomian近似解( 15)的可靠性和有效性, 我们记文

献[ 7]中的壁摩擦因数 A的数值结果为Anum, 由Ado-

mian近似解得到的壁摩擦因数 A值记为AAdomian1 文
献[ 7]中壁摩擦因数的数值结果和由本文 Adomian近

似解得到的结果对比如表 1所示1 
进一步, 当N = 1时方程( 5)和( 6)称作Sakiadis方程1 因为 [- f

d
(0) ]

N
= g(1) = y (0) =
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A蕴含着当N = 1时 f
d
( 0) = - y (0) = - A,所以我们有当N = 1时 f

d
(0) = - 0. 626 7, 这与

文献[ 17]计算出的- 0. 625 4只有 0. 2%的误差1 对任意一个给定幂率指数 N ,由方程(15) 和

相应的壁摩擦因数我们很容易得到无量纲剪切应力分布, 如图1所示1 从图1可以看出壁摩擦

因数 A随着幂率指数N 增大而减小,即幂率指数N 小的幂率流体对壁面和边界层内流场施有更

大的剪切力1 以上这些结果从不同角度证明了所得的Adomian近似解的可靠性和有效性1 

3  结   论

对置于静止幂律流体中的一个连续平板流动边界层问题进行了相似分析,边界层方程可

以通过引入适当的相似变换和 Crocco 变换将控制方程转化为常微分方程两点奇异非线性边值

问题, 并利用 Adomian分解法对该类问题提供了一种有效的解析分解方法1 通过引入 Adom-i

an分解法能够得到该边值问题的一个易于计算和快速收敛级数形式的解,从而得到该问题的

近似解析解,所得的近似解析解能够成功应用于计算壁摩擦因数的近似值和提供无量纲剪切

应力分布图1 将所得结果与文献中的数值解结果进行了比较,结果验证了得到的 Adomian近

似解有相当高的精度1 
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Analytical Approximate Solutions and the Approximate

Value of Skin Friction Coefficient for the Boundary

Layer of Power Law Fluids
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Abstract: A theoretical analysis for laminar boundary layer flow in power law non- Newtonian fluid

was presented. The Adomian analytical decomposition technique was presented and an approximate

analytical solution was obtained. The approximate analytical solution can be represented in terms of a

rapid convergent power series with elegantly computable terms. The reliability and efficiency of the

approximate solution were verified using numerical solutions. Moreover, the approximate solution can

be successfully applied to provide the values of skin friction coefficient in the power law non- Newto-

nian fluid.

Key words: power law fluid; nonlinear boundary value problem; Adomian decomposition
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