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摘要 : 基于 M~ n 方程
,

给出了导电薄板的非线性磁弹性振动方程
、

电动力学方程和电磁力表

达式
.

在此基础上
,

研究了横向磁场中梁式导电薄板的磁弹性组合共振问题
,

应用 Cal e南 n 法导出

了相应的非线性振动微分方程组
.

利用多尺度法进行求解
,

得到了系统稳态运动下的幅频响应方

程
,

分析了组合共振激发的条件
.

根据 U apu n o ,

近似稳定性理论
,

对稳态解的稳定性进行了分析
,

得到了稳定性的判定条件
.

通过数值计算
,

给出了一
、

二阶模态下共振振幅随调谐参数
、

激励幅值

和磁场强度的变化规律曲线图
,

以及系统振动的时程响应图
、

相图
、

Poi n c 印涟映射图和频谱图
,

进一

步分析了电磁
、

机械等参量对解的稳定性及分岔特性的影响
,

并讨论了系统的倍周期和概周期等

复杂动力学行为
.

关 键 词 : 磁弹性 ; 导电薄板 ; 组合共振
; 稳定性 ; 多尺度法
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引 言

随着航空航天
、

核工业
、

磁悬浮运输
、

机电动力系统及大型设备等现代科技领域的快速发

展
,

导电导磁结构件的应用愈来愈广
,

而对复杂电磁场环境中系统力学特性的分析
,

也 日益引

起人们的广泛关注
.

因问题的研究需考虑到电磁场
、

机械场等多场间的相互作用
,

从而在模型

建立和方程求解方面具有一定难度
,

是当前研究的热点问题
,

具有理论和实际意义
.

近几十年
,

电磁弹性力学理论得到了较快的发展
,

并取得了许多重要成果
.

Pao 等人【’
一

, 〕

是用理性力学与公理化体系方法建立电磁弹性力学理论的奠基者
,

文献 [4
一

6〕分别从理论和实

验的角度研究了铁磁梁的动力稳定性问题
,

文献〔7
一

8〕对磁场和热载荷作用下薄板的动
、

静态

稳定性进行了研究
.

在导电材料板壳磁弹性振动问题的理论研究中
,

A 耐、四咖
H 等人〔9

一

l0] 做

了一些开创性的工作
,

得到了很多有价值的成果
.

文献〔11
一

12 ]分别对电流和脉冲磁场作用下

导电板的动力学特性进行了分析
,

文献〔13 ]研究了大型发电机端部绕组的电磁弹性共振与分

岔问题
.

因影响系统运动的因素较多
,

作用形式也较为复杂
,

尚有许多问题有待于做进一步的

研究
,

而磁弹性藕合系统的非线性振动
、

分岔以及混沌动力学问题是一个主要研究内容
.

在文献〔14
一

巧」的基础上
,

本文首先给出了磁场环境下导电薄板的非线性磁弹性振动方程

和电磁场方程
,

并对横向磁场中薄板的磁弹性组合共振与稳定性问题进行了研究
.
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度法
,

导出了共振下的幅频响应方程
,

分析了解的稳定性
.

通过算例
,

给出了相应的振幅特性

曲线图和动力响应图
、

Po inc 毗 映射图等
,

并对电磁
、

机械等参量的影响效应进行了分析
.

1 导电薄板的非线性磁弹性振动方程

对于图 1 所示外加磁场 B (B0
: ,

B0
, ,

B0
:

)环境中运动的导电薄板
,

考虑机械场与电磁场的

相互作用
,

根据虚功原理
,

可建立直角坐标系 口%声(xy 为板的中面
, :
为法向)下薄板的非线性

磁弹性振动方程【’4〕
:

六
Nx

, 二
+

心
, , +

凡
, +

心
, : +

从
,

。 +
岭

,

。
·

心
w

, ,

)
, :

m
x , x + m 了

= Phu , “ ,

+ (风w
、

+
了 , J

/
, ,

, , ,
一

,

!

l

丫z+
下

、.产

戈

, , + 凡 + p
: =

h/2

h/ 2

(3 )

式中
,

曲内力

砷w
,
【

Nx
、

戈
、

,

Px
·

凡

心 为中面内力
,

Mx
、

此
、

Mxr 为弯
、

凡为机械载荷
,

Fx
、

凡
、

Fz 为电磁
图 1 磁场中的导电薄板

力
,

m : 、

咚 为电磁力矩
,

p 为材料密度
,

h 为板厚
,

t 为时间变量
.

考虑非极化
、

非磁化的良导电体材料运动薄板
,

其内部介质各电磁量满足的 Me

xwe n 方程为

V
·

B 二 0
,

V
·

D = 0
,

V x E = 一 B
, : ,

V x H = J ; (4 )

所受 助花nz 力矢量表达式为

f(人
,

寿
,

关)
二 J / B ; (5 )

电磁关系式为

B = 。。E
,

B 二 产。H
,

J 二 。(E + u
, ‘ X B ); (6 )

式中
,

B (B
: ,

凡
,

Bz )为磁感应强度矢量
,

H (从
,

凡
,

Hz )为磁场强度矢量
,

J( Jx
,

Jy
,

Jz )为电流

密度矢量
,

D (Dx
,

D , ,

Dz )为电位移矢量
,

E (Ex
,

凡
,

Ez )为电场强度矢量
,
“ (叭

, “, ,

uz )为体内

各点的位移矢量
,
。为电导率

,
。。为真空介电常数

,

产。为真空磁导率
,

符号 ? 为 H an lilto n

算子
.

当薄板在外界磁场 B 。(B0
二 ,

B0
, ,

B0
:

)环境下运动时
,

体内的各电磁量可表示为[9, ’4 ]

H (Hx
,

凡
,

从 )
二

H0 (H0
二 ,

H0
, ,

H0
:

) + h (h
: ,

h, ,

气)
,

(7 a
)

B (Bx
,

B , ,

Bz )
二 B 。(B 。

: ,

B 。, ,

B 。
:

) + b (b
: ,

b, ,

b
:

)
,

(7b )

E (Ex
,

Ey
,

Ez )
二 e (

e : , e , , e:

)
,

(7 e
)

D (Dx
,

几
,

从 )
二 d (dx

,

心
,

成)
,

(7d )

式中
,

h
、

b
、

,
、

d 为扰动后激发产生的各电磁矢量
.

而 B 。满足静磁场方程
:

甲
·

B O = 0
,

7 x B O = 0
.

(8 )

这样
,

在薄体磁弹性基本假设 [0] 基础上
,

联立方程(4 )
一

(6)
,

并对
:
从

一 h /2 到 h/2 进行积

分
,

可推得如下磁场作用下导电薄板的电动力学方程和电磁力表达式
:

电动力学方程
、.了
‘、,产、,少

Q少
�日,1

Z子‘、,
.二‘..二

/
几
、z

‘
、

h
: , 二 + 。 ( e ,

一 。 (‘

一 u , ‘
Bo

:

+ 。 , : Bo
:

h套
一 h二

从
,

,
切

0 ;

‘
B 。

:

)
‘
B o , ) h岁

一 h歹

) / h

) / h

J

‘
/‘、

,

e y
,
: 一 e : , , + 产o h: , ‘ =

电磁力 (力矩 )表达式

Fx 二 。hB 。
:

( e , 一 u
, :
B 。

: + 二
, ‘
B 。

:

) ( 12 )
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凡
二 一

ahB
。:

(
e : + 。, : B。

: 一 w
, :

Boy
)

,

(13 )

凡
二
诚B。, (e: + 。

, : B 。
: 一 w

, : B。, )
一

ah B。
:

(‘
一 u , , B。

: + w
, :

B。
:

)
,

(14 )

mx
二
砧, B名尹

, : ‘/ 12
,

心
二

ah , B名
: w

,

产/ 12 ; (15 )

上面各式中
, “

、 。 、
w
分别为沿坐标

:
、

y
、

: 方向的中面位移分量
,

心
二 h

:

(
: ,

y
,

h /2
,

t )
、

从
二

h
:

(
:

小
一 h/2

,

t) 为板面处的扰动磁感应强度分量
.

2 横向磁场中导电薄板的组合共振问题

研究恒定横向磁场 B 。(0
,

0
,

B0
:

)中受法向动载Pz 作用的两对边(: 二 0
,

l) 简支梁式导电

金属薄板
,

并设 Pz
二 p 。[

sin
(7t : /l ) + si n (2 : : /l )」co

s众
.

因各量与 y无关
,

则上面给出的振动

方程及电磁方程可得到相应的简化
,

这样可推得如下仅关于挠度 w 的非线性磁弹性振动方

程
:

刀砂
,

~
+

Ph
w

, ‘: 一 3 D , (w
, :

), w
,

二/2
一
诚 3召若zw

,

二 / 12 -

尸。[
sin

(: x / l) + sin
(2 7r x / l)〕

eo s口t 二 0
,

(16 )

式中
,

D , 二

Eh /( 1 一 , 2 )为拉伸刚度
,

如
二

Eh 3 /( 1 一 , 2 )/l 2为弯曲刚度
,

E 为弹性模量
, ,

为

Po is so n

系数
,

尸。为激励幅值
,

口为激励频率
.

在考虑一
、

二阶模态情况下
,

可将满足边界条件的位移解展为如下形式
:

w 二 p l(: )
sin (7r : / l) + p Z (r )

sin
(2 : x / l)

.

将上式代人方程(16 )中
,

并应用 Gle 人in 积分法
,

可推得如下以位移形式表示的无量纲化

两自由度振动微分方程组
:

奋, + 。, 二 一 。, ;寸; 一 。, , 2、1 。圣
一 。, 2 ,卜 , 3 eo s。。r ,

(17 )

宁: + 16。: 二 一 4。, 1夕: 一 。刀;2、子、
: 一 16 。, 2。孟

+ , 3e o s。。r ,

(15 )

式中
,

, , 二
诫, 丑吕

:

(耐 l), / (一2脚声)
,

, 2 二 3肺 (: / l)4 / (8脚认)
,

, 3 二 p。/ (Ph
, 。几)

,

, 12 二

3刀Nh (二 / l)4 / (脚奈)
, 。。 二

(: / l)2

丫万蔽泳
;无量纲量

: 二 。。,
,

。1 二 p , / h
,

。: 二 p Z / h
,

口。 二

口/ 。
。 ;夕1

、

叮, 和 呼:
、

叮:
分别表示对

: 的一阶和二阶导数
, 。为小参数

.

当频率之间满足如下关系式时
,

将会激发起系统的组合共振
,

2口。 二 。 ; + 。 2 + 。占 二 5 + 砧
,

(19 )

这里
,

。 : 二 1 和 。 : 二 4 为对应式(17)
、

(18 )的一
、

二阶无量纲化线性固有频率
,

占为调谐参数
.

下面利用多尺度法 [’们7〕进行近似解析求解
.

在考虑 1阶近似情况下
,

设

叮。 (: , 。)
二 叮m 。(T0

,

T l) + 。g 二 1(T0
,

T l)
,

(20 )

这里
,

引人的时间尺度 T0
二 :

、

T ; 二 。:
,

m 二 1
、

2 (下同)
.

将式(20 )代人方程(17 )
、

(18 )中
,

令 。 的同次幂项系数相等
,

得到
D吕、

,。 + 。l。 =
,

3 e o s。。T0
,

(2 1)

D吕、, + 16。加 二 , 3 e o s。。T0
,

(22 )

D吕。
, ; + 。1, 二 一 ZD o D , 。,。 一 , ID 。。1。 一 , 2。礼

一 , ;2 0 1。。弘
,

(23 )

D吕、
2 , + 16 0 2, 二 一 Z D o D , , 加 一 4 , , D 。。龙 一 16 , 2、弘

一 , 12 , 钻。为
,

(对 )

式中
,

D 。 二 刁月 T0
,

D , 二 日月 T ;
,

D吕
二 沪月2

玲
.

方程(21 )
、

(22 )的解可写为如下复数形式
:

叮1。 二 A l
(T ,

)
ex p (iTO ) + A lex p(i习o TO ) + e

.

e
. ,

(25 )

q加 = AZ (T ; )
e x p (4iTO ) + A Ze x p(i口。T0 ) + e

.

e
. ,

(26 )

式中
,

A ; 二 刀3 (1 一 。吕)
一’/2

,

A : = , 3 (16 一 口吕)
一 ’

/2
,

A ,
、

A : 为待定的复函数
,

i, 二 一 l
, c

.

。
.

代表
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前面各项的共扼复数项
.

将表达式(25 )
、

(26 )代人方程(23 )
、

(24 )中
,

根据消除久期项的条件
,

整理后得到 A l 和 灰

满足的关系式为
i(ZA ;

+ 刀IA 2 ) + 3 , ZA子元
, + 6 , ZA IA卜 2 专12 A IA圣

+

2专12 A IA2 A 2 + 2专12 A ZA IA Zex p (i占T l) 二 0
,

(27 )

i(sA玉
+ 16 , IA 2) + 48 , ZA圣又

: + % , ZA ZA圣
+ 2 , 12 A 2 A子

+

2 , 12 A I又IA : + 2 , 12元IA IA Zex p (i占T l)
二 0

,

(25 )

式中的
“ ‘”

表示对 T l的一阶导数(下同)
.

再令 A。 二 a 。ex p (i风)/2
,

并将其代人方程(27 )
、

(28 )中
,

进行实部和虚部分离后得到
a

;
二 一 , ; a , /2

一 , , ZA IA Z a Zsin ,
,

(四)
a

玉
二 一 2 , la : 一 , 12 A IA Z a lsin z /4

,

(30 )
a ,

风
二 3 , Z a

}/ 8 + 3 , ZA子
a l + , 12 A圣

a , + 刀12 a l a

圣/4
+ , 12 A IA , a Ze o s ,

,

(3 1)
a Z

几
二 3 , Z a

呈/2
+ 12 刀ZA圣

a : + 专12 A子
a Z/4 + , 12 a

子
a Z/ 16 + , 12 A IA Z a le o s , /4

,

(32 )

这里
,

y 二 占T l 一 月; 一

几
·

方程(29 )
一

(犯)可进一步改写为如下形式
:

a

i
二 一 , l a l/2

一 4 Fa Zsin ,
,

(3 3)
a

乏
二 一 2 , , a : 一

Fa l sin ,
,

(抖 )

丫 二 占一
(3 , 2 /8 + , 12 / 16 )

a

}
一

(3 , 2 /2 + , 12 /4 )
a

圣
-

F (4
a 2 / a l + a l / a Z)

eo s 7 一 H l 一
H2

,

(35 )

式中 F 二 , 12 A IA Z/4
,

H , 二 3 , ZA子
+ , 12 A圣

,

H2
二 12 , ZA圣

+ , 12 A子/4
.

在分析稳态响应时
,

令
。

;
二 。

玉
二 0

、

丫
二 0

,

则在方程(3 3)
一

(35) 的基础上消去 )
,

可得

到如下关于稳态解
a l 和

a : 的代数方程组
:

a l 二 4 a 2
,

25 ,子/4
+ [占

一
(15 , 2 /2 + 5 , ;2 /4 )

a

圣
一

(H , + H2 )〕,
二
乃 r ,

.

(36 )

(37 )

若激励项为单个正弦动载的作用形式
,

通过分析可知
,

组合共振情形不会被激发
.

3 稳定性分析

下面对薄板在磁弹性组合共振下稳态解的稳定性进行分析
.

根据 li apu n o v
稳定性近似理

论
,

稳态运动下定常解在微小扰动下的稳定性
,

将依赖于方程(33 )
一

(35) 的一阶近似系统右端

系数矩阵的特征值
.

为此
,

通过相应的 Jac ob i矩阵形式并考虑到稳态解满足 a’l
二

碗
二 0

、

丫

二 0 的条件
,

可得到如下判定系统稳态解稳定性的特征方程
:

(3 8). 矛0一一

1/51/5以声声/2aa
.

勺小如
.

刃

1工工J

2亏l

一 2 专1 一 久

+ 3 G I/ (5
a 2 )G Z 月

(15 , 2 /2 + 5 ,
12 /4 )

a

圣
,

G : 二 一
(3 , : + ,

12/2 )
a Z

·

对式(38 )进行展开
,

进一步得到

几3 + e l入2 + e Z几 + e 3 二 0
,

(39 )
c‘(i 二 1

,

2
,

3) 为相应的系数表达式
.

中中式式

根据稳定性理论可知
,

只有当全部特征根均有负实部时
,

解才是稳定的 ;否则
,

只要有一个

特征值的实部取正值
,

解就是不稳定的
.
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4 数值结果分析

对于铝制材料薄板
,

给定相应的参数【’4
一

‘5〕
,

通过编程计算
,

图 2 一

图 5 分别给出了对应一
、

二阶模态下共振振幅随调谐参数
、

激励幅值和磁感应强度的变化特性曲线图(实线代表稳定

解
,

虚线代表非稳定解)
.
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由图 2 和图 3 的幅频图可见
,

共振曲线呈现硬特性
,

而随调谐参数由左至右逐渐增大并达

到一定值后
,

平凡解失去稳定性
,

同时激发了稳定的非平凡共振解
,

发生超临界叉型分岔 ; 当

调谐参数继续增大并穿越第 2 个分岔点后
,

系统又增加了 1 个不稳定的非平凡解
,

呈现多值
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现象
.

同时亦见
,

共振曲线相对于调协参数的零点 (。占
二

0) 向右均呈现不同程度的偏移
,

且

随激励幅值的增大(图 2) 或板厚的减小(图 3) 偏移程度加大
.

由图 4 中曲线可见
,

只有激励幅值达到一定值的硬激励情况下
,

才会激发起系统的组合共

振
,

并产生稳定(上支)和不稳定(下支)的两个非平凡解
,

而每种情况对应的分岔点几乎相同
.

比较图中 3 条曲线亦可看出
,

对应的共振振幅随调协参数的增大而增大
.

由图 5 中曲线可见
,

在共振区域内
,

系统亦存在稳定和不稳定的两个非平凡解
.

而当磁感

应强度增大并达到一定值时
,

产生鞍结分岔
,

共振现象随之消失
,

说明可通过磁场强度的适当

调整而达到控制系统共振的目的
.

同时从图 2 一
图 5 中可见

,

一
、

二阶模态下的分岔点是相同
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的
,

但幅值相差 4 倍
,

这与式(36)
、

(37) 描述的情况是一致的
,

即随确定参量的变化
,

一
、

二阶模

态下所对应系统运动性态的改变是同时发生的
.

在给定激励幅值 (P0
二 2 5的N / 扩)和板厚(h

二 4
llun )情况下

,

图 6分别给出了不同调协

参数下的时程响应图
、

相图
、

Poi nc 疵 映射图和频谱图
.

由图可见 (B0
: 二 0

.

ST)
,

当砧
= O时

,

共振没有被激发
,

系统做外激励引起的稳定单频周期运动
,

相图为 1条封闭的圆环
.

当劝
二

0
.

1时
,

共振被激发
,

并与强迫激励响应叠加
,

对应一
、

二阶模态下系统存在 2 个频率成分
,

Po inc 毗 映射图上呈现环状的点集
,

系统表现为概周期运动形式
.

当叻
二 0

.

16 时
,

一阶模态下

的主要频率成分变为 3 个
,

二阶模态下存在更多的频率成分
,

相图呈现多圈相套的封闭曲线
,

为倍周期运动形式
.

之后
,

随调协参数的增加
,

出现概周期(叻
二 0

.

2
,

0
.

3) 和倍周期(叻
二

0
.

24 )交替变化的运动形式
.

5 结 论

本文以磁场环境中的导电薄板为研究对象
,

对其非线性磁弹性组合共振及稳定性问题进

行了研究
,

通过数值算例
,

分析了共振幅值及其倍周期
、

概周期等复杂动力学行为的变化规律
,

说明了磁场环境
、

激励条件等因素的确定
,

能够达到抑制或激发系统组合共振的目的
,

所得结

果具有理论和实际意义
.

在本文工作基础上
,

可进一步对复杂电磁场环境中弹性结构的多维

磁弹性动力学稳定性
、

分岔及混沌问题开展更深人的研究工作
.
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