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摘要:  基于现有空间曲线梁理论, 考虑与扭转有关的翘曲变形和横向剪切变形的影响, 建立了自

然标架下空间曲线梁的内力和变形的解析解答1 将该解答应用于受均布扭矩和竖向分布荷载的

平面曲线梁的分析,将所得结果与 Heins 解答进行比较, 证明了理论的正确1 并应用该理论分析了

解析式中翘曲和横向剪切变形项的影响1 
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引   言

曲线梁作为一种重要的结构形式被广泛应用于航天、机械、建筑工程中1 关于曲线梁的研

究已有百年的历史[ 1] 1 经典曲线梁结构理论[ 2-3]以平面曲线梁为研究对象,分析常曲率梁在面

外荷载作用下的力学响应, 研究弯扭耦合问题,给出变形和内力的解析表达式1 在此基础上

Tufekci和 Dogruer[ 4]计入横向剪切影响,给出了变曲率、变截面平面拱的面外变形精确解1 针

对近年来曲线桥梁面内变形引起破坏的现象,赵颖华和李晓飞等人
[ 5- 6]
提出了平面曲线梁在面

内荷载和变温作用下的位移精确解答1 随着研究的深入, 平面曲线梁的理论成果已经成为曲

线桥梁的设计计算依据
[ 7- 9] 1 近年来解析分析工作向空间曲线梁拓展, 熊汉伟和张培源

[ 10]
建

立了自然坐标下空间曲杆的控制方程, 并求出其静定问题通解; 朱渝春等人[ 11]给出了各向异

性材料薄壁截面空间曲杆双力矩的一般解法;虞爱民和易名
[ 12]
考虑与扭转有关的翘曲和横向

剪切对截面变形的影响, 通过求解广义翘曲坐标提出了自然弯扭梁受复杂载荷作用时静力分

析方法;郑安节等人[ 13]在文献[ 10]的理论框架基础上提出了空间曲杆小变形问题自然标架的

矩阵分析解答1 由于问题的复杂性,现有的曲线梁理论研究还存在局限性,例如大部分成果未

计入翘曲的影响,而考虑翘曲的又未提出显式表达[ 12] ,不便于实际应用1 本文在现有空间曲
线梁理论基础上,考虑与扭转相关的翘曲变形和横向剪切变形的影响,得出空间曲线梁在广义

力作用下内力和变形的显式解析解,并进行了算例验证1 最后应用本文理论分析了翘曲效应
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对平面曲线梁变形的影响1 

1  方程的建立和解答

1. 1  现有空间曲线梁的解答
设曲线梁横截面形心的轨迹为一连续空间曲线, 其切线、法线和次法线单位矢量分别用

es、en、eb表示, eN和eG分别表示过横截面的形心曲线梁截面主轴N和G方向上的单位矢量,而

N轴与 en间的夹角记为 H, s为曲线的弧坐标1 在空间曲线坐标下考虑曲线梁微段内力和几何

变形,可建立如下方程[ 12] :

  

d
ds
Q- KQ+ p = 0,

d
ds
M - KM- HQ+ m = 0,

( 1)

  

d
dsU- KU- X = 0,

d
ds
u - Ku - HU- E= 0,

( 2)

式中

  Q = Qs  QN  QG
T
, M = Ms  MN  MG

T
,

  p = p s  pN  pG
T
, m = ms  mN  mG

T
,

  K =

0 kG - kN

- kG 0 ks

kN - ks 0

, H =

0 0 0

0 0 1

0 - 1 0

,

  U= Us  UN  UG
T
, u = u s  uN  uG

T
,

  X = Xs  XN  XG
T
, E= Es  EN  EG T

,

其中 Q和M为曲线梁任一截面上过形心的主矢和主矩, Qs、QN、QG为轴力和沿N、G向的剪力,

M s、MN、MG分别为扭矩、esO1 eG面和 esO1eN面内力矩, p s、pN、p G和ms、mN、mG分别表示轴向单位

长度的外力和外力矩在标架 es、eN、eG上的分量, u和U为荷载p、m所对应的广义位移,而 E和

X为与Q 和M相对应的广义应变, kN= ksinH, kG = kcosH, ks = S+ Hc, k 和S分别为曲线的

曲率和挠率1 
方程( 1)、( 2)的解答可表示成矩阵形式如下[ 12] :

  
Q = A Q0- Q

s

0
A

T
p ds ,

M = A M0+ Q
s

0
A

T
HA Q0- Q

s

0
A

T
pds - m ds ,

( 3)

  
U= A U0+ Q

s

0
A

T
DMds ,

u = A u0 +Q
s

0
A

T
HA U0+ Q

s

0
A

T
DMds + BQ ds ,

( 4)

式中

  A =

es#ix es#iy es#iz

eN#ix eN#iy eN#iz

eG#ix eG#iy eG#iz

,
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  B =

1/ ( EA s)

 1/ ( GA s )

  1/ ( GA s)

,

  D =

1/ ( GJ )

 1/ ( EIN)

  1/ ( EI G)

,

ix、iy、iz 为直角坐标系的基本单位矢量;而 E、G、A s、J、IN和I G分别表示梁的弹性模量、剪切模

量、横截面面积、横截面的极惯性矩以及截面关于 N、G轴的惯性矩; Q0、M0、U0和 u0均为积分

常数1 
1. 2  计入翘曲变形的解答

对于完全弹性材料, 考虑与扭转有关的翘曲变形和横向剪切变形的影响,可建立曲线梁微

段本构方程为

  

Qs = EA sEs, QN = GA sEN, QG = GA sEG,

MN = EINXN, MG = EIG XG, M s = GJ Xs - EI X
d2 Xs
ds2

,
( 5)

式中 GJ Xs 表示St .Venant扭转; - EIX(d
2
Xs/ ds

2
) 表示翘曲扭转效应; IX 为截面扇形惯性矩1 

求解方程 M s = GJ Xs - EI X(d
2 Xs / ds

2
) , 可得通解为

  Xs =
M s

GJ
+ W1e

Ps
+ W2e

- Ps
-

1
2GJ e

PsQe
- Ps

M
c
sds + e

- PsQe
Ps
M

c
sds , ( 6)

式中 W1和 W2为积分常数, 而 P = GJ / ( EIX) 1 
将式( 6)代入式( 5) ,计算后得到

  E= BQ, X = DM + z , ( 7)

式中

  z = W1e
Ps
+ W2e

- Ps
-

1
2GJ

ePsQe- Ps
M

c
sd s + e- PsQePsMc

s ds  0  0
T

,

z 可以通过对式(3) 中的 Ms 求微分得到1 
将式( 7)代入式( 2)并求解可得

  
U= A U0+ Q

s

0
A

T
DMds + DU,

u = A u0 +Q
s

0
A

T
HA U0+ Q

s

0
A

T
DMds + BQ ds + Du,

( 8)

式中 DU= AQ
s

0
A

T
zd s和Du = AQ

s

0
A

T
HDUds 分别表示翘曲对U和u的影响,当这两项为 0时就

是空间曲杆不考虑翘曲的情况 1 现在剩下的问题就是通过边界条件确定积分常数 Q0、M0、

U0、u0以及 W1和 W21 

在曲线梁端部对应 7个独立基本未知量的边界条件分为 3种:

  

固定端: u s = uN = uG = 0, Us = UN = UG = 0, Xs = 0;

简支端: u s = uN = uG = 0, Us = MN = MG = 0, Xc
s = 0;

自由端: Ms = MN = MG = 0, Qs = QN = QG = 0, X
c
s = 01 

( 9)

如果曲线梁在某处作用有集中荷载,例如有轴力 Fs、N和G方向上的剪力FN和FG、扭矩T s、
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e sO1 eG和 esO1 eN面内的弯矩TN和TG,则应在此位置建立载荷随动坐标轴 s 1和 s21 该处的边界

条件为

us1 = us2, uN1 = uN2, uG1 = uG2, Us1 = Us2, UN1 = UN2, UG1 = UG2,

( Qs) 1- ( Qs) 2 = Fs , ( QN) 1- ( QN) 2 = FN, ( QG) 1- ( QG) 2 = FG, Xs1 = Xs2,

(M s) 1- ( Ms ) 2 = T s, (MN) 1- (MN) 2 = TN, (MG) 1- (MG) 2 = TG, Xc
s1 = Xc

s21 

( 10)

2  平面曲线梁解答

平面曲线梁是最常见的曲线梁形式,关于平面曲线梁的研究成果相对较多1 这里将应用
上述理论求解均布扭矩和均布铅直荷载作用下平面曲线梁(图 1) ,给出受力和变形的精确解,

将其与Heins解答[ 2]比较, 以验证本解答的正确1 

图 1  平面曲线梁的受力图

令 S = 0即平面曲线梁的情况 1 将局部直角坐标
系的原点置于曲线梁端部( s = 0) ,并取梁轴线在X-Y平

面内,则 H= 01 荷载向量简化为

  p = 0  0  qz
T
, m = ms  0  0 T1 

设曲线梁轴线是半径为 r 的圆弧, 则有 B= s / r ,

kG = k = 1/ r , 并

  A =

es#ix es#iy es#iz

eN#ix eN#iy eN#iz

eG#ix eG#iy eG#iz

=

    

cosB sinB 0

- sinB cosB 0

0 0 1

1 

将上述条件带入式( 3)可得到梁内力分量表达式如

下:

Q s = Q0scos
s
r
+ Q0Nsin

s
r
,

QN = - Q0ssin
s
r
+ Q0Ncos

s
r
,

QG = - qzs + Q0G,

M s = qzr r sin s
r
- s - msrsin

s
r
+ Q0Gr 1 - cos s

r
+

  M0scos
s
r
+ M0Nsin

s
r
,

MN= ( msr - qzr
2
) 1- cos

s
r

+ M0Ncos
s
r
+ ( Q0Gr - M 0s ) sin

s
r
,

MG = Q0sr 1- cos
s
r

- Q0Nr sin
s
r
+ M0G,

( 11)

其中 Q0i 和M 0i 为Qi、Mi 在曲线梁边界 s = 0处的值,需根据曲线梁端部受力条件确定1 
同理可由式( 8)求出平面曲线梁的转角和位移分量:
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Us =
1

2EI N
( qzr - ms ) rc + M0Nssin

s
r
+ lb +

1
2GJ

( M0N- msr ) ssin
s
r
+

  M0sd - Q0Grb + qzr
2
c + U0s cos

s
r
+ U0Nsin

s
r
+ DU

s
,

UN =
1

2EIN
( qzr - ms) rb - ls sin

s
r
+ M0Nd +

1
2GJ

(M 0N- msr ) b +

  qzr
2
s 2 + cos s

r
- 3rsin s

r
+ Q0Grc - M0sssin

s
r

+

  U0Ncos
s
r
- U0ssin

s
r
+ DU

N
,

UG = U0G-
1
EIG

Q0Nr
2 1- cos

s
r

- M0G s - Q0sr - rsin
s
r
+ s ,

us =
r

2EIG
2M0G s - rsin

s
r

+ Q0sr s 2+ cos
s
r

- 3r sin
s
r

+ Q0Nrc +

  1
2GAs

Q0ss cos
s
r
+ ( Q0Ns - Q0sr ) sin

s
r

+
1

2EAs
Q0sscos

s
r
+

  ( Q0s r + Q0Ns ) sin
s
r

+ U0Gr + ( u0s - U0Gr ) cos
s
r
+ u0Nsin

s
r
,

uN=
- r

2

2EI G
2M0G cos

s
r
- 1 - Q0Nb+ Q0sc +

1
2GAs

Q0Ns cos
s
r
+

  ( Q0Nr - Q0s s ) sin
s
r

+
1

2EA s
Q0Ns cos

s
r
- ( Q0Nr + Q0s s) sin

s
r

+

  u0Ncos
s
r
+ ( U0Gr - u0s) sin

s
r
,

uG = -
1

2EIN
M0Nrssin

s
r
+ lrb + ( qzr - ms) r

2
c +

1
2GJ

- M0srb+

  Q0Gr
2
s 2+ cos s

r
- 3r sin s

r
+ ( msr - M 0N) rc -

  qzr
2
4r

2
cos

s
r
- 1 + s s + r sin

s
r

+
1
GA s

Q0G s -
qzs

2

2
+

  u0G - r U0s cos
s
r
+ U0Nsin

s
r

+ Du
G
,

( 12)

式中 U0i 和u0i 为 Ui、ui 在曲线梁边界 s = 0处的值,而 DU
s
、DU

N
、Du

G
这 3项分别表示翘曲对 Us、

UN和uG的影响,有

  DU
s
= -

1

2GJ (1 + P
2
r
2
)
j ssin

s
r
+ ld - 2GJr W1 ePsPr - Pr cos

s
r
+ sin

s
r

+

    W2 - e
- Ps

Pr + Pr cos
s
r
+ sin

s
r

,

  DU
N
= -

1

2GJ (1 + P
2
r
2
)

jb - ls sin
s
r
- 2GJr W1 cos

s
r
- cosh( Ps) +

    Pr sin
s
r
- sinh( Ps) + W2 cos

s
r
- cosh( Ps) - Pr sin

s
r
+ sinh( Ps) ,

  Du
G
= -

r
2PGJ (1+ P

2
r
2
)
- P ( lb + jc) + GJ W1 g + 2Prsin s

r
-
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    W2 f - 2Pr sin
s
r

,

式中

  b = s cos
s
r
- r sin

s
r
, c = 2r cos

s
r
- 1 + ssin

s
r
, d = scos

s
r
+ r sin

s
r
,

  f = 2 1- e- Ps
+ P

2
r
2 1- cos

s
r

, g = 2 1- ePs + P
2
r
2 1- cos

s
r

,

  l = M0s - Q0G r , j = M0N- ms r + qzr
2
,

P 同式(6) 1 可以看到, 当 r y ] , 即直梁的情况, DU
N
、Du

G
均等于 0,这符合直梁弯扭不耦合的

性质1 
文献[ 2]中仅给出了扭转角 Us和 iz方向挠度uG的解答,比较式(12) 中相应的转角和位移,

可以看到两者的 Us 解答完全相同,但 uG的解答却存在差异,这是因为本文计入了横向剪切变

形,增加了

  1
GAs

Q0G s -
qz s

2

2

一项1 剪切变形对 us 和uN也有影响,两位移分量表达式各增加了

1
2GA s

Q0s scos
s
r
+ (Q0Ns - Q0s r) sin

s
r
、

1
2GA s

Q0Nscos
s
r
+ ( Q0Nr - Q0s s) sin

s
r

一项1 
应用上述解答进行实例计算1 分别讨论平面曲线梁两端固定和两端简支两种边界情况,

工字形横截面尺寸参数见表 11 其它计算数据如下[ 2] :

  E = 3 @ 10
6
N/ mm

2
, G = 1. 2 @ 10

6
N/mm

2
, S = 180 cm, r = 240 cm,

  ms = - 0. 222 N, qz = 0. 022 N/ cm1 

  表 1 工字梁截面的尺寸参数 cm

A s/ cm
2 d tw b f t f k k1

14. 4 9. 98 0. 34 10 0. 56 1. 187 5 0. 687 5

( a) 两端固定梁 ( b) 两端简支梁

图 2  平面曲线梁 ms、qz 作用下的挠度uG

  挠度 uG变化如图 2所示, 可以看出横向剪切变形对于两端固定梁的挠度 uG 有一定的影

响,而在两端简支时影响甚微1 
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3  翘曲变形效应

为了分析翘曲对曲线梁变形的影响,应用式( 11)、( 12)分析平面曲线梁, 计算参数见上节1 
取两端固定和两端简支两种边界支承情况,讨论 r = 2S 时翘曲变形对 Us、UN和uG的影响1 

图 3a 翘曲效应对简支梁 Us 的影响

图 3、4分别表示在两种支承条件下翘曲效应

对曲率半径 r = 360 cm的平面曲线梁中性轴的 3

个变形分量的影响1 由图可见, 翘曲效应不仅仅

影响扭转变形,对弯曲变形也有很大影响1 且计
入翘曲的影响时 Us、UN和uG 的值都减小, 这可用

能量观点解释, 即外力功有相当一部分转化成了

局部翘曲变形能1 
图 5表示梁跨长不变而曲率半径变化,不计

入翘曲影响所产生的最大变形相对误差 $Us、

图 3b  翘曲效应对简支梁 UN的影响 图 3c 翘曲效应对简支梁 uG的影响

图 4a  翘曲效应对固支梁 Us 的影响 图 4b 翘曲效应对固支梁 UN的影响

图 4c 翘曲效应对固支梁 uG的影响 图 5a 翘曲效应对 Us 的影响

$UN、$uG, 分别对应最大变形 Usmax、UNmax、uGmax1 可以看到固支曲线梁的翘曲变形效应比简支
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图 5b  翘曲效应对 UN的影响 图 5c 翘曲效应对 uG的影响

梁要大1 当不考虑翘曲变形,固支梁除在 r / S变化较小( < 2)的情况下有突变外,随着曲率半

径增大(即更接近于直梁时) , $Us 逐渐增大,而 $UN和 $uG则逐渐变小1 简支梁的3个相对误

差值均随曲率半径的增大而减小 1 当 r / S y ] 即为直梁时,因弯扭不耦合,翘曲效应对弯曲

变形的影响消失,见图 5( b)、( c) 1 

4  结   论

1) 在现有空间曲线梁理论的基础上, 考虑与扭转有关的翘曲变形和横向剪切变形的影

响,得到了空间曲线梁在复杂荷载作用下的内力、弯扭变形以及翘曲变形的显式解答1 
2) 给出了平面曲线梁受均布扭矩和竖向分布荷载的解析解, 计算结果与Heins解答进行

比较,证明了本文理论的正确性,并分析了解析式中横向剪切变形项的影响1 
3) 通过算例讨论了平面曲线梁的翘曲变形效应1 分析结果显示翘曲效应对扭转和弯曲

变形均有不容忽略的影响,后者随 r / S 的增加而减小, 并逐渐消失1 与端部简支曲线梁相比,

固支梁的翘曲效应更为突出1 
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Exact Solution of Spatial Warping Curved

Beams in Natural Coordinates

ZHU L-i li1, 2,  ZHAO Ying-hua1
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Abstract: The purpose is to present an exact analytical solution of the spatial curved beam under

multiple loads based on the existed theory. The transverse shear deformation and torsion-related

warping effects are taken into account. By sing this solution, a plane curved beam subjected to un-i

form vertical loads and torsions was analyzed. The accuracy and the efficiency of present theory were

demonstrated by comparing its numerical results with Heins. solution. Besides, the effects of the

transverse shear deformation and torsion-related warping on the deformations of the beam were dis-

cussed.

Key words: curved beam; multiple load; warping; natural coordinate; analytical solution
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