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摘要 :  广义 Boussinesq 方程作为一类重要的非线性方程有着许多有趣的性质, 基于 Hamilton 空间

体系的多辛理论研究了广义Boussinesq方程的数值解法, 构造了一种等价于多辛 Box 格式的新隐式

多辛格式,该格式满足多辛守恒律、局部能量守恒律和局部动量守恒律1 对广义 Boussinesq方程孤

子解的数值模拟结果表明,该多辛离散格式具有较好的长时间数值稳定性1 
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引   言

多辛结构在保持经典力学和经典场论的 Lagrange形式方面起着非常重要的作用, 并且已

经被广泛应用于某些偏微分方程系统的求解过程中
[ 1-9] 1 多辛积分方法的基本思想是设计一

种在每一步迭代中保持偏微分方程的这种多辛结构的数值方法[ 1-2] 1 许多保守型的偏微分方
程,如 SchrÊdinger方程、KdV方程、膜自由振动方程、/ good0 Boussinesq方程等等, 都存在能够较

好保持多种守恒律的多辛格式[ 2, 5-9] 1 

广义 Boussinesq 方程作为一类重要的非线性保守型偏微分方程,用以描述重力作用下的

浅水长波运动规律和一维非线性晶格中的长波运动规律
[ 10- 11]

, 其孤子解已经得到了学术界的

广泛研究[ 10-17] : Nimmo、Freeman [ 12]和 Zhang 等人[ 13]利用双线性 B¾cklund变换法推出了 Bouss-i

nesq方程的Wronskian形式的多孤子解; Kaptsov[ 14]得到了一些 Boussinesq方程的以基本初等函

数表达的孤子解; Wazwaza[ 15, 17]利用修正分解法,得到了一些 Boussinesq方程新的孤子解和周

期解1 与此同时,一些有关 Boussinesq方程数值方法的研究成果也相继被报道出来[ 8- 9, 18] : E-l

Zoheiry利用一种隐式有限差分迭代格式模拟了 Boussinesq方程的孤子解[ 18] ; 曾文平等人构造

了非线性/ good0Boussinesq方程的多辛格式,并利用这些格式模拟了/ good0 Boussinesq方程的孤
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子解, 得到了一些初步结果[ 8- 9] 1 本文以此为基础, 详细研究了广义 Boussinesq方程的多辛方

法1 

1  广义 Boussinesq方程的多辛形式及其守恒律

广义 Boussinesq方程

  5 ttu - A5xx u - 5xx( f ( u) ) - B5xxxx u = 0 ( 1)

是由 Boussinesq提出的用以描述浅水长波演化过程的一类重要的非线性方程,其中, A、B为实

常数, u = u( x , t ) 为平均纵向波速1 依据 Bridges意义下的多辛理论[ 1, 3] ,引入正交动量: 5x u

= v ,5 t u = 5x p , p = 5x w ,并定义状态变量 z = [ u, v, w , p ]
T I R

4
, 广义 Boussinesq方程( 1)

就可以写成如下的多辛偏微分方程形式[ 5-6] :

  

0 0 1 0

0 0 0 0

- 1 0 0 0

0 0 0 0

5 t z +

0 - B 0 0

B 0 0 0

0 0 0 1

0 0 - 1 0

5x z =

Au + f ( u )

Bv

0

- p

1 ( 2)

将方程( 2)写成矩阵形式:

  M5 t z + K5x z = z̈ S( z) ,   z I R
d
, ( 3)

式中Hamilton函数 S ( z) =
1
2
( Au2+ Bv2- p

2
) + Qf ( u) du1 

多辛形式( 3)备受学术界关注的原因之一是其存在多辛守恒律[ 3] 1 将多辛形式( 3)中的某

些基态 z ( x , t ) 线性化后可得到其对应的变分方程(线性化后的向量以 Z 表示)

  M5 t Z + K5x Z = Szz ( z) Z 1 ( 4)

假定 U、V是变分方程(4) 的两个解,那么 U、V必然满足

  5 t ( U
T
MV) + 5x ( U

T
KV) = 01 ( 5)

对于方程( 5) ,定义预辛形式

  X( U, V) = U
T
MV, k( U, V) = U

T
KV,

那么方程( 5)就等价于以下多辛守恒律( CLS) :

  5 t X+ 5x k = 01 ( 6)

X、k 的另一种更为抽象的定义方式:外积定义方式为

  X =
1
2
dz C Mdz , k =

1
2
dz C Kdz ,

则对于广义 Boussinesq方程( 1) ,其多辛守恒律的具体形式为

  5 t (du C dw ) + 5x( Bdv C du + dw C dp ) = 01 ( 7)

多辛形式( 3)备受学术界关注的另一原因是其存在局部能量守恒律( ECL)和局部动量守

恒律( MCL) 1 依据 Bridges等人的分析方法[ 1, 3] , 局部能量守恒律和局部动量守恒律可以推导

如下:将多辛偏微分方程组对时间求变分后与5 t z 作内积, 由于矩阵 M 是反对称矩阵, 因此

35 t z , M5 t z4= 0, 则

  35 t z , K5x z4 = 35 t z , z̈S( z )4, ( 8)

同时将 35 t z , K5x z4= 0. 55 t3z , K5x z4+ 0. 55x35 t z , Kz4, 35 t z , z̈S( z)4= 5 t S( z) 代入上式

得到局部能量守恒律

  5 te + 5x f = 0, ( 9)
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其中能量密度 e = S ( z) - 0. 535x z , Kz4,能量通量 f = 0. 53z , K5 t z41 

对应于广义 Boussinesq方程( 1) ,其局部能量守恒律( 9)表述为

  5 t S ( z) -
1
2
( Bu5x v - Bv5x u + p5x w - w 5x p ) +

    1
2
5x( Bv5 t u - Bu5 t v + w 5 t p - p5 tw ) = 01 ( 10)

类似地,利用对( 3)式中的空间变分其得到局部动量守恒律

  5 t h + 5x g = 0, ( 11)

其中   h =
1
2

3z , M5x z4, g = S( z) -
1
2

35 t z , Mz41 

对应于广义 Boussinesq方程( 1) ,其局部动量守恒律( 11)表述为

  1
2
5 t ( u5xw - w5xu ) + 5x S ( z) -

1
2
( u5 t w - w5 tu) = 01 ( 12)

2  方程( 1)的多辛 Box格式及其等价格式

Box 方法是构造多辛离散格式的最简单的离散方法,因此利用由 Box 方法构造的多辛离

散格式来模拟广义 Boussinesq方程的孤子解所涉及到的计算量比较小,而且更能有力的表现

出多辛方法的诸多优点1 方程组( 2)的多辛 Box 离散格式为

  

1
$t

( w
j+ 1/ 2
i+ 1 - w

j+ 1/ 2
i ) -

B
$x

( v
j+ 1
i+ 1/ 2- v

j
i+ 1/ 2) = ( Au + f ( u) )

j+ 1/ 2
i+ 1/ 2,

B
$x

( u
j+ 1
i+ 1/ 2- u

j
i+ 1/ 2) = Bv j+ 1/ 2

i+ 1/ 2,

-
1
$t

( u
j+ 1/ 2
i+ 1 - u

j+ 1/ 2
i ) +

1
$x

( p
j+ 1
i+ 1/ 2- p

j
i+ 1/ 2) = 0,

-
1
$x

(w
j+ 1
i+ 1/ 2- w

j
i+ 1/ 2) = - p

j+ 1/ 2
i+ 1/ 21 

( 13)

多辛 Box 离散格式( 13)满足离散的多辛守恒律

  1
$t

( du j+ 1/ 2
i+ 1 C dw j+ 1/ 2

i+ 1 - du j+ 1/ 2
i C dw j+ 1/ 2

i ) +
1
$x

( Bdv j+ 1
i+ 1/ 2 C du j+ 1

i+ 1/ 2-

    Bdv j
i+ 1/ 2 C du j

i+ 1/ 2+ dw j+ 1
i+ 1/ 2 C dp j+ 1

i+ 1/ 2- dw j
i+ 1/ 2 C dp j

i+ 1/ 2) = 01 ( 14)

类似地可以得到离散的局部能量守恒律和离散的局部动量守恒律1 为了进一步减小计算
量,削去格式( 13)中的中间变量 v、w 和p , 得到等价于多辛 Box 离散格式( 13)的新多辛隐式格

式

  1

4$t
2(D

2
tu

j
i+ 2- 4D2tu

j
i+ 1+ 6D2tu

j
i - 4D2tu

j
i- 1+ D2tu

j
i- 2) -

A
4$x

2(D
2
xu

j+ 2
i - 4D2xu

j+ 1
i +

    6D2xuj
i - 4D

2
xu

j- 1
i + D

2
xu

j- 2
i ) -

1

4$x
2[D

2
x( f ( u )

j+ 2
i ) +

    16D2x( f ( u
j+ 1
i ) ) + 36D2x( f ( u

j
i ) ) + 16D2x (f ( u

j- 1
i ) ) + D2x ( f ( u

j- 2
i ) ) ] -

    B
$x 4

(D4xu
j+ 1
i - 2D4xu

j
i + D4xu

j- 1
i ) = 0, ( 15)

式中 $t和 $x 分别为时间步长和空间步长,

  D2tu
j
i = u

j
i+ 1- 2uj

i + u
j
i- 1, D

4
xu

j
i = u

j+ 2
i - 4uj+ 1

i + 6uji - 4uj- 1
i + u

j- 2
i

等1 显然,多辛隐式格式( 15)是比文献[ 8-9]中的多辛格式更加简洁的二阶隐式格式1 
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3  数 值实 验

为了说明多辛方法的诸多优点,本节我们利用多辛隐式格式( 15)模拟广义 Boussinesq方程

的孤子解1 
考虑如下的广义 Boussinesq方程的初值问题:

  
5 ttu - 5xxu - 35xx ( u

2
) - 5xxxxu = 0,

u( x , 0) = 0, u ( x , 0) | t = c,
( 16)

式中 c : 0并且 c X 1为波速1 

情形 1  如果 c : 1, 则初值问题( 16)具有如下孤子解
[ 17] :

  u( x , t ) =
c
2
- 1
2

sech2
1
2

c
2
- 1( x - ct ) 1 ( 17)

令 c = 2, 取步长$t = 0. 05、$x = 0. 02,利用多辛隐式格式(15)在( x , t ) I [- 10, 10] @ [ 0, 40]

区间内模拟孤子解( 17) , 得到广义 Boussinesq方程的数值解1 孤子解的演化过程如图 1,同时

图2给出了 t I [ 0, 40] 时段内的局部能量误差和局部动量误差1 

 图 1  孤子解(17)的演化过程 ( t I [ 0, 40] )

 图 2 局部能量误差和局部动量误差 ( t I [ 0, 40] )

情形 2  如果 0 ; c ; 1, 则初值问题( 16)具有如下孤子解[ 17] :
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  u( x , t ) =
1- c

2

6
1- 3tanh2 1

2
1- c

2
( x - ct ) 1 ( 18)

令 c = 0. 5, 仍然取步长 $t = 0. 05、$x = 0. 02, 利用多辛隐式格式(15) 在( x , t ) I [- 10, 10]

@ [ 0, 40] 区间内模拟孤子解( 18) ,同样得到广义 Boussinesq方程的数值解1 孤子解的演化过程
如图 3,同时图 4给出了 t I [ 0, 40] 时段内的局部能量误差和局部动量误差1 

 图 3  孤子解(18)的演化过程 ( t I [ 0, 40] )

 图 4 局部能量误差和局部动量误差 ( t I [ 0, 40] )

从以上数值结果我们发现, 利用本文构造的多辛隐式格式模拟广义 Boussinesq方程的孤

子解( 17)和( 18) , 得到的波形和波速都不随时间变化而变化, 这说明多辛格式( 15)能够很好的

保持孤子解的基本几何性质;而且在整个模拟过程中, 系统的多辛守恒律误差、局部能量误差

和局部动量误差均在[ - 5 @ 10- 8, 5 @ 10- 8]范围内,这进一步说明多辛格式( 15)能够很好的满

足多个守恒律, 并具有良好的长时间数值行为1 

4  结   论

本文基于Hamilton空间体系的 Bridges多辛理论给出了广义 Boussinesq方程的多辛形式,

并推出了多种守恒律,随后构造了一种等价于 Box 多辛格式的隐式多辛离散格式1 数值实验
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的结果表明多辛方法具有以下两大优点:良好的长时间数值行为和精确的保持多种守恒律1 
/ good0 Boussinesq的多辛格式在秦孟兆、曾文平等人的文献中已被提出,并对其算法实现

做了很多有意义的工作, 本文的特色主要表现在以下两个方面: 一方面, 本文研究的广义

Boussinesq方程与曾文平等人研究过的/ good0 Boussinesq有很大区别;另一方面是本文的数值

模拟结果给出了局部能量误差和局部动量误差,这能直接表现出多辛算法的优点1 
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Multi-Symplectic Method for Generalized

Boussinesq Equation

HUWe-i peng1,  DENG Z-i chen1, 2

( 1. School of Mechanics , Civ il En gin eer ing an d Architectu r e , Nor thw estern

Polytechnincal Un iver sity , Xi. an 710072, P . R . China ;

2. State Key Labor ator y of Str uctu ral An aly sis of In dustr ia l Equipm ent ,

Dalian Univ er sity of Technolo gy , Dalian , L iaonin g 116023, P . R . China )

Abstract: Generalized Boussinesq equation, representing a group of important nonlinear equations,

possesses many interesting properties. The mult-i symplectic formulations of which in Hamilton space

were introduced. Then an implicit mult-i symplectic scheme equivalent to the mult-i symplectic Box

scheme was constructed to solve the partial differential equations ( PDEs) that were derived from the

generalized Boussinesq equation. The numerical experiments on the soliton solutions of the genera-l

ized Boussinesq equation were also reported. Finally, the results of which show that the mult-i sym-

plectic method is an efficient algorithmwith excellent long-time numerical behaviors for nonlinear par-

tial differential equation.

Key words: generalized Boussinesq equation; mult-i symplectic method; soliton solution; conserva-

tion law
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