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摘要 : � 将第二类梯度算子、第二类积分定理、Gauss 曲率相关的积分定理和 Gauss(球面)映射相结

合,证明了一系列 Gauss(球面)映射不变量�� 从这些不变量中, 得到一系列从原始曲面到( Gauss 单

位)球面的变换�� 这些不变量和变换, 在几何学、物理学、生物力学和力学中, 都有潜在的用途��
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引 � �言

在生物膜上,不同相的有机长链分子,通过扩散和动力学自组装, 常发生相分离现象 ���

即同相的长链分子聚集在一起, 形成畴区; 不同相的畴区相互连接, 生成各种各样的斑图花

样[ 1] ��研究生物膜上的相分离和畴区的力学行为, 会遇到两大困难: 一是畴区几何形状的复

杂性, 二是生物膜几何形状的复杂性��怎样克服这两大困难? 经典力学也许能为我们提供借

鉴��在流体力学和弹性力学中,我们通过引入数学变换,把一个复杂的求解区域变换成一个简

单的求解区域, 把一个困难的求解问题变换成一个容易的求解问题��与此类似,我们也可以通

过适当的数学变换, 把一个复杂的生物膜曲面映射成一个简单曲面,在这个简单曲面上, 我们

能够容易地研究相分离和畴区的力学行为��

在各种曲面中, 球面是最简单的��在本文中, 我们把从一个凸曲面到半径为 R
* 的一般球

面的映射,称为�球面映射���如果 R
*

= 1, 则一般球面就退化成Gauss单位球面,而一般的球

面映射就退化为几何中经典的 Gauss映射��
当然,一旦我们把生物膜曲面(以后通称为�原始曲面�)映射成球面,则定义在原始曲面上

的物理量和几何量都将发生变化��毫无疑问,搞清楚这些量在映射过程中如何变化,是很重要

的��然而,还有一个同等重要(也许更重要)的问题是, 哪些量在映射过程中是不变的? 或者

说,哪些量是映射不变量? 在我们开始研究生物膜上的相分离和畴区的力学行为之前,澄清这

775

� 应用数学和力学, 第 29 卷 第 7期
� 2008 年 7月 15 日出版

� � � � � � � � � � � � � � � � Applied Mathematics and Mechanics
� � � Vol. 29, No. 7, Jul. 15, 2008

�

� 收稿日期: � 2007-11- 20; 修订日期: � 2008- 06-12

基金项目: � 国家自然科学基金资助项目( 10572076)

作者简介: � 殷雅俊 ( 1964� ) , 男, 河南人, 教授, 博士, 博士生导师(联系人. T el: + 86-10-62795536; E-

mail: yinyj@ mail. tsinghua. edu. cn) .



一问题是绝对必要的��
我们从哪儿着手寻找球面映射中的不变量呢? 近期我们在生物膜数学上取得的进展为此

提供了洞见��在研究生物膜的过程中, 我们发现了第二类梯度算子[ 2- 4] ��基于第二类梯度算

子,我们证明了曲面上张量场、矢量场和标量场的第二类积分定理[ 5- 8] ��需要注意的是, 第二类

梯度算子和第二类积分定理有一个共同的特征: 它们都与 Gauss曲率有关��作为几何中最基
本的概念之一, Gauss曲率与微分几何中一些重要的内容密切相关���既有著名的 Gauss-Bon-

net积分定理,又有 Gauss映射��由此激发出一个有趣的想法:如果将第二类梯度算子、第二类

积分定理、Gauss-Bonnet积分定理与 Gauss(球面)映射结合起来,我们能得到新颖而又有价值的

结果吗? 答案是肯定的: 我们从中揭示出了一系列映射不变量和变换,而这些不变量和变换在

曲面上的静、动力学中,有潜在的用途��

1 �第二类梯度算子和第二类积分定理

1. 1 �算子和定理简介

凸曲面 A 上的点p 可以用矢径r = r( u
1
, u

2
) 描述,其中 u

i
( i = 1, 2) 是曲面上的 Gauss参

数坐标(图 1) �� 在点 p 有几个基本张量满足如下的张量代数方程[ 9] :

� � L
2
- 2HL + K G = 0, ( 1)

图 1� 具有边界 C 的开口曲面A

其中G、L和L
2

= L�L分别是曲面的第一、第二和第三

基本张量 ��H = ( c1 + c2) / 2和 K = c1 c2分别是曲面的

平均曲率和Gauss曲率, c1 和 c2 是两个主曲率 �� 式( 1)

与初等代数中的一元二次方程类似, 它也有两个根, 一

个是 L, 另一个是 L
^
, 这两个根也满足所谓的�韦达

(Vite)定理�

� � L
^

+ L = 2H G, L
^
�L = K G, ( 2a, b)

这里, L
^
称为第二基本张量 L的共轭张量��

基本张量 G和L
^
可以用来定义微分算子 �� 基于第

一基本张量 G,可以定义经典微分几何中的第一类梯度

算子 � [ 9]
,同样地,基于共轭张量 L

^
, 可以定义第二类梯度算子 �

- [ 2- 8] :

� � � ( � ) = g i g
ij �( � )

�u j , �
-

( � ) = g i L
^ ij �( � )

�u j � � ( i , j = 1, 2) , ( 3a, b)

其中, g
ij
和L

^ ij
分别是G和L

^
的逆变分量��在微分几何中, 基于第一类梯度算子 �可以导出第

一类积分定理[ 7-8] ; 对称地, 基于第二类梯度算子 �
-

, 可以证明张量场 T 的第二类积分定

理[ 7- 8] :

� ���A dA �
-

� T = �C
ds�L

^
� T -��A

2K dA � T, ( 4)

� ���A dA � �
-

� T = �C
dr�L � T, ( 5)

这里���是一个统一的运算符号��在式( 4)中,如果去掉���或者将其分别用内积�� 和外积
�� 替代,我们可以得到张量场的第二类梯度定理、第二类散度定理和第二类旋度定理��式

( 5)称为张量场的第二类广义环量定理,如果用内积�� 替代���, 我们得到张量场狭义的第二
类环量定理��
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在上述积分定理中, A 是曲面上光滑封闭曲线C包络的区域(图1) , dA = ndA、ds = mds

和dr = tds 是3个矢量微元, dA 是曲面上的面积微元, ds 是曲线上的弧长微元, n是曲面的外

法向单位矢量, m是曲线C上位于曲面切平面内、正交于曲线 C且指向A 区域外方向的单位矢

量, t 是沿曲线C 的正方向的单位切线矢量 �� 3个单位矢量 m、t和n 构成右手系统,满足关系

式 m = t � n、t = n � m和 n = m � t ��

1. 2 �与 Gauss曲率相关的积分定理

由式( 2b)知,张量 L
^
可以通过L

^
= K L

- 1计算;由式( 3b) 知,第二类梯度算子 �
-

可以通过

张量 L
^
定义 �� 因此可以说: L

^
和�

-
都或多或少地受到 Gauss曲率的控制��进一步, 式( 4)和式

( 5)中的第二类积分定理都间接地受到 Gauss曲率的影响��除此之外, 基于第二类积分定理,

还可得到与Gauss曲率直接相关的积分定理��式( 4)中, 用�� 替代���并令 T = G, 注意到

�
-

�G = 2Kn , 得[ 6- 8]

� ���A 2K dA = �C
ds�L

^
�� ( 6a)

由附录A中的式( A5)知,在 m、t和s构成的单位正交标架下有m�L
^

= kn m + �g t�� 于是

式( 6a)变为
[ 6- 8]

� ���A 2K dA = �C
( kn m + �g t ) ds, ( 6b)

其中 kn = ( dt / ds )�n 和�g = ( dn/ d s)�m分别是曲线C 的法曲率和测地扭率��
式( 6)是 Gauss曲率的矢量型积分定理��在经典微分几何中, Gauss曲率还有一个标量型

的积分定理,即著名的Gauss-Bonnet积分定理

� ���AK dA = 2�- �C
kg ds, ( 7)

这里 kg = ( dt / d s)�m是曲线C 的测地曲率��我们将在第 2节中证实,式( 4) ~ ( 7)中的每一项

都涉及Gauss(球面)映射不变量��

2 �Gauss(球面)映射不变量

在Gauss(球面)映射下,原始曲面上的区域 A 被映射成半径为R
* 的球面上的区域A

*
;原

始曲面 A 上的点p、矢径 r = r( u
1
, u

2
) 和封闭曲线 C 分别被映射成球面A

* 上的点 p
* 、矢径

r
*

= r
*

( u
1
, u

2
) 和封闭曲线 C

*
; 点 p 的单位法向矢量n 被映射成的点 p

* 的单位法向矢量

n
*

, 且满足Gauss(球面) 映射的先决条件 n
*

= n (图 2) ��我们对 Gauss(球面)映射下的不变

量分析如下��
2. 1 �式( 7)中的局部和整体映射不变量

在原始曲面与 Gauss单位球面间有如下重要变换:

� � dA
*

= K dA , ( 8)

在Gauss单位球面上, Gauss曲率 K
*

= 1; 在半径为 R
* 的一般球面上, Gauss 曲率 K

*
=

1/ R
* 2

, 式( 8)可以从 Gauss单位球面推广至一般球面,于是原始曲面与一般球面间有变换关

系

� � K
*

dA
*

= K dA �� ( 9)

式( 9)表明: 原始曲面上的标量 K dA 是局部映射不变量��在式( 9)两端积分, 我们得到区域 A

上的整体映射不变量
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� 图 2� Gauss(球面)映射

� ���A * K
*

dA
*

= ��A
K dA �� ( 10)

比较式( 7)与式( 10) , 我们立即有封闭曲线 C 上的整体

映射不变量

� � �C
* k

*
g ds

*
= �C

kgds�� ( 11)

在Gauss-Bonnet积分定理的诸项中, 稍做比较就会发

现:��A
K dA 是整体映射不变量, 而 K dA 是局部映射不

变量 �� 现在, 我们已经证明�C
kg ds是整体映射不变量,

于是有这样的问题: kg ds 是局部映射不变量吗? 在第 2

节的 2. 3中,我们会回答这个问题��
2. 2 �式( 6)中的局部和整体映射不变量

式( 7)中的Gauss-Bonnet积分定理是一个标量型的定理, 与此对应,式( 9) ~ ( 11)中的诸不

变量也都是标量型的��类似地,与式( 6)中的矢量型积分定理对应, 我们得到下面矢量型的局

部和整体映射不变量:

� � K
* d A

*
= K dA ,��A

* K
* dA

*
= ��AK dA , ( 12a, b)

� �
�C

* ds
* �L

^ *
= �C

ds�L
^
,

�C*
( k

*
n m

*
+ �*g t

*
) d s

*
= �C

( kn m + �g t ) ds��
( 13a, b)

式( 6)的诸项中,我们也做一个比较:��A
K dA是整体映射不变量, 而 K dA是局部映射不变量 ��

现在,�C
( kn m+ �g t ) ds被证明是整体映射不变量,于是也有这样的问题: ( kn m+ �g t ) ds 是局

部映射不变量吗? 我们也把这个问题, 留在第 2节的2. 3中回答��

2. 3 �曲线 C 上的局部映射不变量

在Gauss(球面)映射中,我们有 d n
*

= dn�� 在曲面上, 我们还有关系式 d n = dr� � n ,

� n = - L, (见文献[ 8] ) ; dn
*

= dr
* �� *

n
*

, � *
n

*
= - L

*
, 其中, � *

是球面上的第一类

梯度算子��结合附录 A我们得

� � dr
* �L

*
= dr�L, ds

* �L
^ *

= d s�L
^
�� ( 14a, b)

式( 14)表明, 矢量微元 dr
* �L和d s�L

^
都是曲线C上的局部映射不变量 �� 利用关系式 t�L =

kn t - �g m 和m�L
^

= kn m + �g t (见附录A中的式( A1)和( A5) ) ,式( 14)可以进一步写成

� �
( k

*
n t

*
- �*g m

*
) ds

*
= ( k n t - �g m) ds ,

( k
*
n m

*
+ �

*
g t

*
) ds

*
= ( k n m + �g t ) ds��

( 15a, b)

现在我们可以回答第 2节的 2. 2中的问题了:式( 15b)表明,矢量微元 ( kn m + �g t ) ds 的确是一

个局部映射不变量��另外, 式( 15a)表明, ( kn t- �g m) ds也是一个局部映射不变量, 不仅如此,

它沿封闭曲线 C 的积分�C
( kn t - �g m) ds = �C

dr�L = - �C
dn = 0还是一个守恒于零矢

量的整体映射不变量��
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从式( 15)可得

� � ( k
*
n )

2
+ ( �*g )

2ds
*

= k
2
n + �2g ds, ( 16)

显然,标量微元 k
2
n + �2g ds 是曲线上的局部映射不变量��式( 15)、( 16)给出

� �
k

*
n m

*
+ �

*
g t

*

( k
*
n )

2
+ ( �*

g )
2

=
kn m + �g t

k
2
n + �2g

,
k

*
n t

*
- �

*
g m

*

( k
*
n )

2
+ ( �*g )

2
=

kn t - �g m

k
2
n + �2g

, ( 17a, b)

式( 17)中等式右端的单位矢量在球面映射下是不变的��注意到球面上曲线 C
* 的法曲率和测

地扭率满足 k
*
n = - 1/ R

* 和 �*g = 0�� 于是从式( 17)导出有用的变换

� � m
*

= -
kn m + �g t

k
2
n + �2g

, t
*

= -
k n t - �g m

k
2
n + �2g

, ( 18a, b)

在曲线 C 上,等式右端的的两个单位矢量被平行地映射成曲线 C
* 上的单位矢量 m

* 和 t
* ��

� �从式( 18)还可导致如下重要的局部映射不变量(见附录 B) :

� � 1

( k
*
n )

2
+ ( �*

g )
2

k
*
g +

d
ds

* arctan
k

*
n

�*g
=

� � � � 1

k
2
n + �2g

kg +
d

ds
arctan

kn

�g
�� ( 19)

式( 19)可改写成

� � k
*
g ds

*
+ d arctan

k
*
n

�
*
g

= kg ds + d arctan
kn

�g
�� ( 20)

至此我们可以回答第 2节的 2. 1中的问题了: 在球面映射下, kg ds + d arctan( kn/ �g) 是一个

局部映射不变量,而一般有 d arctan( kn / �g ) � 0,故 k
*
g ds

* � kg ds, 即 kgd s不是局部映射不

变量��
2. 4 �基于梯度算子的局部映射不变量

如第 2节的 2. 3所述,我们有关系式 dr
* �� *

n
*

= dr�� n�� 结合式( 14a)并利用 n
*

=

n,我们得到 dr�L�( L
*

)
- 1�� *

n = dr�� n�� 这个式子对任意的 dr都成立,于是其系数应满

足 L�( L
*

)
- 1�� *

= � �� 考虑到 G
*

= G, 我们最终有

� � ( L
*

)
- 1�� *

= L
- 1���� ( 21)

由式 �
-

( � ) = L
^
�� ( � ) 知,式( 21)可以写成

� � 1

K
* �

- *
=

1
K
�
-

, ( 22)

式( 22)表明, ( 1/ K ) �
-

是局部映射不变量��更确切地讲,是具有球面映射不变性的微分算子��
联立式( 9)、( 22)可得

� � dA
* �

- *
= dA �

-
, d A

* � �
- *

= dA � �
-

, ( 23a, b)

即 dA �
-
和 d A � �

-
都是球面映射不变量��

3 �简单应用例子

以上的映射不变量在几何、物理和力学中都有广泛用途��每一个映射不变量都在原始曲
面和球面的几何量之间建立了一个变换��当我们尝试解决某些科技问题时, 这些变换是有用

的��这里,我们主要讨论几何上的用途��
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3. 1 �由主曲率线构成的网络的映射不变性

式( 18)可退化到特殊情形:如果曲线 C 是原始曲面A 上的主曲率线,则有 �g = 0�� 此时,

m和 t 将对应于曲面的两个主方向, 而正交标架( m , t , n ) 或( e1, e2, n) 就是曲面上的主曲率

线标架 �� 这里 e1 和 e2是沿主曲率线的单位切线矢量��于是,式( 18)可进一步写成

� � m
*

= m , t
*

= t�� ( 24a, b)

这个结果表明,原始曲面 A 上的主曲率标架( m, t , n) 或( ( e1, e2, n ) ) 被平行地映射成球面

A
* 上的主曲率标架( m

*
, t

*
, n

*
) (或( e

*
1 , e

*
2 , n

*
) ) (见图 3) , 亦即

图 3� 主曲率线网络在球面映射下的不变性 图 4� 两条曲线夹角的变换

� � ( m
*

, t
*

, n
*

) = ( m , t , n ) 或 ( e1, e2, n) = ( e
*
1 , e

*
2 , n

*
) �� ( 25)

换言之,原始曲面上的主曲率线网络在球面映射下是不变的��这是个令人吃惊的结果��注意

到,任何凸曲面都有其自己的主曲率线网络, 而式( 25)则有这样的含义:不论凸曲面的结构多

么复杂,其主曲率线网络总具有球面映射不变性��这个结果,具有基本的重要性��

3. 2 �与曲线夹角相关的局部映射不变量和变换

设原始曲面上的两条曲线相交于一点,夹角为 ��� 自交点沿曲线 C1和 C2 分别取微小弧

段 ds1和 ds 2(见图 4) �� 则以 ds1 和 ds2 为邻边的曲边四边形的面积 dA 可以表达成 dA =

d s1d s2sin��� 从式( 9) ,我们得到

� � K
* d s

*
1 ds

*
2 sin�* = K ds1ds2sin��� ( 26)

联立式( 26)和( 16) ,我们可以证明如下的局部映射不变量:

� � K
* sin�*

�
2

i= 1
( k

*
n( i) )

2
+ ( �

*
g( i) )

2
=

K sin�

�
2

i= 1
( kn( i ) )

2
+ ( �g( i ) )

2
, ( 27)

注意到, K、sin�和两条曲线的曲率一起形成了式( 27) 中的局部映射不变量 �� 在球面上有

�*g( i ) = 0( i = 1, 2) 和 K
*

= k
*
n( 1) k

*
n(2) = 1/ R

* 2�� 于是式( 27) 给出夹角 �* 和 �之间的变换

关系

� � sin�* =
K sin�

�
2

i = 1
( kn( i) )

2
+ ( �g( i ))

2
1 ( 28)

式( 28)显示,知道了原始曲面上的角 H,我们就能计算球面上的角 H* 1 
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4  结  论

将第二类梯度算子、第二类积分定理与 Gauss(球面)映射相结合,我们揭示了一系列的球

面映射不变量1 这些映射不变量在几何上是重要的,它们能够深化我们对弯曲空间内蕴和外

蕴性质的理解1 当然,本文仅仅涉及了这些映射不变量在数学中的应用1 我们在后续的文章

中,会揭示它们在力学、生物力学和物理学中的用途1 

附录 A  表达在正交单位标架下的第二基本张量

依据关系式 dn = dr# ¨ n = - dr# L , 我们有d n/ ds = - t# L ,结合曲线 C 上的公式 dn / ds = - knt + Sgm,

可以导出

  t# L = kn t - Sg m1 ( A1)

由式( A1)可以得到

  kn = t# L# t , Sg = - t# L# m , ( A2a, b)

L 和L
^
有如下联系(见附录 C) :

  L = - n @ L
^

@ n1 ( A3)

利用式( A3) , 我们可以将式( A2)整理成

  kn = ( m# L^ )# m, Sg = ( m# L^ )# t1 ( A4a, b)

从式( A4)得

  m# L^ = k n m + Sg t1 ( A5)

附录 B  关于测地曲率的球面映射不变量

球面上曲线 C* 的测地曲率为 k *
g = (dt * / ds* )# m* , 结合式( 16)可得

  
1

( k *
n ) 2 + ( S*

g ) 2
k *

g =
1

k 2
n+ S2

g

dt *

ds
# m*

1 ( B1)

由式( 18)及微分几何中的公式 dt/ ds = kn n + kg m和 d m/ ds = - kg t - Sg n, 我们有

  
dt*

ds
# m* =

1

k2
n + S2

g

dk n

ds
t + kn

dt
ds

-
dSg

ds
m - Sg

dm
ds

#( k n m + Sg t) =

    kg +
d
ds

arctan
kn

S g
1 ( B2)

从式( B1)和( B2)可以导出关于 kg、kn 和Sg 的变换:

  
1

( k *
n ) 2 + ( S*

g ) 2
k *

g =
1

k 2
n+ S2

g

kg +
d
ds

arctan
kn

S g
, ( B3)

式( B3)可以进一步扩展成式( 19) 1 

附录 C 第二基本张量之间的关系式

根据经典微分几何,在正交的主曲率线标架下, L 可以表达为

  L = c1e1e 1+ c2e2e 21 ( C1)

联立式( 2a)和关系式 2H = c1 + c2 , 我们有

  L
^

= c2e1e 1+ c1e2e 2, ( C2)

诸单位矢量之间还有关系式

  n @ e1 = e2 , e1 @ n = - e2 , n @ e 2 = - e1, e2 @ n = e11 

于是式( C1)和( C2)给出

  L = - n @ L
^

@ n, L
^

= - n @ L @ n, ( C3a, b)
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式( C3a)即为式( A3) 1 
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