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摘要:  利用 Krasnoselskii. s 不动点定理和重合度定理, 研究了 p-Laplace 三点边值问题单解或多解

的存在性,以及在共振情况下解的存在性1 
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引   言

我们研究边值问题:

  
- ( g( t ) U( xc) )c = KF ( t , x ) ,   t I (0, 1) ,

xc(0) = 0, x (1) = Ax ( G) ,
( 1)

其中 U( x ) = | x |
p- 2

x , p > 1, K是正参数, 0 < A [ 1, 0 < G< 1是给定的常数1 
目前关于含有 p-Laplace的两点边值问题已被广泛地研究, 如文献[ 1-4] 1 在文献[ 1]中,

作者应用打靶法和 Sturm比较定理研究了当 F ( t , x ) = c( t )f ( x ) 且连续, 在边值条件 x (0) =

x ( T ) = 0下问题( 1)的正解的存在性1 三点边值问题也受到越来越多的关注,如文献[ 5-7] 1 

在文献[ 7]中,作者用不动点指数定理证明了奇异问题

  
- ( U( yc) )c= a( t )f ( y ) ,   t I (0, 1) ,

yc(0) = 0, y (1) = By ( G)
( 2)

单解或多解的存在性,其中0 [ B< 1, 0 < G< 1, p \ 2, f I C( [ 0, + ] ) , [ 0, + ] ) ) , a I

C ( (0, 1) , [ 0, + ] ) ) 且 a( t ) 在 t = 0, 1处可能奇异1 

受文献[ 7]的启发,本文研究问题( 1)在共振与非共振情况下单个解或多解的存在性1 

1  主 要结 果

本节中假定下列条件成立:

(H0) F : (0, 1) @ [ 0, + ] ) y [ 0, + ] ) 满足Carath�odory 条件且存在函数 h1, h2: (0, 1) y

[ 0, + ] ) , f : [ 0, + ] ) y [ 0, + ] ) 使得
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  h1( t )f ( x ) [ F( t , x ) [ h2( t )f ( x ) ,

其中 h1、h2和 f 满足:

(H1) hi是(0, 1) 上的可测函数,且可能在 t = 0, t = 1处奇异, 0 < Q
1

0
hi ( t )dt < + ] , i =

1, 2;

(H2) f I C( [ 0, 1] , [ 0, + ] ) ) ,且存在非负常数 f 0和 f ] 使得

  f 0 = lim
x y 0

f ( x )
x
p- 1 , f ] = l im

x y ]

f ( x )
x
p- 1 ;

(H3) g I C
1
( [ 0, 1] , ( 0, + ] ) ) , g 在[ 0, 1]内单调递增1 

本节中我们所用的工具是下面的不动点定理:

定理 A  设 E 是一 Banach空间, K < E 是E 中的一个锥 1 假设 81、82是 E 的开子集,

且0 I 81, �8 1 < 8 2, 设 T: K H �8 2 \ 81 y K 是一全连续算子满足:

(A1) +Tu + [ +u +, P u I K H 5 81,且 +Tu + \ +u + , Pu I K H 5 8 2;
或

(A2) +Tu + \ +u +, P u I K H 5 81,且 +Tu + [ +u + , Pu I K H 5 8 21 
则 T 在K H ( �8 2 \ 8 1) 内有一不动点1 

考虑 Banach空间 C[ 0, 1] ,范数定义为 +u + = max 0 [ t [ 1 | u ( t ) | 1 
由文献[ 6] , 可得到下列引理:

引理 1  设0 < A< 1, 假设(H3)成立1 那么当 y \0时,其中 y 是( 0, 1)上的可测函数,方

程

  
- ( g( t ) U( xc) )c = y ( t ) ,   t I (0, 1) ,

xc(0) = 0, x (1) = Ax ( G)
( 3)

有唯一的解

  x ( t ) = Q
1

t
W Q

s

0
y ( S)dS

g( s)
d s +

A
1 - AQ

1

G
W Q

s

0
y ( S) dS

g ( s)
ds

且 x ( t ) \ 0,其中 W( u) = U- 1( u) = | u |
1/ ( p- 1) sgnu1 

引理 2  设 0< A< 1, y ( t ) 是非负的可测函数1 则问题(3) 的解 x ( t )在[ 0, 1] 上是凹的,

且 x ( t ) 满足

  min
t I [ G, 1]

x ( t ) \ C+x +,

其中 C= A(1- G) / (1- AG)1 
证明  首先证明 x ( t ) 在[ 0, 1]上是凹的1 
假如 x ( t ) 是凸的,若 xd( t ) > 0, 则

  g( t ) ( U( xc) )c = g( t ) ( | xc |
p- 2

xc)c= pg( t ) xd | xc | p- 2 > 0,

由 y ( t ) \ 0, 有

  gc( t ) U( xc) + g ( t ) ( U( xc) )c = ( g( t ) U( xc) )c [ 01 
另一方面,因为 xc(0) = 0, xd( t ) > 0,所以 xc( t ) > xc( 0) = 0, t I (0, 1] ,由 g ( t ) 在[ 0,

1] 上递增,有 gc( t ) U( xc) \ 0成立,矛盾1 
因此 x ( t ) 在[ 0, 1]上是凹的1 
设 x ( t 0) = +x + ,根据引理1,有 x (1) = Ax ( G) [ x ( G) , 因为 x ( t ) 是凹的,则 t 0 [ G<

1, min t I [ G, 1] x ( t ) = x (1) , 且
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  x (1) - x ( G)
1 - G [

x ( t 0) - x (1)

t 0- 1 ,

即

  x ( t0) [ x ( 1) +
x (1) - x ( G)

1- G (0 - 1) = x (1)
1- AG
A(1- G) 1 

记 C= A(1 - G) / (1- AG) , 即有 min t I [ G, 1] x ( t ) \ C+x +1 

定义锥K = x I C[ 0, 1] , x ( t ) \ 0: mint I [ G, 1] x ( t ) \ C+x + ,定义积分算子 T : K y

C [ 0, 1] 为

  Tx ( t ) = Q
1

t
W K

Q
s

0
F ( S, x ( S) )dS

g ( s)
ds +

A
1- AQ

1

G
W K

Q
s

0
F ( S, x ( S) )dS

g( s )
ds ,

则由引理 1,问题( 1)有解 x = x ( t ) 当且仅当 x 是算子T 的不动点1 
引理 3  假设(H0) ~ (H3)成立1 则 T : K y K 全连续1 
类似地,定义算子

  Si x ( t ) = Q
1

t
W K

Q
s

0
h i ( S)f ( x ( S) )dS

g ( s)
ds +

    A
1 - AQ

1

G
W K

Q
s

0
h i ( S)f ( x ( S) )dS

g ( s)
ds ,   i = 1, 21 

根据文献[ 2]中的引理 2可得下列定理:

引理 4  假设(H0) ~ (H3)成立1 则对于 x I K , 有

  ( S1x ) ( t ) [ ( Tx ) ( t ) [ ( S2x ) ( t ) ,   t I [ 0, 1] 1 

本节中给出两个记号:

  A = 1
1- AQ

1

0
W Q

s

0
h2( S) dS

g ( s)
ds

p- 1

,

  B = A
1 - AQ

1

G
W Q

s

0
h1( S) dS

g ( s)
ds

p- 1

1 

定理 1  假设(H0) ~ ( H3)成立1 若 Af 0 < Cp- 1Bf ] 1 则对于每一个 K I (1/ ( Cp- 1Bf ] ) ,

1/ ( Af 0) ) , 边值问题( 1)至少有 1个正解1 

证明  设 K I (1/ ( C
p- 1

Bf ] ) , 1/ ( Af 0) ) ,选取 E> 0使得

  1

C
p- 1

B( f ] - E)
[ K [ 1

A( f 0+ E) 1 

由 f 0的定义,存在R1 > 0使得f ( x ) [ (f 0+ E) xp- 1, x I [ 0, R1] 1 选取 x I K 且 +x + = R 1,

  Tx ( t ) [ S2x ( t ) =

    Q
1

t
W K

Q
s

0
h2( S) f ( x ( S) )dS

g ( s)
ds +

A
1- AQ

1

G
W K

Q
s

0
h2( S) f ( x ( S) )dS

g ( s)
ds [

    1
1 - AQ

1

0
W K

Q
s

0
h2( S) f ( x ( S) )dS

g ( s)
ds [
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    1
1 - A

( K( f 0+ E) )
1/ (p- 1)

R1Q
1

0
W Q

s

0
h2( S)dS

g( s )
ds [ +x +1 

令 81 = x I K : +x + < R1 , 则 +Tx + [ +x + , x I K H 5 8 11 

另一方面, 取 �R 2使 f ( x ) \ ( f ] - E) x
p- 1

, x I [�R 2, + ] ) 1 取 R2 = max 2R1, C
- 1�R 2 ,

且记 82 = x I K : +x + < R2 ,则若 x I K H 5 82,

  Tx (1) \ S1x (1) =
A

1 - AQ
1

G
W K

Q
s

0
h1( S)f ( x ( S) )dS

g( s )
d s \

    A
1 - A

K( ( f ] - E) ) 1/ (p- 1) CR2Q
1

G
W Q

s

0
h1( S)dS

g ( s)
ds \ +x + ,

因此 +Tx + \ +x +, x I K H 5 821 
根据定理A的(A1)得 T 存在不动点x I K H ( �8 2 \ 8 1) 1 

定理 2  假定(H0) ~ (H3)成立1 若 Af ] < Cp- 1Bf 01 则对于每一个 K I (1/ ( Cp- 1Bf 0) ,

1/ ( Af ] ) ) , 边值问题( 1)至少存在一个正解1 

证明  设 K I (1/ ( Cp- 1Bf 0) , 1/ ( Af ] ) ) ,取 E> 0满足

  1

C
p- 1

B( f 0- E)
[ K [ 1

A (f ] + E) 1 

根据 f 0的定义,存在 R3 > 0使得

  f ( x ) \ (f 0 - E) x
p- 1

,   x I [ 0, R3] 1 
取 x I K 且 +x + = R3,

  Tx (1) \ S1x (1) =
A

1 - AQ
1

G
W K

Q
s

0
h1( S)f ( x ( S) )dS

g( s )
d s \

    A
1 - A

( K( f 0- E) ) 1/ (p- 1) C+x +Q
1

G
W Q

s

0
h1( S)dS

g( s)
ds \ +x +1 

若令 83 = x I K : +x + < R 3 ,则 +Tx + \ +x +, x I K H 5 831 

另一方面, 取 �R 4使 f ( x ) [ (f ] + E) xp- 1, x I [�R 4, + ] ) 1 
( � ) 若 f 有界,即存在 M > 0使得 f ( x ) [ M, 对所有 x I [ 0, ] )1 

令 R4 = max 2R3, ( KMA)
1/ ( p- 1)

, 则若 x I K 且 +x + = R4, 可得

  Tx ( t ) [ S2x ( t ) [ 1
1 - AQ

1

0
W K

Q
s

0
h2( S) f ( x ( S) )dS

g ( s)
ds [

    1
1 - A

( KM)
1/ (p- 1)Q

1

0
W Q

s

0
h2( S) dS

g ( s)
ds [ R 4 = +x +1 

( � ) 若 f 无界,则取 R4 > max 2R 3, C
- 1�R4 使

  f ( x ) [ f ( R4) ,   x I [ 0, R4] 1 
若 x I K 且 +x + = R4,

  Tx ( t ) [ S2x ( t ) [ 1
1 - AQ

1

0
W K

Q
s

0
h2( S) f ( x ( S) )dS

g ( s)
ds [
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    1
1 - A

K
1/ (p- 1)Q

1

0
W Q

s

0
h2( S) f ( R4)dS

g ( s)
ds [

    1
1 - A( K( f ] + E) )

1/ (p- 1)
R4Q

1

0
W Q

s

0
h2( S)dS

g ( s)
ds [ R4 = +x +1 

记 84 = x I K : +x + < R4 , 综上所述, 都有 +Tx + [ +x +, x I K H 5 841 因此由定
理A的( A2) , T 有不动点x I K H (�8 4 \ 83) 1 

定理 3  假设(H0) ~ (H3)成立1 若存在两个正常数 R1、R2满足 R1 < CR 2, AR
p- 1
2 [ BR

p- 1
1

使得

1) f ( x ) [ R
p- 1
1 / ( KA) , Px I [ 0, R1] ;

2) f ( x ) \ R
p- 1
2 / ( KB ) , Px I [ CR 2, R 2] 1 

则边值问题( 1)至少有 1个正解 x I K 且R 1 [ +x + [ R21 
证明  设 8 1 = x I K : +x + < R 1 , 8 2 = x I K : +x + < R 2 1 

对于任意 x I K H 5 81, 有

  Tx ( t ) [ S2x ( t ) [ 1
1 - AQ

1

0
W K

Q
s

0
h2( S) f ( x ( S) )dS

g ( s)
ds [

    1
1 - A

R1

A
1/ ( p- 1)Q

1

0
W Q

s

0
h2( S) dS

g ( s)
ds = R 1 = +x +1 

则 +Tx + [ +x + , x I K H 5 811 
另一方面, 对于任意 x I K H 5 82,有 CR2 [ x ( t ) [ R2, t I [ G, 1] , 由条件( 2)有

  Tx (1) \ S1x (1) =
A

1 - AQ
1

G
W K

Q
s

0
h1( S)f ( x ( S) )dS

g( s )
d s \

    A
1 - A

R 2

B
1/ (p- 1)Q

1

G
W Q

s

0
h1( S) dS

g ( s)
ds = R 2 = +x +1 

则    +Tx + \ +x +, x I K H 5 821 
应用定理A, T 有不动点 x 且R1 [ +x + [ R21 

定理 4  假设(H0) ~ (H3)成立1 此外, 假设 f 0 = f ] = ] 1 则 PK I (0, K* ) , 边值问题

( 1)至少有两个正解1 其中

  K* = sup
x> 0

x
p- 1

Amaxu I [ 0, x ] f ( u )
1 

定理 5  假设(H0) ~ (H3)成立1 此外,假设 f 0 = f ] = 01 则 PKI (0, K* * ) , 边值问题

( 1)至少有两个正解1 其中

  K* * = inf
x> 0

x
p- 1

Bminu I [ Cx , x ] f ( u)
1 

注  定理 4和定理 5 的证明根据文献[ 2]中的定理 3. 3和定理 3. 5很容易能够得到1 

2  共 振情 形

当 A= 1, p = 2时,我们应用Mawhin的重合度定理,考虑如下共振情形:
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  ( g( t ) ( xc) )c= KF( t , x ) , xc(0) = 0, x (1) = x ( G) 1 ( 4)

本节中假设下列条件成立:

( h1) F: [ 0, 1] @ R y R 连续,存在常数 M > 0使得

  xF ( t , x ) > 0, 当 | x | > M ,   t I [ 0, 1] , K是正参数;

( h2) g I C
1
( [ 0, 1] , (0, + ] ) )1 

定理 B( Jean Mawhin[ 8] )  设 L 是一零指标Fredholm算子, N在�8 上L- 紧1 假设下列条件
成立:

( B1) Lx + KNx X 0, ( x , K) I [ ( D ( L ) \ kerL ) H 5 8 ] @ (0, 1) ;

( B2) Nx /I ImL , x I kerL H 5 8 ;
( B3) deg(QN | �8 HkerL , 8 H kerL , 0) X 0,其中 Q: Y y Y 连续的映射且 ImL = kerQ1 

则 | D[ ( L , N ) , 8 H D( L) ] | = | deg(QN | �8 HkerL , 8 H kerL , 0) | X 0, 且方程Lx + Nx = 0在

D(L ) H 8 中至少有一解1 
定理 6  假设( h1) ~ ( h2)成立1 则边值问题( 4)在 C[ 0, 1] 中至少有 1个解1 

证明  设 X、Y为 Banach空间 C
1
[ 0, 1] 和 C [ 0, 1] 1 

定义 L : D( L ) < X y Y 为

  D (L ) = x I AC
1
[ 0, 1] : xc(0) = 0, x ( 1) = x ( G) ,

对于 x I D(L ) , Lx = ( g( t ) xc)c1 

则kerL = R ,且 ImL = y I C [ 0, 1] :Q
1

G Q
s

0
y ( S)dS/ g( s ) ds = 0 , L 是零指标Fredholm算

子1 
定义 N: X y Y 为Nx( t ) = - KF( t , x ) , t I (0, 1) 1 定义连续映射 P : X y kerL , Q: Y y

Y0分别为

  Px ( t ) = x (0) , Q( y ) =
2

1- GQ
1

G

Q
s

0
y ( S) dS

g ( s)
d s,

其中 Y = ImL © Y01 令 U1 = x I D(L ) : Lx + RNx = 0, R I (0, 1) 1 设 x I U1,且假设

存在 t 0 I [ 0, 1) ,使得 | x ( t0) | = +x +,则 | x ( t 0) | [ M1 如若不然, 即若 | x ( t 0) | > M , 则

( � ) t 0 X 0

若 x ( t 0) > M, 由(h1) ,有 xc( t 0) = 0, xd( t 0) < 0, 及

  0 > x ( t 0) g ( t 0) xd( t0) = x ( t0) ( g ( t ) xc( t ) )c | t = t
0
=

    KRx ( t 0) F ( t 0, x ( t 0) ) > 0,

矛盾1 
同样可以证明, 若 x ( t 0) < - M, 仍然矛盾1 
( � ) t 0 = 0

若 x (0) > M , 则

  ( g( t ) xc( t ) )c | t = 0 = g (0) xd(0) + gc(0) xc(0) = KRF( 0, x (0) ) > 0,

因此 xd(0) > 0, 则 t充分小时xc( t ) 单调递增, 因为 xc(0) = 0, x ( t )在(0, 1) 内递增, 这与 x (0)

= +x +矛盾 1 若 x (0) < - M ,也可同样得出矛盾 1 因此, +x + [ M, Px I U11 令 U2

= x I kerL : Nx I ImL 1 假定 x I U2,则 x I kerL = R, x S c是常数1 
若 c > M ,由条件(h1) , 有
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  Q
1

G

Q
s

0
y ( S)dS

g ( s)
ds > 01 

若 c < - M ,由条件(h1) , 有

  Q
1

G

Q
s

0
y ( S)dS

g ( s)
ds < 01 

也就是说 Nx /I ImL , 矛盾,因此, +x + = | c | [ M , Px I U21 
下面,令 U3 = x I kerL : LQNx + (1- L) x = 0, L I [ 0, 1] 1 设 x I U3,则 x I kerL

= R , x S d 常数,且有

  2L
1 - GQ

1

G

Q
s

0
KF ( S, d )dS

g ( s)
ds = - (1- L) d 1 

易证 | d | [ M 1 故 U3 也有界1 
现记 X = kerL © X 1, 易见 X 1 = kerP 1 

记 L1 = L | D( L) HX
1
,则 K = L

- 1
1 : ImL y D(L ) H X 1是线性算子,定义为

  ( Ky ) ( t ) = Q
t

0

Q
s

0
y ( S)dS

g ( s)
ds,   y I ImL 1 

根据 Arzela-Ascoli定理, K ( I - Q)N是紧的,因此 N是L- 紧的 1 设 8 < X 是有界的开集且 8

B G 3
i = 1Ui ,则对于 x I kerL H 5 8,

  LQNx + (1- L) x X 0, L I [ 0, 1] ,

由度的同伦不变性知, deg( QN | �8 HkerL , 8 H kerL , 0) X 01 定理B的条件都满足,定理得证1 
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Abstract: The existence of single or multiple positive solutions of three-point boundary value prob-

lems involving one dimensional p-Laplacian was considered. Then the existence of solution when the

problems is in resonance case was studied. The approach is based on the Krasnoselskii. s fixed point

theorem and the coincidence degree theory.
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