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摘要:  考虑由扰动数据重构原函数的导数问题1 基于 L- 广义解正则化理论,提出了一个新的磨

光方法的框架1 给出一个具体的求解前 3阶导数的算法, 其中正则化策略选择了一种改进的TSVD

( truncated singular value decomposition)方法(典则 TSVD 方法) 1 数值结果进一步验证了理论结果及

新方法的有效性1 

关  键  词:  不适定问题;  数值微分;  磨光方法;  L- 广义解;  典则TSVD方法

中图分类号:  O241   文献标识码:  A

引   言

数值微分就是由原函数的扰动数据来求其导数, 它产生于很多实际问题当中,比如, Abel

积分方程的求解问题[ 1] , 图象处理中的边界识别问题[ 2]以及一些数学物理反问题当中[ 3] 1 数

值微分的主要困难在于它是一个不适定问题,即对于测量中微小的误差可能造成计算中巨大

误差1 现在已经有很多数值微分的方法被提出(参见文献[ 3-9] ) 1 数值微分可以看作一个无
界算子 T 的求值问题:

  u = Tg
D
, ( 1)

其中 g
D为精确函数g 的扰动数据1 本文将讨论的方法属于一种磨光方法1 

Manselli,Miller[ 10]以及 Murio[ 11]应用Weierstrass核构造磨光算子来求解某些热流方程的不

适定问题1 在文献[ 4]中, Mourio 给出了一个磨光方法的一般框架,并探讨了它在一些问题中

的应用1 Hao[ 12]进一步讨论了这些磨光方法, 并将其拓展到 Banach空间1 近来, Elden等人[ 13]

提出了一种基于小波及 Fourier 变换的磨光方法1 然而,所有这些提到的方法有一个共同的缺

陷:磨光参数的选取一般是基于先验准则,这在实际应用中会受到很大限制1 Hanke及 Scherz-

er[ 3]基于Tikhonov正则化提出一种求解一阶导数的方法,它也可以看作一种磨光方法1 Wang,

Hon等人[ 8]推广这种方法到求解任意阶导数,但他们的方法对边界有附加要求1 
本文将从一个新的角度引入磨光思想1 首先引入辅助方程
  I f = g ,
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通过上述方程我们将搭建起磨光方法与 L- 广义解正则化方法的桥梁 1 由于L- 广义解正则化
方法理论已经相当完善, 因此我们能够非常容易地获得理论结果,并且针对不同的边界情况,

我们可以构造不同的求解算子1 
本文安排如下1 第 1节,我们将针对数值微分提出一种磨光方法的一般框架,第 2节我们

将应用一种新的正则化方法 ) ) ) 典则奇异值分解方法[ 14]求解第 1节中引入的问题1 一个具
体求解前 3阶导数的算法将在第 3节给出1 第 4节, 我们将给出两个数值例子来验证前面的

理论结果及方法的有效性1 一些结论及注记将在第 5节给出1 

1  磨光方法的框架

设 X、Y为Hilbert空间, T : X y Y为一无界线性算子,计算

  u = Tg,   g I D( T) 1 ( 2)

实际问题中,我们通常只能得到 g 的近似数据g
D I X1 一般来说, gD /I D( T) 且满足

  +gD- g + [ D, ( 3)

其中 D为已知误差水平,上述求值问题是不适定的1 磨光方法的思想就是将问题的求解分为
两步:

1) 重构一个新的逼近函数 f
D I D( T) ,它在某种意义下逼近原函数 g ;

2) 计算 u
D
= Tf

D1 

一个自然的要求就是 +uD- Tg +足够小,且

  lim
Dy 0

+ uD- Tg + = 01 

选取f D的不同方法对应不同的磨光方法 1 下面我们基于L- 广义解正则化方法针对数值微分
问题给出一类新的磨光框架1 

问题 1. 1  给定 g( x ) I Hn [ 0, 1] 的扰动数据 g
D
( x ) I L

2
[ 0, 1] = : X,假设条件(3) 满足,

其中 D> 0已知,我们希望找到一个函数 f
D
( x ) 逼近 g ( x ) , 使得

  lim
Dy 0

+(f D) ( j ) - g
( j ) + = 0,   P0 [ j [ n 1 ( 4)

首先我们引入辅助方程

  If = g, ( 5)

其中 I : X y X为单位算子 1 取 L = Ln 为 n阶微分算子:

  ( L f ) ( x ) = ( Ln f ) ( x ) =
dnf ( x )

dx n
,   f I D( L ) , ( 6)

D( L ) 待定(可由具体问题给出) 1 在 D( L ) 中引入新的内积:

  3f 1, f 24* = 3f 1, f 24+ 3L f 1, L f 24,   f 1, f 2 I D( L )1 ( 7)

显然, 装备了新的内积3#, #4* 的空间 D( L ) 为一Hilbert空间, 记其为X* ,它是通常的Sobolev

空间 H
n 的某一子空间1 相应的范数为

  +f +* = 3f , f 41/ 2
* ,   f I X* 1 

算子 I 现在也可看作 X* 到 X的算子,为了区别,记为 I = In1 我们重写方程( 5)为

  I f = g , ( 8)

方程( 8)的扰动方程为

  I f = g
D1 ( 9)

方程( 8)的Moore-Penrose广义解恰为方程( 5)的 L- 广义解
[ 15] 1 接下来的一步是应用某种正则
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化方法求解方程( 9)以获得逼近函数 f
D1 本文将采用一种改进TSVD方法 ) ) ) 典则TSVD方

法来求解方程
[ 14]

,因为它具有很好的理论结果并且对于本文中算子的奇异系是相对容易求出

的1 

2  cTSVD的求解方法

我们容易得到如下性质:

1) L n 的共轭算子L
*
n 为

  ( L
*
n h) ( x ) = (- 1)

n dnh ( x )

dx
n ,   Ph I D( L

*
n ) , ( 10)

其中 D( L *
n ) 由 D( Ln) 决定;

2) In 为 X* 到 X的紧嵌入算子,且[ 15]

  +In + [ 1; ( 11)

3) I
*
n = ( I

*
I + L

*
nL n)

- 1
I

* [ 3] 1 

下面我们考虑算子 In 的奇异系
[ 3] 1 特征问题 I *

n In< = K<等价于

 I
*
I< = K( I *

I + L
*
nLn) <,

重写上述方程为

  CI *
I< = L

*
n Ln<, ( 12)

其中

  C=
1 - K
K

1 ( 13)

由式( 11) , 0 < K [ 1, 因此 C\ 01 由式( 10) ,问题( 12)可转化为如下问题

  
<(2n) = (- 1) n

1- K
K

<,

< I D( L *
nLn )1 

( 14)

如果 KX 1, 我们知道方程

  r
2n
= (- 1)

n 1- K
K ( 15)

的根为

  rj =

2 n

1 - K
K

cos
jP
n
+ i sin

jP
n
,

  j = 0, 1, 2, ,, 2n - 1,如果 n 为偶数,
2 n

1 - K
K

cos (2j + 1)P
2n

+ i sin (2j + 1)P
2n

,

  j = 0, 1, 2, ,, 2n - 1,如果 n 为奇数,
此时方程( 14)的通解为

  < = 6
2n

j = 1
Cj e

r
j
t1 ( 16)

如果 K= 1, 方程(15) 有一个 2n 重根 0, 方程( 14)的通解为

  < = 6
2n

j = 1
Cj t

j- 11 ( 17)

将式( 16)或式 ( 17) 代入式 ( 14) 中边界条件, 就可以获得算子 I *
n In 的特征函数 1 假设
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Ki ; <i
]
i = 1为算子 I *

n In 所有的不同特征对,排列为 K1 \ K2 \ , \ Kn \ , \ 0,那么算子

In 的奇异系 Ri ; v i , ui
]
i = 1 可以给出为

[ 11]

  Ri = K1/ 2
i , v i =

<i
+ <i +*

, ui = R- 1
i In v i = R- 1

i v i ,   i = 1, 2, ,1 ( 18)

下面我们描述方程( 9)的 cTSVD解[ 14] 1 

1) 设 R0 = ] 及 Qy
D X 0, 其中 D \ 0为已知误差水平, Q是 Xy R(In) 的正交投影算

子 1 若存在非负整数 m 满足下面条件:

  Rm > Rm+ 1 = Rm+ 2 = ,= Rm+ k > Rm+ k+ 1, ( 19)

  6
]

i= m+ k+ 1

3gD, u i42 [ S2D2
< 6

]

i= m+ 1

3gD, u i42
, ( 20)

这里 S > 0, 那么定义方程( 9)的 cTSVD解如下:

  f D = f
D
m, N= 6

m

i = 1
Ri
- 13gD, u i4v i + N 6

m+ k

i= m+ 1
R- 1
i 3gD, u i4vi , ( 21)

其中 N= N( D, yD) > 0由如下残差准则确定:

  +Inf Dm, N- Qg
D+ = +f Dm, N- Qg

D+ = SD1 ( 22)

2) 当这样的 m 不存在时,定义 f D = 01 

定理 2. 1[ 14]  设函数 g = ( ( I *
n In)

M
h) I R( ( I *

n In)
M
) , M\ 0,其扰动数据 g

D满足条件

(3) , f D为方程( 9) 的 cTSVD解, 其中 S > 1, 那么

  sup
+gD- g + [ D

+f D- g +* = o ( D2M/ (2M+ 1)
) ,   当 D y 01 ( 23)

由Sobolev空间理论,我们有如下引理[ 16] :

引理 2. 2  设 E0是有限正数,则存在常数 K = K ( E0, m, p ) ,使对任意的 E, 0 < E [ E0,任

意整数 j , 0 [ j [ m - 1,以及任意的 f I W
m, p
[ 0, 1] , 有

  +f ( j ) +p [ KE+f ( m ) +p + KE
- j / ( m- j) +f +p 1 ( 24)

我们可以有如下理论结果:

定理 2. 3  设定理 2. 1的条件满足,则对任意 0 [ j [ n, 我们有

  +(f D) ( j ) - g
( j ) + = o ( D( n(2M+ 1)- j) / ( n( 2M+ 1))

) ,   当 D y 01 ( 25)

证明  因为 g I R( (I *
n In)

M
) , M\ 0, 所以由定理 2. 1可得

  +f D- g +* = o ( D2M/ (2M+ 1)
) , ( 26)

这表明

  +(f D) ( n) - g
( n) + = o( D2M/ (2M+ 1)

) , ( 27)

j = n 的情形得证1 另一方面,由式( 3)及式( 22)我们有

  +f D- g + [ +f D- g
D+ + +gD- g + [ (1+ S) D1 ( 28)

令式( 24)中 p = 2, m = n以及

  E= E( D) =
D

+( f D) ( n) - g
( n) +

( n- j ) / n

, ( 29)

因为当 D y 0时, Ey 0, 因此可以应用引理2. 21 于是由式( 24)、式(27) ~ (29)即可得到结论1 

t
作为 M= 0的特殊情况,我们有如下推论:

推论 2. 4  如果 g I D( Ln) , g
D满足式(3) , f D为方程(9) 的 cTSVD解,其中 S> 1,则对任
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意0 [ j [ n, 我们有

  +(f D) ( j ) - g
( j ) + = o ( D( n- j ) / n) ,   当 D y 01 ( 30)

3  求前三阶导数的一个算法

下面我们考虑 n = 3的情形,假设 g( x ) 满足齐次边界条件:

  g(0) = g(1) = 0, ( 31)

其它情况可类似讨论1 此时我们可以令

  D( L3) = f ( x ) | f I H
3
[ 0, 1] , f (0) = f (1) = 0 , ( 32)

因此

  D( L *
3 ) = h( x ) | h I H

3
[ 0, 1] , h(0) = h(1) = 0, hc(0) = hc(1) = 0 1 ( 33)

现在特征问题( 14)变为

  

<(6) ( y ) + C<( y ) = 0,

<(0) = <(1) = 0,

<Ê (0) = <Ê (1) = 0,

<
(4)
(0) = <

(4)
(1) = 0,

( 34)

C= C1 = 0为式( 34)的一个特征值, 相应的特征函数为

  <1( t ) =
t (1- t )

30
1 ( 35)

对于非零特征值 C,令 C= B6
,其中 B为正数1 那么相应的特征函数有如下形式:

  <( t ) = C 1e
r

1
Bt
+ C 2e

r
2
Bt
+ C 3e

r
3
Bt
+ C 4e

r
4
Bt
+ C5e

r
5
Bt
+ C6e

r
6
Bt
, ( 36)

其中 Ck 为待定常数, rk 为方程 r
6
= - 1的根, 可得

  r1 = i, r2 = - i, r 3 =
3
2
+

1
2

i, r4 =
3
2
-

1
2

i,

  r5 = -
3

2
+

1
2

i, r 6 = -
3
2
-

1
2

i1 

将式( 36)代入式( 34)中边界条件,可导出 B= Bj 及Ck = Ckj 满足如下方程:

  

C1+ C2+ C3 + C4+ C5+ C6 = 0,

- C1+ C2+ C3- C 4+ C5- C6 = 0,

C1+ C2- ir 3C3- i r4C4- ir 4C5- i r3C6 = 0,

C1e
r

1
B
+ C2e

r
2
B
+ C3e

r
3
B
+ C4e

r
4
B
+ C5e

r
5
B
+ C 6e

r
6
B
= 0,

- C1e
r

1
B
+ C2e

r
2
B
+ C3e

r
3
B
- C4e

r
4
B
+ C5e

r
5
B
- C6e

r
6
B
= 0,

C1e
r

1
B
+ C2e

r
2
B
- ir 3C3e

r
3
B
- i r4C4e

r
4
B
- ir 4C5e

r
5
B
- i r3C6e

r
6
B
= 01 

( 37)

在上述方程中消去 Ck 可得B需满足的方程为

  e 3Bsin B+
P
3
+ e- 3Bsin B-

P
3
- 2sinB(1- cosB) -

    2e 3B/ 2sin
B
2
+
P
3
- 2e- 3B/ 2sin

B
2
-
P
3
= 01 ( 38)

因此我们可以得到可列个正值 0 < B2 < B3 < ,< Bj < ,1 相应的特征函数为

  <j ( t ) = C1 j e
r

1
B
j
t
+ C 2j e

r
2
B
j
t
+ C3j e

r
3
B
j
t
+ C4j e

r
4
B
j
t
+

    C5 j e
r

5
B
j
t
+ C6 j e

r
6
B
j
t
,   j = 2, 3, ,, ( 39)
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其中

  

C1j = K 2( e
r

6
B
j - er4Bj ) , C2j = K 1( e

r
5
B
j - er3Bj ) ,

C3j = K 1( e
r

2
B
j - er5Bj ) , C4j = K 2( e

r
1
B
j - er6Bj ) ,

C5j = K 1( e
r

3
B
j - e

r
2
B
j ) , C6j = K 2( e

r
4
B
j - e

r
1
B
j )

( 40)

及

  
K 1 = (- 2e

r
1
B
j + e

r
6
B
j + e

r
4
B
j ) - 3( e

r
4
B
j - e

r
6
B
j ) i,

K 2 = (- 2er2Bj + er3Bj + er5Bj ) - 3( er5Bj - er3Bj ) i1 
( 41)

令

  W( B) = e 3Bsin B+
P
3
+ e- 3Bsin B-

P
3
- 2sinB(1 - cosB) -

    2e
3B/ 2

sin
B
2 +

P
3 - 2e

- 3B/ 2
sin

B
2 -

P
3 ,

  W1( B) = sin B+
P
3
, W2( B) =

e 3BW1( B) - W( B)

e 3B
1 

图 1展示了方程( 38)根的分布情况(竖线所处的位置为 ( j - 1/ 3)P, j = 2, 3, ,, 8)1 容易验证

  Bj = j -
1
3
P+ o(1) ,   当 j y ] 1 ( 42)

   图 1  方程(38)根的分布示意图

由上述讨论,我们可以给出 I 3 奇异系如下

Rj =
1

B6
j + 1

, v j =
<j ( t )

+ <j ( t ) +*
,

uj = R- 1
j vj =

<j ( t )
+ <j ( t ) + ,

  j = 1, 2, ,1 

( 43)

由奇异系我们可给出方程( 9)相应的 cTSVD解1 
由推论2. 4,我们有如下理论结果:

定理 3. 1  若 g( x ) I H
3
[ 0, 1] 且满足式

(31) , gD满足式(3) , f D为方程(9) 由上述奇异系

定义的 cTSVD解,其中 S> 1,那么 Dy 0时,我们

有

+( f D)c- gc+ = o ( D
2/ 3
) , +( f D)d- gd + = o ( D

1/ 3
) , +( f D) Ê - gÊ + = o(1) 1 ( 44)

4  数 值结 果

这一节将给出一些例子来检验本文方法的有效性1 所有例子中离散节点取为 ti = ih , i

= 0, 1, ,, N ; N = 1 024, h = 1/ N 1 扰动数据按如下方式给出:

  g
D
( ti ) = g ( ti ) + Ei , | Ei | < D1,

其中 Ei
N
i = 0 由Matlab函数(2 @ rand(N + 1, 1) - 1) @ D1生成1 

计算过程中我们主要要计算如下积分:

  3gD, uj4 = Q
1

0
g
D
( t ) uj ( t )dt1 

对于较大的 j 而言,奇异函数 uj ( t ) 是高震荡的1 我们采用如下方式处理: 首先我们获得扰动
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数据 g
D
( t ) 的3次样条插值函数 s( t ) ,插值边界条件取为 sd( t 0) = sd( tN ) = 01 并令

  3gD, uj4 UQ
1

0
s ( t ) uj ( t )dt ,

上述右端积分可以精确获得1 由于例子中误差 Ei 满足均匀分布, 因此停止准则中取

  D= 3D1/ 31 

例 1  此例产生于脉冲函数的指数逼近模型,右端函数给出为[ 3]

  g( t ) = exp(- 40( t - 0. 5) 2
)1 

计算解逼近性态随误差水平的变化情况在表 1中给出,图 2~ 4展示了计算解与真解之间各阶

导数的逼近效果1 所有图形中,实线代表真解,虚线代表计算解1 
表 1 例 1数值结果

D1 m N + (f D)c- gc +
+gc +

+ (f D)c- gc +
D2/ 3

+ ( f D)d- gd +
+gd +

+ ( f D)d- gd +
D1/ 3

+ (f D)Ê - gÊ +
+gÊ +

1E- 1 9 0. 986 7 0. 037 5 0. 742 2 0. 052 9 4. 350 9 0. 078 2

1E- 2 9 0. 998 5 0. 005 9 0. 543 4 0. 015 2 2. 686 2 0. 030 4

1E- 3 11 1. 000 0 0. 000 7 0. 280 0 0. 002 0 0. 772 9 0. 005 4

图 2 gc, D1 = 0. 1 图 3 gd ,D1 = 0. 1

图 4 g ( 3) , D1 = 0. 1 图 5 gc,D1 = 0. 1

  例 2  我们再来看 1个三角函数

  g( t ) = sin(4Pt )1 

计算解逼近性态随误差水平的变化情况在表 2中给出,图 5~ 7展示了计算解与真解之间各阶

导数的逼近效果1 
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图 6 gd , D1 = 0. 1 图 7 g
( 3)
,D1 = 0. 1

表 2 例 2数值结果

D1 m N + (f D)c- gc +
+gc +

+ (f D)c- gc +
D2/ 3

+ ( f D)d- gd +
+gd +

+ ( f D)d- gd +
D1/ 3

+ (f D)Ê - gÊ +
+gÊ +

1E- 1 12 0. 153 7 0. 030 6 1. 936 9 0. 117 1 34. 852 1 0. 392 9

1E- 2 18 0. 422 4 0. 008 8 2. 572 1 0. 061 6 39. 481 3 0. 318 0

1E- 3 36 0. 262 1 0. 001 7 2. 347 2 0. 024 6 33. 963 1 0. 229 9

5  结论及注记

1) 本文中我们针对数值微分问题提出一个新的磨光方法框架, 并给出一个具体的算法1 
数值结果显示新方法是十分有效的,并且数值结果和理论分析相吻合1 

2) 因为新的方法是基于 L- 广义解正则化方法的,因此它的理论结果可以相当容易并完

整地给出1 另一方面我们可以应用其他正则化方法来解方程( 9) , 而正则化参数的选取都可以

采用后验策略1 这使得方法具有相当大的灵活性1 
3) 以后的研究中我们将进一步指出,本文的磨光框架可以进一步用来求解多维函数的数

值微分乃至一般的无界算子求值问题1 
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Reconstruction of High Order Derivatives by

New Mollification Methods

ZHAO Zhen-yu1, 2,  HE Guo-qiang1

( 1. College of Scien ce , Shan gha i Univer sity , Shanghai 200444, P . R . China ;

2. College of Scien ce , Guan gdong Ocean Un iver sity ,

Zhanjian g , Guan gdong 524088, P . R . Chin a )

Abstract: The problem of reconstructing numerical derivatives from noisy data is considered. A new

framework of mollification methods based on L-generalized solution regularization methods was pro-

posed. A concrete algorithm for the first three derivatives was presented, in which a modification of

TSVD ( called cTSVD ( canonical truncated singular value decomposition) ) is chosen as the needed

regularization technique. The numerical examples given verify the theoretical results and show the eff-i

ciency of the new method.

Key words: il-l posed problem; numerical differentiation; mollification method; L-generalized solution;

cTSVD method
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