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周期底地形上内波的 Hamilton长波展开
X

周红燕,  朴大雄

(中国海洋大学 应用数学研究中心, 山东 青岛 266071)

(王银邦推荐)

摘要:  给出了周期底部边界条件下两层密度成层流体中 2-维非线性长波问题的 Hamilton 公式1 

从该公式出发 ,应用 Hamilton 摄动理论, 导出了底地形短尺度变化下描述双向长波运动的有效

Boussinesq方程和描述单向长波运动的近似 KdV方程1 结果的推导都是在多重尺度算子渐近分析

理论框架下完成的1 
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引   言

在海洋内部,当出现温度或密度跃层时, 内波现象极为明显1 激励内波的因素可以来自海
面、海底或海洋内部,或兼而有之, 如:风应力、不平海底、水面或水下物体的运动等1 海洋内波
是分析整个海洋中能量收支平衡时必须研究的一个重要物理过程, 对它的研究不仅在整个海

洋动力学的研究中占重要的地位, 而且对海洋环境与资源的开发和保护,推动其它相关学科的

深入研究和发展都具有重要的应用价值1 
上个世纪下半叶起, 探索水波的Hamilton 结构及其对称性与守恒律成为水波动力学理论

研究的一个重要分支,开创了研究水波问题的新体系1 Zakharov首先发现无粘、无旋、不可压、

密度均匀假设下的水波运动方程构成了Hamilton 动力系统,其中正定的Hamilton 泛函是流体

的总能量,自由面波高 G和自由面上的速度势 U为正则变量, 实际上 G是无穷维广义坐标, U

是相应的广义动量1 Zakharov的工作开辟了探索水波问题的Hamilton正则结构的道路,这为水

波研究提供了新的途径[ 1] 1 文献[ 2]中回顾了关于水波的 Hamilton描述所取得的丰富成果1 

近期对水波的研究成果[ 3-10]中大多采用的是大振幅长波运动模型1 其中, Craig、Guyenne

与Kalisch从Hamilton摄动理论出发运用Dirichle-t Neumann算子收敛的Taylor级数展开,研究了

内波的 Hamilton长波问题, 其中下层流体是平底边界[ 7] 1 Craig、Guyenne、Nicholls 等人应用

Hamilton摄动理论研究了粗糙底部上表面水波的Hamilton长波问题[ 8] 1 但是尚未发现有人考
虑周期底部变化对内波的影响1 本文进一步推广文献[ 7-8]中的工作,在下层流体底部地形关

于短尺度水平变量是周期的条件下, 给出了两层密度成层理想流体域中 2-维非线性长波问题
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的Hamilton公式,其中振幅的变化与流体深度是同阶的1 从这个公式出发,本文应用Hamilton

摄动理论导出了 Boussinesq和 Korteweg-de Vries ( KdV)尺度机制下内波的运动方程1 
为了公式推导的方便简洁,本文将上层流体的自由面假设为刚盖条件1 当然,借助附录中

本文给出的自由面非刚盖条件下的上层流体的Dirichle-t Neumann算子的Taylor 展式,完全可以

将本文的结果推广到非刚盖情形1 此外, 本文 1. 3 节和附录中关于上层和下层流体域的

Dirichle-t Neumann算子的Taylor 展式是进行摄动分析的关键,并且这些展式对今后的进一步研

究也将有所裨益1 

1  运 动方 程

1. 1  基本方程和边界条件
本文考虑两层不可混溶的常密度不可压的无粘流体的无旋运动1 取静止界面向右为 x

轴,垂直向上为 z 轴正向,上、下层流体密度分别为 Q1、Q2且 Q2 > Q11 流体域 ( x , z ) : - h2+

B( x ) < z < h1 可分为S 1( t ; G) = ( x , z ) : G( x ) < z < h1 和S 2( t ; G, B) = ( x , z ) : - h2+

B( x ) < z < G( x ) 两部分,其中 B( x ) 表示流体底部上的扰动且为周期函数, G( x ) 表示界面的

位移1 
由于流体无旋, 其速度可由势函数给出1 设 S 1( t ; G) 中 u1( x , z , t ) = ¨U1( x , z , t ) ,

S2( t ; G, B) 中 u2( x , z , t ) = ¨U2( x , z , t ) , 且这两个势函数满足

  $U1 = 0,   ( x , z ) I S 1( t ; G) , ( 1)

  $U2 = 0,   ( x , z ) I S 2( t ; G, B)1 ( 2)

在底部边界 z = h2+ B( x ) 上,势函数满足 Neumann边界条件

  ¨U2#N( B) = 0, ( 3)

其中 N( B) = (1+ | 5x B | 2
)
- 1/ 2

(5x B, - 1) 为边界的外单位法向量1 上表面是刚性边界,即

  5zU1( x , h1) = 01 ( 4)

界面 ( x , z ) : z = G( x , t ) 满足 3个边界条件: 2个运动学边界条件

  5zU1 = 5 tG+ 5xG5xU1,   z = G; 5zU2 = 5 tG+ 5xG5xU2,   z = G ( 5)

和1个关于力平衡的物理条件, 即 Bernoulli条件

  Q1 gG+ 5 t U1+
1
2

| ¨U1 |
2
= Q2 gG+ 5 tU2+

1
2
| ¨U2 |

2
,   z = G, ( 6)

其中 g 是重力加速度1 
1. 2  界面的 Lagrange 算子

本节将给出界面的 Lagrange 算子和Hamilton算子1 
系统的动能为

  T =
1
2QRQ

G

- h
2
+ B
Q2 | ¨U2( x , z ) |

2dzdx +
1
2QRQ

h
1

G
Q1 | ¨U1( x , z ) |

2dzdx1 ( 7)

势能为

  V = QRQ
G

- h
2
+ B
Q2gzdzdx + QRQ

h
1

G
Q1gzdzdx =

    1
2QR

g ( Q2- Q1) G
2dx - 1

2QR
gQ2(- h2+ B) 2dx 1 ( 8)

由于 B( x ) 是周期函数,则可将QR
gQ2(- h2+ B) 2dx 正规化为01 与力学中的分析类似,系统的

Lagrange算子为
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  L = T - V1 ( 9)

为了在分析过程中使动能有一个更方便的表达式, 本文将引入两流体域的 Dirichle-t Neu-

mann算子1 设在界面 ( x , G( x , t ) ) 上,两势函数的边界值分别为 51( x ) = U1( x , G( x ) ) 和

52( x ) = U2( x , G( x ) ) , 定义关于流体域 S1( G) 和 S 2( G, B) 的 Dirichle-t Neumann算子为

  
G1( G) 5 1 = [ ¨U1#(5xG, - 1) ] z= G ,

G2( G, B) 52 = [ ¨U2#(- 5xG, 1) ] z= G1 
( 10)

应用 Green恒等式,动能( 7)可被改写为

  T =
1
2QR

Q2 52G2 52dx +
1
2QR

Q1 51G1 51dx1 ( 11)

运动学边界条件( 5)变为

  5 tG= - G1( G) 5 1 = G2( G, B) 521 ( 12)

于是就得到了 Lagrange算子的一个合理表达式

  L ( G, ÛG) =
1
2QR

Q2ÛGG- 1
2 ÛGdx +

1
2QR

Q1ÛGG- 1
1 ÛGdx - 1

2QR
g ( Q2- Q1) G

2
dx1 ( 13)

定义

  N( x ) = DÛG = Q2G
- 1
2 ÛG+ Q1G

- 1
1 ÛG = Q2 52( x ) - Q1 51( x ) , ( 14)

由 Benjamin和 Bridges[ 11]可知它恰是 G的共轭变量1 
利用式( 12)和式( 14)式可得到 ÛG= G1( Q2G 1+ Q1G2)

- 1NG2, 因此系统的 Hamilton算子为

  H ( G, N) = T + V =

    1
2QR

NG1( Q1G2 + Q2G1)
- 1
G2Ndx +

1
2QR

g ( Q2- Q1) G
2dx 1 ( 15)

Hamilton算子的这种表示形式曾在文献[ 12]中出现过1 由上可知界面的运动方程为一个古典
Hamilton系统形式,即

  5 tG= DNH , 5 tN= - DGH 1 ( 16)

1. 3  Dirichle-t Neumann算子

本节将给出上层流体域 S 1( G) 和下层流体域 S2( G, B) 的Dirichle-t Neumann算子的解析式1 
1. 3. 1  上层流体域 S1( G) 的 Dirichle-t Neumann算子

设调和函数的一组特殊基 U1, k = a( k ) e
kz
e

ikx
+ b ( k) e

- kz
e

ikx
满足

  $U1 = 0,   ( x , z ) I S 1( G) ; U1( x , G) = 51; 5 z U1( x , h1) = 0, ( 17)

则得到 a( k) = e- kh
1 / ( ekh1+ e- kh

1) , b( k ) = ekh1/ ( ekh1 + e- kh
1)1 基在界面处的边界值为

  51, k( x ) = U1, k( x , G) = 6
j \0

1
j !
G
j
k
j
( a( k ) + (- 1)

j
b( k ) ) e

ikx 1 ( 18)

将 U1, k( x , G) 在界面上的法向导数

  ¨U1, k#(5xG, - 1) | z= G = 6
j \0

1
j !
Gj (5xG) ( ik

j+ 1
) ( a( k ) + (- 1) jb ( k) ) eikx

-

    6
j \0

1
j !
Gj ( kj+ 1

) ( a( k ) + (- 1) j+ 1
b ( k) ) eikx ( 19)

与 G 1 51, k的Taylor级数展式作比较,可得到常数项为 G
(0)
1 eikx

= k th( kh1) e
i kx 1 由D = - i5x来

记Fourier乘法算子, 则上式变为

  G
(0)
1 e

i kx
= D th( h1D) e

i kx 1 ( 20)

比较 G1 51, k的 Taylor级数展式与式( 18)、( 19)中的高次项, 可得到

  G
j

1( G) e
ikx

= -
1
j !
DG

j
D

j
( a(D ) + (- 1)

j
b( D) ) e

i kx
-

678 周期底地形上内波的 Hamilton 长波展开



679周   红   燕    朴   大   雄



    xc = Ex , E2 Gc = G, ENc = N1 ( 30)

由此可知道 G和u = 5xN的量级均为O( E2) , 这样就将小参数引入到了界面问题的Hamilton算

子( 15)中1 为了使参数的依赖性明显化, 用下式来描述 Dirichle-t Neumann算子

  

G1( G) = D th( Dh1) + (- DGD + D th(Dh1) GD th( Dh1) ) + O( | G |
2
| D |

3
) ,

G2( G, B) = D th( Dh2) + DL( B) + DGD - (D th( Dh2) +

  DL ( B) ) G(D th(Dh2) + DL ( B) ) + O( | G |
2
| D |

3
(1 + | L ( B) | )

3
) 1 

( 31)

其中算子 D满足D = Dx + ED xc, 当它作用在仅为 x 的函数上时D = D x ,作用在仅为 xc的函数
上时 D = EDxc1 

在式( 30)给出的尺度变换下,上层流体域的 Dirichle-t Neumann算子 G 1( G) 变为

  G1( Gc) = EDxcth( Eh1D xc) + (- E4
DxcGcDxc +

    E4
Dxcth( Eh1Dxc) GcDxcth( Eh1Dxc ) ) + O( E8

) =

    E2
h1D

2
xc+ E

4
- DxcGcDxc-

1
3 h

3
1D

4
xc +

    E6 2
15

h
5
1D

6
xc + h

2
1D

2
xcGcD2

xc + O( E8) 1 ( 32)

算子 D th( h2D) GDL ( B)、DLGDL 和DL ( B) 近似为

D th( h2D ) GDL ( B) = - E3
D

2
x th( h2Dx ) B0( B) B( x ) Gc( xc)D xc +

  E4
D

2
x th( h2Dx ) B 0( B) b ( x ) sh( b( x ) Dx) B0( B) B( x ) Gc( xc) D2

xc-

  E4
Dx th( h2Dx ) B 0( B) B( x ) Gc( xc)D2

xc -

  E4
h2D

2
xsech( h2Dx)

2
B0( B) B( x ) DxcGc( xc) Dxc-

  E4
Dx th( h2Dx ) B 0( B) B( x ) DxcGc( xc) Dxc + O( E

5
) , ( 33)

DLGDL = E3
DxB0( B) sh( B( x )Dx )Dx sech( h2Dx ) B0( B) B( x ) Gc( xc) Dxc -

  E4
DxB 0( B) sh( B( x )Dx )Dx sech( h2Dx ) B0( B) b ( x ) sh( b( x ) Dx) @

  B0( B) B( x ) Gc( xc) D2
xc+

  E4
DxB 0( B) sh( B( x )Dx ) sech( h2Dx ) B0( B) B( x ) Gc( xc) D2

xc -

  E4
h2DxB0( B) sh( B( x ) Dx) Dx th( h2Dx) sech( h2Dx) B0( B) B( x )DxcGc( xc)Dxc +

  E4
DxB 0( B) B( x ) ch( B( x ) Dx )Dxsech( h2Dx ) B 0( B) B( x ) DxcGc( xc) Dxc -

  E4
DxB 0( B) b ( x ) sh( b( x )D x) B0( B) sh( B( x ) Dx) @

  Dxsech( h2Dx) B0( B) B( x )DxcGc( xc)Dxc +

  E4
B 0( B) sh( B( x ) Dx )Dx sech( h2Dx ) B 0( B) B( x ) DxcGc( xc) Dxc+ O( E5

) , ( 34)

DL ( B) = - EDxB0( B) B( x )D xc - E2
B 0( B) B( x ) D

2
xc+ E2DxB0( B) b( x ) sh( b ( x ) Dx ) @

  B0( B) B( x )D
2
xc + E3 1

2
h

2
2DxB0( B) B( x )D

3
xc - E3 1

6
DxB0( B) B( x )

3
D

3
xc +

  E3 1
2
DxB0( B) b ( x )

2ch( b( x ) Dx) B0( B) B( x )D
3
xc +

  E3
DxB 0( B) b ( x ) sh( b( x )D x) B0( B) B( x )D

3
xc -

  E3
DxB 0( B) b ( x ) sh( b( x )D x) B0( B) b( x ) sh( b ( x ) Dx ) B 0( B) B( x ) D

3
xc+

  E4 1
2
h

2
2B0( B) B( x )D

4
xc - E4 1

6
B 0( B) B( x )

3
D

4
xc +

  E4 1
2 B 0( B) b ( x )

2
ch( b( x ) Dx) B0( B) B( x )D

4
xc -
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  E4 1
2
h

2
2DxB0( B) b( x ) sh( b ( x )Dx ) B 0( B) B( x ) D

4
xc+

  E4 1
6
DxB0( B) [ b( x ) sh( b ( x ) Dx) B0( B) B( x )

3
D

4
xc +

  b ( x )
3sh( b( x )Dx ) B0( B) B( x ) D

4
xc] -

  E4 1
2 DxB0( B) b ( x ) sh( b( x ) Dx) B0( B) b( x )

2
ch( b ( x )Dx ) B 0( B) B( x ) D

4
xc-

  E4 1
2
DxB0( B) b ( x )

2ch( b( x ) Dx) B0( B) b( x ) sh( b ( x )Dx ) B 0( B) B( x ) D
4
xc-

  E4
DxB 0( B) b ( x ) sh( b( x )D x) B0( B) sh( B( x ) Dx) Dxsech( h2Dx) @

  B0( B) B( x )DxcGc( xc)Dxc +

  E4
B 0( B) sh( B( x ) Dx )Dx sech( h2Dx ) B 0( B) B( x ) DxcGc( xc) Dxc+ O( E5

) , ( 35)

其中 b ( x ) = B( x ) - h2,且 B0( B) 为算子 ch( b ( x ) Dx) 的逆, 它作用在短尺度 x 的函数上1 

由式( 32) ~ ( 35)且保留直到 O( E3
) 阶的项,可得到Hamilton算子如下形式的表达式:

  H =
1
2QR

Nc( xc) E2
h1[- EDxB 0( B) B( x ) Dxc + E2( h2D

2
xc - B0( B) B( x )D

2
xc +

    DxB0( B) b( x ) sh( b( x )Dx ) B 0( B) B( x ) D
2
xc) ] / ( Q2h1+ Q1h2) @

    Nc( xc) dxc
E

+
1
2QR

g ( Q2- Q1) E
4Gc2 dxc

E
1 ( 36)

为了简化式( 36) ,下面引入一个有关尺度分离的引理1 

引理 2. 1
[ 8]  设函数 g ( x ) = g( x + C) 连续,并关于平移的一个格 C I # A R

n- 1
是周期

的; 函数 f ( xc) 是可积和光滑的 1 则由 g( x ) 象征的短尺度与f ( Ex ) 象征的长尺度是渐近分离

的,其中 xc= Ex ,这也就是说对所有的 N , 有如下估计:

  Qg( x ) f ( Ex )dx = Qg( x ) f ( xc) | xc= Exdx = �gQf ( xc) 1
En- 1dxc+ O( EN ) ,

其中 �g = | R
n- 1

/ # |
- 1QR

n- 1
/ #

g( x )dx1 

由上面的引理可得到

  H =
E3

2QR

h1( h2+ c1)

Q2h1+ Q1h2
Nc( xc) D2

xcNc( xc) + g ( Q2- Q1) Gc2
( xc)dxc+ O( E

4
) , ( 37)

其中 c1 = - B0( B) B( x ) , / - 0 表示一个周期区域上的平均值 1 特别式 (36) 中的

Dx ( B 0( B) B( x ) Nc( xc) ) 作为一个全导数其平均值为 0,因此, 在Hamilton算子关于 E的展式的

任何阶项上它都可忽略不计1 

尺度( 30)修正了辛结构使得 J = E3
Jc, 为方便省略/c0,则运动方程可被表示为

  5 tG= DNH / E3
=

h1( h2 + c1)

Q2h1+ Q1h2
DxN, 5 t N= - DGH / E3 = - g ( Q2- Q1) G, ( 38)

记 u = 5x N, 上式变为

  5 tG=
h1( h2+ c1)

Q2h1 + Q1h2
5xu, 5 tu = - g( Q2 - Q1)5xG, ( 39)

在上式中, c1代表对一致深度的修正,它导致了波速

  c0 =
gh1( h2+ c1) ( Q2- Q1)

Q2h1+ Q1h2

的变化1 
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考虑近似式中的下一阶,也就是保留直到 O( E5
) 阶时, 色散和非线性的影响就会出现1 

此时,Hamilton算子为

  H =
E3

2QR

h1( h2+ c1)

Q2h1+ Q1h2
DxcNc( xc) + g ( Q2- Q1) Gc2

( xc) +

    E2 h1(1+ c2)

Q2h1+ Q1h2
Nc( xc) DxcGc( xc) DxcNc( xc) -

    E2 h1( c3+ h
3
2/ 3)

Q2h1 + Q1h2
Nc( xc)D4

xcNc( xc)dxc+ O( E6
) , ( 40)

其中

  c2 = - B0( B) sh( B( x )Dx )Dx sech( h2Dx ) B0( B) B( x ) , ( 41)

  c3 = -
1
2
h

2
2B 0( B) B( x ) +

1
6
B0( B) B( x )

3
-

1
2
B0( B) b( x )

2B( x ) +

    B0( B) b( x ) sh( b ( x )Dx ) B 0( B) b ( x ) sh( b( x )D x) B0( B) B( x )1 ( 42)

因为 uc= 5xcNc, 且省略/c0, 相应的运动方程可由下式给出:

  
5 tG=

h1

Q2h1+ Q1h2
5x [ ( h2+ c1+ E

2
(1+ c2) G) u ] - E

2
c3+

1
3 h

3
2 53

xu ,

5 tu = - g ( Q2- Q1)5xG- E2
h1(1 + c2)

Q2h1+ Q1h2
u5xu,

( 43)

上式就为变深度情形下的 Boussinesq方程1 
注意到,当令 h1 = 0时,方程(43) 与文献[ 8] 中讨论过的问题的方程一样; 当令 B( x ) = 0

时,它与文献[ 7]中讨论过的一致深度的 Boussinesq方程相一致1 
2. 2  KdV机制下内波的运动方程

在本节中, 将采用文献[ 13]中的方法来推导方程( 43)的单向近似1 由 Hamilton算子( 40)

的如下其形式来开展研究:

  H =
1
2QR

E3 h1( h2+ c1)

Q2h1+ Q1h2
u

2
+ E3

g ( Q2- Q1) G
2
+ E5 h1(1+ c2)

Q2h1+ Q1h2
Gu2

-

    E5 h1( c3+ h
3
2/ 3)

Q2h1 + Q1h2
(5xu)

2
dx + O( E

6
)1 ( 44)

引入新的变量 r 和 s 使得

  
G=

4

h1( h2+ c1)

4g ( Q2- Q1) ( Q2h1+ Q1h2)
( r + s ) ,

u =

4

g( Q2 - Q1) ( Q2h1+ Q1h2)

4h1( h2+ c1)
( r - s) 1 

( 45)

则Hamilton算子变为

  H =
1
2QR

E3 h1( h2+ c1) g( Q2- Q1)

Q2h1+ Q1h2
( r

2
+ s

2
) +

    E5 h1(1+ c2)

2( Q2h1 + Q1h2)

4
g ( Q2- Q1) ( Q2h1+ Q1h2)

4h1( h2+ c1)
( r

3
- r

2
srs

2
+ s

3
) -

    E5 h1( c3+ h
3
2/ 3)

Q2h1 + Q1h2

g ( Q2- Q1) ( Q2h1+ Q1h2)

4h1( h2+ c1)
@

    ( (5xr )
2
- 25xr5xs + (5xs)

2
)dx 1 ( 46)

将系统变换在以特征速度 c0移动的坐标标架中也是有必要,这点可以通过Hamilton算子减去
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守恒动量积分

  c0I = E3
c0QR

Gudx =
1
2
E3 h1( h2 + c1) g ( Q2- Q1)

Q2h1+ Q1h2 QR
( r

2
- s

2
)dx ( 47)

得以实现1 这样就得到

  H - c0I =
1
2QR

2E3
h1( h2+ c1) g ( Q2- Q1)

Q2h1 + Q1h2
s

2
+

    E5 h1(1+ c2)

2( Q2h1 + Q1h2)

4

g ( Q2- Q1) ( Q2h1+ Q1h2)

4h1( h2+ c1)
( r

3
- r

2
srs

2
+ s

3
) -

    E5 h1( c3+ h
3
2/ 3)

Q2h1 + Q1h2

g ( Q2- Q1) ( Q2h1+ Q1h2)

4h1( h2+ c1)
@

    ( (5xr )
2
- 25xr5xs + (5xs)

2
)dx 1 ( 48)

现在 r、s 的演化方程可记为

  5 tr = - 5xDr (H - c0 I ) / E
3
=

    - E2 h1(1+ c2)

4( Q2h1 + Q1h2)

4

g ( Q2- Q1) ( Q2h1+ Q1h2)

4h1( h2+ c1)
5x (3r

2
- 2rs - s

2
) +

    E2 h1( c3+ h
3
2/ 3)

Q2h1 + Q1h2

g ( Q2- Q1) ( Q2h1+ Q1h2)

4h1( h2+ c1)
(53

xr - 53
x s) , ( 49)

  5 t s = 5xDs (H - c0I ) / E
3
= 2

h1( h2+ c2)

Q2h1+ Q1h2
5x s -

    E2 h1(1+ c2)

4( Q2h1 + Q1h2)

4
g ( Q2- Q1) ( Q2h1+ Q1h2)

4h1( h2+ c1)
5x ( r

2
+ 2rs - 3s 2

) -

    E2 h1( c3+ h
3
2/ 3)

Q2h1 + Q1h2

g ( Q2- Q1) ( Q2h1+ Q1h2)

4h1( h2+ c1)
(53

xr - 53
x s) ( 50)

解的分支 r( x , t ) 主要是右移动,而 s ( x , t ) 则主要是左移动1 

在KdV机制中仅考虑相空间区域,其中 s 是O( E2) 阶的 1 则式(49) 右侧除去仅依赖于 r

的项都是 E的较高阶,因此它们可以忽略不计1 设关于Hamilton算子的一个时间变换为 T =

E2
t ,则得到一个关于变量 r 的闭方程,即

  5 tr = - 3
h1(1+ c2)

2( Q2h1 + Q1h2)

4

g ( Q2- Q1) ( Q2h1+ Q1h2)

4h1( h2+ c1)
r5xr +

    
h1( c3+ h

3
2/ 3)

Q2h1+ Q1h2

g ( Q2- Q1) ( Q2h1 + Q1h2)

4h1( h2+ c1)
53
xr , ( 51)

上式就是波动的 KdV方程,其修正的系数说明快速变化的流体深度1 

3  结   论

本文研究了周期底部条件下两层不相溶流体间内波的长波渐近机制1 通过运用 Dirichle-t

Neumann算子给出的 Dirichlet积分的表达式, 本文得到了有关 Zakharov 在Hamilton 算子方面的

公式,这个公式在内波问题研究分析中是非常方便的1 同时, 基于文献[ 7]中给出的Hamilton

偏微分方程摄动理论,本文应用上述公式对文中内波问题进行了系统的长波摄动分析1 
在Hamilton理论框架下,当周期底地形是短尺度变化时,长波的运动本质上被一个与系统

相关的 Boussinesq方程控制, 方程的有效系数由均化平均值决定;并且当重点考虑单向传播机

制时,长波的运动将被一个KdV方程控制1 
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附   录

设上层流体自由面波高为 G1( x ) , 界面的波高为 G2( x )1 设调和函数的一组特殊基 U2, k( x , z ) =

a( k ) e
kz
e

ikx
+ b ( k )e

- kz
e

ikx 满足

  $U1 = 0,   ( x , z ) I S1( t; G1, G2) ; U1( x , h1 + G1) = 5 1( x ) ; U1( x , G2) = 5 2( x )1 ( A1)

基在界面上的边界值为

  5 1, k ( x ) = U1, k( x , h1 + G1) = ( a( k )ekh1e kG
1+ b ( k )e- kh

1 e- kG
1) eikx, ( A2)

  5 2, k ( x ) = U1, k( x , G2) = ( a( k )ekG2+ b ( k )e- kG
2) eikx1 ( A3)

另外,上述表示式还可以分别表示为 G1 和 G2 的收敛的Taylor级数形式:

  5 1, k ( x ) = 6
j \0

1
j ! G

j

1
k
j
( a( k )e

kh
1 + (- 1)

j
b( k ) e

- kh
1) e

ikx
, ( A4)

  5 2, k ( x ) = 6
j \0

1
j !
Gj

2
k j ( a( k ) + (- 1) jb ( k ) ) eikx1 ( A5)

U1在两界面上的法向导数为

  ¨U1, k#(- 5 xG1, 1) | z = h
1
+ G

1
= - 6

j\0

1
j !
Gj

1
( i5 xG1) k

j+ 1( a( k) ekh1+ (- 1) jb ( k) e- kh
1 )eikx +

    6
j \0

1
j !
Gj

1
k j+ 1 ( a( k )e kh

1 + (- 1) j+ 1b ( k )e- kh
1 )eikx , ( A6)

  ¨U1, k#(5 xG2, - 1) | z = G
2
= 6

j \0

1
j !
G j

2
( i5 xG2) k

j+ 1( a( k ) + (- 1) jb( k ) )eikx -

    6
j \0

1
j !
Gj

2
k j+ 1 ( a( k ) + (- 1) j+ 1b ( k ) ) eikx1 ( A7)

由式( 14)和式( A4) ~ ( A7) ,我们可以得到 Dirichle-t Neumann算子作为 G1和 G2的二重幂级数的表示式1 依次令

  ( a1( k ) , b1( k) ) =
e- kh

1

e kh
1 - e- kh

1
, -

ekh1

ekh1 - e- kh
1

,

  ( a2( k ) , b2( k) ) =
1

e kh
1 - e- kh

1
, -

1

ekh1 - e- kh
1

1 

我们可以得到调和函数( A2)、( A3)的一组基1 常数项是

  
G ( 0)

11 G (0)
12

G ( 0)
21 G (0)

22

=
D cth( h1D) - D ch( h1D)

- D ch( h1D) D cth( h1D)
1 

Taylor表示式中的一般项 G ( m
0
, m

1
)

jl , 其中 j , l = 1, 2, 此时,算子可记为

  
G11( G1 , G2 ) G12 ( G1 , G2)

G21( G1 , G2 ) G22 ( G1 , G2)
= 6

]

m
0
,m

1
= 0

G ( m
0
, m

1
)

11 ( G1, G2) G ( m
0
, m

1
)

12 ( G1, G2)

G ( m
0
, m

1
)

21 ( G1, G2) G ( m
0
, m

1
)

22 ( G1, G2)
1 ( A8)

由式( 14)和( A4) ~ ( A7) ,我们得到

G (10)
11 ( G1, G2) G (10)

12 ( G1 , G2 )

G (10)
21 ( G1, G2) G (10)

22 ( G1 , G2 )
=

D cth( h1D) G1D cth( h1D) - DG1D - D cth( h1D) G1D ch( h1D)

D ch( h1D) G1D ch( h1D) - D ch( h1D) G1D cth( h1D)
,

G (01)
11 ( G1, G2) G (01)

12 ( G1 , G2 )

G (01)
21 ( G1, G2) G (01)

22 ( G1 , G2 )
=

- D ch( h1D) G2D ch( h1D) D ch( h1D)G2D cth( h1D)

D cth( h1D) G2D ch( h1D) - D cth( h1D) G2D cth( h1D) + DG2D
1 

下面,我们分两种情况给出Taylor 级数中高阶项 G ( m)
j l ( G1, G2) 的递推式1 第1种情况是特殊情况 m = ( m0 , 0)

或(0, m1) 时,由式( A8)和( A4) ~ ( A7) , 我们得到:式( 11)中系数是

  G ( m
0
, 0)

11
( G1) = 6

p
0

\1

q
0
+ p

0
= m

0
q
1
= 0= p

1

G ( q
0
, 0)

11
( G1)

1
p 0!

Gp 0
1
D p

0
eh1

D + (- 1) p0
+ 1e- h

1
D

e h
1
D - e- h

1
D +

    1
m0!

DGm
01 Dm

0
eh1

D + (- 1) m
0e- h

1
D

eh1
D - e- h

1
D , ( A9)
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式( 21)中系数是

  G ( m
0
, 0)

21 ( G1) = 6
p
0

\1

q
0
+ p

0
= m

0
q
1
= 0= p

1

G ( q
0
, 0)

21 ( G1)
1
p 0!

Gp 0
1
D p

0
eh1

D

eh1
D - e- h

1
D +

(- 1) p
0
+ 1e- h

1
D

e h
1
D - e- h

1
D , ( A10)

式( 12)中系数是

  G
( m

0
, 0)

12 ( G1) = - 6
p
0

\1

q
0
+ p

0
= m

0
q
1
= 0= p

1

G
( q

0
,0)

11 ( G1 )
1
p 0!

G
p
0

1
D

p
0

1+ (- 1) p
0
+ 1

eh1
D - e- h

1
D +

1
m0!

DG
m

01 D
m

0
1+ (- 1) m

0

e h
1
D - e- h

1
D , ( A11)

式( 22)中系数是

  G ( m
0
, 0)

22 ( G1) = - 6
p
0

\1

q
0
+ p

0
= m

0
q
1
= 0= p

1

G ( q
0
,0)

21 ( G1 )
1
p 0!

Gp0
1
D p

0
1

e h
1
D - e- h

1
D +

(- 1) p
0
+ 1

eh1
D - e- h

1
D 1 ( A12)

由于

  G ( m
0
, m

1
)

j l ( G1, G2) = G ( m
1
, m

0
)

l j (- G2 , - G1) , ( A13)

则可以得到 G (0, m
1
)

j l ( G2) ,其中 j , l = 1, 21 

第 2种情况是当 m = ( m0, m1) , m0、m1 均不为 0 时,我们可以得到式( 11)中系数是

  G ( m
0
, m

1
)

11 ( G1, G2) = 6
1[ p0 [ m0
q
0
+ p

0
= m

0
p
1
= 0

G ( q
0
, m

1
)

11 ( G1, G2)
1
p 0!

Gp
0

1
D p

0
eh1

D + (- 1) p 0
+ 1e- h

1
D

eh1
D - e- h

1
D +

    6
p
0
= 0

1 [ p
1

[ m
1

q
1
+ p

1
= m

1

G ( m
0
, q

1
)

12 ( G1 , G2 )
1
p 1!

Gp1
1
D p

1
1+ (- 1)

p
1
+ 1

e
h
1
D
- e

- h
1
D , ( A14)

式( 21)中系数是

  G ( m
0
, m

1
)

21
( G1, G2) = 6

1[ p
0

[ m
0

q
0
+ p

0
= m

0
p1= 0

G ( q
0
, m

1
)

21
( G1, G2)

1
p 0!

Gp
0

1
D p

0
eh1

D + (- 1) p 0
+ 1e- h

1
D

eh1
D - e- h

1
D +

    6
p
0
= 0

1 [ p
1

[ m
1

q
1
+ p

1
= m

1

G ( m
0
, q

1
)

22
( G1 , G2 )

1
p 1!

Gp1
1
D p

1
1+ (- 1) p 1

+ 1

eh1
D - e- h

1
D , ( A15)

式( 12)中系数是

  G ( m
0
, m

1
)

12
( G1, G2) = - 6

p
0
= 0

1[ p1 [ m1
q
1
+ p

1
= m

1

G ( m
0
, q

1
)

12
( G1, G2)

1
p 1!

Gp 1
1
D p

1
eh1

D + (- 1) p1
+ 1e- h

1
D

e h
1
D - e- h

1
D -

    6
1 [ p

0
[ m

0
q
0
+ p

0
= m

0
p
1
= 0

G ( q
0
, m

1
)

21 ( G1 , G2 )
1
p 0!

Gp0
1
D p

0
1+ (- 1) p 0

+ 1

eh1
D - e- h

1
D , ( A16)

式( 22)中系数是

  G ( m
0
, m

1
)

22 ( G1, G2) = - 6
p0= 0

1[ p
1

[ m
1

q
1
+ p

1
= m

1

G ( m
0
, q

1
)

22 ( G1, G2)
1
p 1!

Gp 1
1
D p

1
eh1

D + (- 1) p1
+ 1e- h

1
D

e h
1
D - e- h

1
D -

    6
1 [ p

0
[ m

0
q
0
+ p

0
= m

0
p
1
= 0

G
( q

0
, m

1
)

21 ( G1 , G2 )
1
p 0!

G
p
0

1
D

p
0

1+ (- 1)
p

0
+ 1

eh1
D - e- h

1
D 1 ( A17)
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Hamiltonian Long Wave Expansions for Internal Waves

Over a Periodically Varying Bottom

ZHOU Hong-yan,  PIAO Da-xiong

( Resea r ch Center for Applied Mathema tics ,

Ocean Un iver sity of China , Qingdao , Shandon g 266071, P . R . China )

Abstract: A Hamiltonian formulation for two-dimensional nonlinear long waves between two bodies

of immiscible fluid with a periodic bottom was derived. From the formulation, using the Hamiltonian

perturbation theory, effective Boussinesq equations that describe the motion of bidirectional long

waves and unidirectional equations that are similar to the KdV equation for the case in which the bot-

tom possesses short length scale were obtained. The computations for these results are performed in

the framework of an asymptotic analysis of multiple scale operators.

Key words: internal waves; Hamiltonian perturbation theory; potential function; Dirichle-t Neumann

operator; Boussinesq equation; KdV equation

686 周期底地形上内波的 Hamilton 长波展开


